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PRÓLOGO 


Al repasar el índice de este libro se verá que en él se estudian la mayoría 
de los temas incluídos ordinariamente en los tratados de « Cálculo Superior ». 
El propósito del autor ha sido ofrecer una exposición fiel, rigurosa y moderna. 
de la materia y a la vez exenta de vana erudición. La mayor parte de los teo- 
remas « difíciles » que en muchos textos de Cálculo se omiten o tratan super- 
ficialmente, son demostrados aquí rigurosamente. Con frecuencia, algunos 
de ellos se consideran excesivamente difíciles para ser tratados en los cursos 
Tiamados de «Cálculo Superior», pero por otra parte resultan elementales 
en un curso de Teoría de Funciones reales o complejas. Al incluir tales teoremas 
en este libro se contribuye a llenar el vacío existente entre los cursos ordi 
narios de Cálculo y los superiores de Análisis, y, lo que es más importante, 
iniciar al lector en el pensamiento abstracto del que está impregnada la Mate- 
mática moderna, A 

En líneas generales el contenido del libro es el siguiente : 

Un capítulo dedicado a la teoría de los conjuntos abstractos que contiene 
una formulación precisa del concepto de función. 

Topologia de conjuntos de puntos en el espacio euclideo de n dimen- 
siones. 
Estudio completo de la diferenciación. 

Discusión elemental de la conexión, 

Amplio estudio de la integral de Riemann-Stieltjes, incluyendo la inte- 
gración compleja y discusión sobre el número de giros. 

Estudio de la medida de Jordan y de la medida exterior de Lebesgue. 

Demostración del teorema de Green para regiones planas limitadas por 
curvas rectificables de Jordan arbitrarias. 

Detallado estudio de las superficies y de las integrales de superficie. 

Exposición completa de la inversión del paso al límite. 

Un capítulo sobre las series y las integrales de Fourier, que incluye el 
teorema general del mismo autor, el teorema de convolución para las trans- 
formadas de Fourier y la fórmula de inversión para las transformadas de 
Laplace. 

* Introducción a la teoría de funciones de una variable compleja. 

Como se ve, hay suficiente materia para un curso completo, pero algunas 
partes pueden omitirse sin perturbar la continuidad de la exposición. La obra 
contiene cerca de 500 ejercicios, muchos de los cuales han sido pensados para 
ilustrar la teoría general y para mostrar los puntos de la misma cuya omisión 
puede conducir a error. 
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Por varias razones entre las que se cuenta la falta de espacio se ha pres- 
cindido en lo posible de las aplicaciones y ejemplos pertenecientes al campo 
de la Física. No será difícil al docente conducir una discusión eurística al des- 
cubrimiento de un concepto difícil, pero muchas veces tal discusión llevada 
a un texto podría parecer algo ridícula. Además, la forma de presentar esas 
aplicaciones y ejemplos, es sobre todo cuestión de gusto personal; y por ello 
lo mejor será improvisarlas en las clases cuando el profesor lo juzgue conve- 
niente. 

A todo el que desee adentrarse en las nociones superiores del Análisis, 
Je es indispensable un claro conocimiento de los conceptos fundamentales del 
Cálculo ; por ello esperamos que este libro, especialmente destinado a los estu- 
diantes de matemáticas, será también de utilidad para los de Física e Inge- 
nieria, 
Durante la preparación del original el autor ha encontrado toda la cola- 
boración que uno puede desear. Está particularmente reconocido a los pro- 
fesores PaúL R. Harmos de la Universidad de Chicago y M. E. Munoz de 
la Universidad de Tlinois. Su cumplida crítica de la primera redacción se ha 
dejado sentir profundamente en la forma final que ha tomado el libro. Ex- 
presa también su especial agradecimiento al doctor Basi, Gorpon del Cali 
fornia Institute of Technology, que leyó la redacción definitiva y señaló varios 
errores. La generosidad del California Institute permitió utilizar la experiencia 
de la señorita Rosemarie Stampfel para mecanografiar el original, El autor 
debe también mucho a los estudiantes de Caltech que le proporcionaron el 
primer impulso para esta obra. 

Finalmente, ha de dar las gracias a la Addison-Wesley Publishing Com- 
pany, por el sincero interés con que tomó la edición de un libro de esta natu- 
raleza, y por la excelente ayuda y cooperación que constantemente le han 
brindado. 


Tom M. Arostor 
Enero de 1957 


CAPÍTULO 1 
SISTEMAS DE NÚMEROS REALES Y COMPLEJOS 


1-1 Introducción. El sistema o campo de los números reales es uno de los 
conceptos fundamentales de la Matemática. Un estudio riguroso y exhaus- 
tivo del Análisis Matemático requeriría la inclusión de una definición cuidadosa 
del significado del número real, una discusión relativa a la construcción de 
los números reales (comenzando, por ejemplo, con los enteros), y una expo- 
sición de sus principales propiedades. Si bien estas nociones básicas consti- 
tuyen una parte muy interesante de los fundamentos de las matemáticas, 
no serán tratadas aquí con detalle, En realidad, en la mayoría de las fases del 
Análisis, más que los métodos usados en la construcción del campo de los 
números reales nos interesan sus propiedades. Por lo tanto, tomaremos como 
punto de partida un pequeño grupo de axiomas de los cuales pueden dedu- 
cirse todas las propiedades de los números reales. Para ahondar en los métodos 
utilizados en la construcción del campo real el lector debería consultar las 
referencias bibliográficas del final del capítulo. 

Supondremos que el lector está familiarizadc con la mayor parte de las 
propiedades de los números reales que en las próximas páginas se consideran, 
así como de algunas de sus consecuencias elementales, También daremos 
por sentado que el lector conoce las funciones elementales del cálculo, tales 
como las funciones trigonométrica, exponencial y logarítmica. Si bien las 
series se estudiarán con detalle más tarde, algunas cuestiones fundamentales 
relativas a ellas (con las que probablemente el lector ya está familiarizado 
desde el estudio del cálculo elemental) se utilizarán en la primera parte de 
este capítulo. 


1-2 Propiedades aritméticas de los números reales. Dado un par de nú- 
meros reales x e y, podemos formar su suma x + y y su producto xy, que 
satisfacen los siguientes axiomas: 

Axioma 1. x+y=y+xxy=)x (ley conmutativa). 

Axioma 2. z+ (y+ = lty) +z 

x x(y2) = (#y)z (ley asociativa). 

Axioma 3. aly +3) = 2y + az (ley distributiva). 

Axtoma 4. Dado un par de números reales x e y, existe otro número real 
z tal que x + z = y. Este z se representará por y — x ; el número 
x — x se representará por 0. (Puede demostrarse que 0 es inde- 
pendiente de x.) Escribimos —x en lugar de 0 — z. 
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Axioma 5. Existe por lo menos un número real x + 0. Si x e y son dos nú- 
meros reales siendo x 4 0, entonces existe otro número real z 
tal que xz = y. Tal número z se representa por y/x; el número 
x/x se representa por 1 y puede demostrarse que es indepen- 
diente de z. Escribimos 171 en lugar de 1/x si z 40. 


A partir de estos axiomas pueden deducirse todas las leyes usuales de la Arit- 


mética; por ejemplo, —(—x) = x, (171) = x, —(1— y) = y — x, x — 
=x + (— y), etc. (Para una más detallada exposición véase Ref. 1—4.) 


1-3 Propiedades de ordenación de los números reales. Tenemos también 
una relación < que establece una ordenación entre los números reales y 
que satisface los axiomas siguientes : 


Axioma 6. Siempre se verifica una y una sola, de las relaciones x = y, 
SY >y. 


Nora. x> y significa lo mismo que y < z. 
Axioma 7. Si x< y, para todo z tenemos x +3 < y +z. 
Axioma 8. Six>0e y> 0, será zy > 0. 

Axioma 9. Six>yey>z, será z>z 


De estos axiomas se deducen las reglas usuales para las operaciones con 
desigualdades. Por ejemplo, si tenemos x < y, será xz < yz si z > 0, mientras 
que zz > yz si z < 0. También, si x> y> 0 y z> w> 0, será xz > yw. 
(Para una discusión completa de estas reglas ver Ref. 1-1.) Un décimo axioma 
se da en la Sección 1-9. 


Nora. El simbolismo x < y expresa en forma abreviada la locución : 
az < yo x= y». Así tenemos 2 < 3 puesto que 2 < 3, y 2 < 2 ya que2 = 2. 
Análogamente se usa el símbolo >. 


1-4 Representación geométrica de los números reales. Los números reales 
pueden ser representados geométricamente por los puntos de una recta (el 
eje real). Elegido un punto para representar el 0 y otro para representar el 1, 
queda determinada la escala, De esta forma a cada punto del eje real corres- 
ponde un número real y uno solo, e inversamente, cada número real queda 
representado por un solo punto. 


1-5 Representación decimal de los números reales, Todo número real x tiene 
un desarrollo decimal de la forma 


ESTA n 
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donde N es o 0 o un entero positivo y cada a, es uno de los dígitos de 0 a 9. 
La notación N, 4,4. --a,. ..es una escritura abreviada de la serie 


N + a 10) + a, (LO) + -++ + ap (10) 78 0 ++ 


Cuando N es O y todas las a, son iguales (p. ej. a; = a), entonces la serie 
se convierte en una serie geométrica de razón 1/10 y su suma es 


Si a = 9, esta serie tienen suma 1, lo que significa que el número 1 tiene 
dos desarrollos decimales 


1 = 1,000... = 0,999. 


Más general, si un número tiene un desarrollo decimal terminado en ceros, 
por ejemplo, 1/8 = 0,125000..., entonces este número puede escribirse mediante 
un desarrollo decimal que termine en nueves disminuyendo el último dígito 
no nulo en una unidad. Así tenemos 1/8 = 0,124999... Salvo casos seme- 
jantes a éstos, los desarrollos decimales son únicos. 


1-6 Números racionales, Los números reales se clasifican en dos tipos, 
racionales e irracionales. Racionales son aquellos números reales que son el 
cociente de dos enteros; por ejemplo, 1/2, 7/5, — 5. Irracionales son los 
números reales que no son racionales; por ejemplo, x, V'È, e. Los nú- 
meros racionales e irracionales pueden también distinguirse por sus repre- 
sentaciones decimales. Un número racional tiene un desarrollo decimal pe- 
riódico : 1/2 = 0,50, 2/3 = 08, 13/22 = 0,5909, 1/8 = 0,1248, 1/7 = 0,142857. 
La parte decimal señalada con el arco es el período, es decir, el grupo de cifras 
que se repiten indefinidamente en el mismo orden. (El lector no tendrá difi- 
cultad en demostrar que tal repetición debe presentarse siempre que un nú- 
mero racional se escribe en forma decimal.) Recíprocamente, todo decimal 
periódico representa un número racional. Este hecho no es tan inmediato, 
puede demostrarse observando que un decimal periódico constituye una serie 
geométrica de la forma 


arre o) 


donde a, b, y y son racionales, siendo y cierta potencia de 1/10. Tal serie tiene 
como suma a + 5/(1 — 7), que es racional. Como ejemplo, tomemos el decimal 
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periódico x = 0,314. Podemos escribirlo mediante una serie como la siguiente : 
x= ip + M (00-9) + 14109) + 14 (105) + +++ 


= Š + no- p + qo- + G0 t al 


3 100) 
= p+ uoaa] 

Dados dos números racionales, a y b, su promedio (a + b)/2 es también 
racional. Por consiguiente entre todo par de números racionales existe otro 
número racional. De aquí resulta que entre todo par de números racionales 
debe existir una infinidad de números racionales [¿Por qué?), lo cual implica 
que si consideramos un cierto número racional x, no tiene sentido hablar del 
número racional «inmediato superior». 


1-7 Algunos números irracionales. Generalmente no es demasiado fácil 
demostrar que un número es irracional. No es sencilla, por ejemplo, la demos- 
tración de la irracionalidad de æ". Sin embargo, la irracionalidad de ciertos 
números tales como Y/2 y Y/3 no es difícil de establecer y en efecto, fácilmente 
podremos probar el siguiente : 


1—1 TrorEmMA. Si n es un entero que no es un cuadrado perfecto, W/m es 
irracional. 

Demostración. Ante todo supongamos que # no contenga un factor cua- 
drado perfecto > 1. Si suponemos que 4% es racional obtendremos una con- 
tradicción. Sea y» = a/b, donde a y b son enteros primos entre sí. Entonces 
nòt = a? y, puesto que el primer miembro de esta ecuación es un múltiplo 
de n, también lo es a2. Por otra parte, si a? es un múltiplo de », debe ser a su 
vez a múltiplo de n, ya que n no tiene factores cuadrados > 1. (Esto se ve 
fácilmente considerando la descomposición de a en sus factores primos.) 
Esto significa que a = cn, donde c es un entero. Entonces la ecuación nb 
se convierte en nô? = c'n?, o bien b? = ne*. Con análogo razonamiento se de- 
muestra que b también debe ser un múltiplo de n. Así pues, a y b son ambos 
múltiplos de n, lo que contradice la hipótesis de que eran primos entre sí. 
Esta es la demostración si no tiene factores cuadrados perfectos > 1. 

Si n tiene un factor cuadrado, podemos escribir n =m*k, donde k >1 y 
está desprovisto de factores cuadrados > 1. Así tenemos Yn =m Vk; y 
si Y» fuera racional, el número y/ A sería también racional, en contradicción 
con lo que acabamos de demostrar. 
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La demostración de que el número e es irracional, requiere otro tipo de ra- 
zonamiento. 
1-2 Teorema. Sie=14x+2 

mero e es irracional. 

Demostración. Probaremos que e”! es irracional. La serie correspondiente 
a 671 es una serie alternada cuyos términos decrecen constantemente en valor 
absoluto. En ella el error cometido al detenernos en el término de orden # 
tiene el signo del primer término despreciado y un valor absoluto menor que 
el de éste. Por consiguiente, si s, = Efo (—1)'/AI, tenemos la desigualdad 


PBH End el nie 


a L 
Oe m2 < E 
de donde obtenemos 
OS (AI sui) < ag SE 


para todo entero k > 1, Ahora bien, (2k — 1)! spa, es siempre un entero. Si 
71 fuese racional, elegiríamos A suficientemente grande para que (24 — 1)!e"t 
fuese también entero. Pero la última desigualdad nos dice que la diferencia 
entre estos dos números enteros sería un número comprendido entre 0 y */a, 
lo que es imposible, Así pues e=1 no puede ser racional, y por tanto e tam- 
poco 


1-8 Algunas desigualdades fundamentales, Con frecuencia se presentan, 

isis, cálculos con desigualdades. Estas tienen particular importancia en 
relación con el concepto de valor absoluto. Si x es número real, definimos su 
valor absoluto, representado por |z|, como sigue : 


si r20, 
-s si rco 


"= 


Una desigualdad fundamental concerniente a los valores absolutos viene dada 

por el siguiente : 

1-3 Teorema. Si a >0, tenemos la desigualdad |x| < a, únicamente cuando 
—a<x<a y recíprocamente. 
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Demostración. Según la definición de |z|, tenemos la desigualdad — |z] < 

x < lx), ya que x = |x] o x= — |x]. Si suponemos que |x| < a, entonces 
escribir — a < — |z] <x < |x] <a, y así la mitad del teorema 

está probada. Inversamente, supongamos — a < x < a. Entonces si x > 0, 

tenemos js] = # < a, mientas que sl < O, seta he) 

Dos casos tenemos |z| < a y el teorema está de 


Como consecuencia importante tenemos 
1-4 Teorema. [+91 < lal + iyl 

Demostración... Pongamos — |x| < x < lx] y — ly] < y < ly]. La suma nos 
da — (lxl + lyl) < z+ y < lxl + ly], y según el Teorema 1-3 concluimos que 


le + yl < lal + bola 
Puesto que |— x| = |x], el Teorema 1-4 también origina la desigualdad 


=y <+ bl. 
Sustituyendo x por y — x, ésta puede escribirse en la forma 
iz 
y por inducción, podemos demostrar las generalizaciones 
ltd Sl al + al 
WHat +n alal- al — «++ — Bale 


Podremos deducir ahora un resultado muy útil conocido por el nombre 
de desigualdad de Cauchy-Schwarz. 


1-5. Tronrxa. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si ay... an Y by, Dn son 
números reales arbitrarios, tenemos 


(E) <(2(53) 
Demostración. Una suma de cuadrados nunca puede ser negativa. Por lo 
tanto tenemos 


E (a+) >0 
a 


para todo x real. Esta desigualdad puede escribirse en la forma 
Ar +2Bx4C>0, 
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dad que deseábamos. Si A =0, la demostración es trivial. 
Nora. Para otra demostración de este teorema, ver Ejercicio 1-15. 


1-9 Extremos superior e inferior. Designemos por S una colección o con- 
junto de números reales. La notación x e S significa que el número real x per- 
tenece a S, y escribimos x ¢ S para indicar que x no está en S. 

Ta notación (x|r satisface P) será utilizada para designar el conjunto de 
los números reales x que satisfacen la propiedad P. 


1-6 Deenición. Sea A un conjunto de números reales. Si existe un número 
real x tal que para todo a c A se verifica a < x, se dice que x es una cola 
superior para el conjunto A y que A está acotado superiormente. (De fczma 
análoga se define" la cota inferior]. 

1-7 Demución. Sea A un conjunto de números reales acotado superior- 
mente. Supongamos que exista un número real y que satisface las dos com- 
diciones siguientes: 

a) x es una cota superior de A 
b) si y es otra cota superior de A, siempre x < y. 


Tal número x se llama extremo superior del conjunto A. [Abreviada- 


mente se utiliza sup para designar el extremo superior, De forma análoga 
se define el extremo inferior de A si éste está acotado inferiormente. 
La abreviación para el extremo inferior es inf.) 


Es fácil ver que tanto el sup como el inf de un conjunto, si existen, son 
únicos (ver Ejercicio 1-10). 


Nuestro axioma final para el campo de los números reales implica la noción 
de extremo superior: 

Añuoma 10. Si A es un conjunto no vacío de números reales que está aco- 
tado superiormente, posee extremo superior. 

Como consecuencia de este axioma, es inmediato que todo conjunto no vacío 
de números reales acotado inferiormente, posee extremo inferior. (La locución 
«no vacio» significa que el conjunto debe poseer por lo menos un número 
real.) 
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NOTACIONES. Si x es el sup de un conjunto A e y el inf, escribimos z = 
sup A, y = inf A. 


EJEMPLOS. 

1. Sea A el conjunto de los números de la fomrma 1/n, donde n toma los 
valores de la serie natural n = 1, 2, 3, .... Este conjunto está acotado superior- 
mente por 1 e inferiormente por 0. Efectivamente 1 es el sup del conjunto 
y 0 es el inf. En este ejemplo el sup es también uno de los números del con- 
junto A, mientras que el inf no pertenece a A. 

2. A = {x0 < x < 1). En este caso, sup A = 1, inf A = 0. Sin embargo 
ni 0 ni 1 pertenecen a A. 

3. A = (x| 0 < 3? < 2). Puesto que la desigualdad 0 < 1? < 2 es equiva- 
Jente a las dos desigualdades 0 < x < V? y — V? < x < 0, el sup de este 
conjunto es Y/2 y el inf — V2. 

4. A = (xl? > 2). Aquí, no existe sup ni inf. Este conjunto no está aco- 
tado superior ni inferiormente. 

5.'A = (alx > 0 y 1 > 2). En este ejemplo no existe sup, pero el inf es /2. 


La siguiente propiedad del extremo superior será de gran utilidad más 
adelante. 


1-8 Teorema. Sean A y B dos conjuntos acotados de números reales con 
a = sup A, b = sup B. Designemos por C el conjunto 


C= {x+ ylreA, ye B) 
Entonces es a + b= sup C. 


Demostración. Si z € C, entonces z= x+y <a+b; de manera que 
a + b es una cota superior de C. Sea c otra cota superior de C. Tenemos 
que demostrar que a +b <c. Para ello sea e un número positivo dado. 
Existe un número x en A y un número en B tales que 


a-e<s b-e<y 
Por la adición de estas desigualdades, encontramos 
` atb-2e<r+y<e 
Esto es, a + b< c + 2e. Pero como e es arbitrario, resulta a + b < c. 
1-10 Números complejos. De los axiomas que rigen la relación < se deduce 


que el cuadrado de un número real nunca es negativo. Así, por ejemplo, la 
sencilla ecuación cuadrática x? = —1 no tiene solución en números reales, 
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Nuevos tipos de números, llamados múmeros complejos, deben introducirse 
para conseguir las soluciones de tales ecuaciones. La introducción de tales 
números proporciona, al propio tiempo, las soluciones de las ecuaciones al- 
gébricas generales de la forma 

atar+ar+o +0 r=0, 


donde los coeficientes ap, 2, ... a, son números reales cualesquiera. (Esta 
proposición es conocida como Teorema fundamental del Algebra.) 

Definiremos ahora los números complejos y los comentaremos con más 
detalle, 

1—9 Derrxicióx. Consideraremos como número complejo un par ordenado 
de números reales que representaremos por la notacion (xy, xa). El primero, 
xy se llama la parte real del número complejo ; el segundo, xy, es la parte 
imaginaria. Dos complejos x = (xy, %) e y = (Yı, Y4) se llaman iguales, 
y escribiremos x = y, si x, = Yı Y Xa = Ya Y recíprocamente. Definimos 
la suma x + y y el producto xy mediante las ecuaciones 

Ay (PYR (A Td Y +N) 


1-10 'Trorrma. Las operaciones de adición y multiplicación que acabamos 
de definir, satisfacen las leyes conmutativa, asociativa y distributiva, 

Demostración. Nos referiremos únicamente a la ley distributiva, ya que 

es la de mayor dificultad. Si x = (4, x4), y = (Yy, Ya), Y 7 = (21, 24), tendremos 


xO +a) (0 0) Da + Y +) 
mantai- an aa ah +AR HRN HAR) 
(91 a MY HRN) +A ai ah + 0) 
y + 


1—11 TEOREMA. 
(žu 45) + (0, 0) = (% 20) (21 24) (0, 0) = (0, O), 
(xu a) (1, 0) = (r 14) [yo 2a) + (— ta — 19) = (0, 0). 
Demostración. Las demostraciones aquí son inmediatas según la defini- 
ción, como lo son las de los Teoremas 1-12, 1-13, 1-15 y 1-16. 


1—12 Teorema. Dados dos números complejos x = (xy xp) e y= (Yn Ya), 
existe otro número complejo z tal que x + z = y. Entonces z = (Jı — Xy, 
Ya — %a). Tal múmero z se expresa por y — x. El número complejo (—x, 
— 1) se representa por — x. 
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1—13 Teorexa. Para cualquier par de números complejos x e y, tenemos 
ay =r) = — (-1,0 Gy) 


1—14 Durnación. Si x= (en 2) # (00) £ y son números complejos de- 
finimos x= [all + 142), — a(t + a), € yie = y 
1-15 Promesa, Six 6 y on mámers complejos siada 254 (0), existe un 
número complejo z tal que xz = y, que es z = yx, 
in de pedii iii la pai coa iaei aa 
imaginarias son 0. 
1—16 TROREMA. (% 0) + (yn 0) = (3, + 0) 
lan 0) O 0) = (11% 0) 
Wn Olos 0) = (rfe 0), si y #0. 


Nora. Es evidente que según el Teorema 1-16, podemos representar las 
operaciones aritméticas con números complejos de parte imaginaria nula 
mediante las operaciones usuales entre números reales, operando únicamente 
con las partes reales, Pôr lo tanto, los números complejos de la forma (x, 0) 
tienen propiedades aritméticas análogas a las de los múmeros reales, Por esta 
razón, es conveniente considerar el sistema de los números reales como un 
caso especial de los números complejos, y convendremos en la identificación 
del número complejo (x, 0) con el número real x. Por eso, escribimos x = (x, 0). 
En particular, 0 = (0,0) y 1 = (1,0). 


1-11 Representación geométrica de los números complejos. Así como los 
números reales se representan geométricamente mediante los puntos de una 
recta, los números complejos se representan por los puntos de un plano, El 
número complejo x = (x4, x4) puede ser imaginado como el «punto» de coor- 
denadas )xy, 19). Dicho esto, la definición 
de adición equivale a la adición según la 
regla del paralelogramo. (Ver Fig. 1-1) 

La idea de la representación geométri- 
ca de los números complejos mediante 
puntos de un plano fue propuesta por 
Gauss en 1799, e independientemente, 
por ARGAND en 1806. Más tarde Gauss 
ideó la expresión un tanto desafortunada 
de «número complejo». Otras represen- Fig. 1-1. Adición de números complejos 
taciones son posibles para los números 
complejos. En lugar de utilizar puntos de un plano, pueden usarse puntos sobre 
otras superficies, Rremaxx encontró que la esfera es especialmente útil para 
tal objeto. Los puntos de la esfera son proyectados desde el Polo Norte sobre 


zyel ez + va) 


y= y) 


0- (0,0 == (0 
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el plano tangente en el Polo Sur y así a cada punto del plano corresponde 
un punto de la esfera. Con la excepción del mismo Polo Norte, cada punto de 
la esfera corresponde exactamente a un punto del plano, Esta correspon- 
dencia se denomina una proyección estereográfica. (Ver Fig. 1-2). 


Fig 12. Proyección estercográfica 


1-12 La unidad imaginaria, Conviene considerar el número complejo 
(y %4) como un vector bidimensional de componentes x, y 17. La adición de 
números complejos en el sentido de la definición 1-9 es equivalente a la 
adición de dos vectores componente a componente. El número complejo 
1 = (1,0) juega el mismo papel que el vector unidad en la dirección horizontal. 
Introduciremos ahora lo mismo para un vector unitario en la dirección vertical. 


1-17 Dermación. El número complejo (0, 1) se representa por i y se llama 
la unidad imaginaria. 

1-18 Teorema. Todo número complejo x = (xy, x,) puede escribirse en la 
forma x= x, + ity 


Demostración. (2x 0), ix, = (0, 1)(%2, 0) = (0, xp), 
Z, + ixa = (24, 0) + (0, 2) = (21, 23). 


El próximo teorema nos explica que el número complejo ¿ nos proporciona 
una solución de la ecuación 2 = —1. 


1—19 Teorema. i= —1. 
Demostración. i? = (0, 1)(0, 1) = (—1, 0) = —1. 


1 SISTEMAS DE NÚMEROS REALES Y COMPLEJOS 
1-13 Valor absoluto de un número complejo. Vamos ahora a generalizar 
el concepto de valor absoluto al sistema de los números complejos. 


1-20 Dermicióx. Si x= (xp 39), definimos el módulo o valor absoluto 
de x, como el múmero real no negativo |x| dado por 


b= VAFA. 
1—21 Teorema, a) |(0,0)|=0, y [x]>0 si x #0. 
b) lol = illo. 
c) tly) = lxiliyl, si y %0. 
a) Ia 0)1= pal. 


Demostración. Las proposiciones a) y d) son inmediatas. Para demostrar b), 
escribimos x =% + ¿Xy Y = yı + Yp asi que ay = xy, — Ya + ls + 
+a). Observando que tenemos 

hayit = dado (e) DAA) alli 


resulta la proposición b). La ecuación c) puede deducirse de b) escribiéndola 
en la forma |æ] = [y] [s/pl. 

Geométricamente, |x| representa la longitud del segmento que une el origen 
con el punto x. Más general, |x — y| es la distancia entre los puntos x e y. 
Utilizando esta interpretación geométrica, el teorema siguiente establece que 
un lado de un triángulo es menor que la suma de los otros dos lados. 


1-22 Tuorema. Si x e y son números complejos, tendremos 
he+yl< bxi+ iy (desigualdad triangular), 
La demostración (sin el empleo de la geometría) queda como un ejercicio, 


1-14 Imposibilidad de una ordenación de los números complejos. Todavía 
no hemos definido una relación de la forma x < y si x e y son números comple- 
jos arbitrarios, por la razón de que es imposible dar una definición de < 
para números complejos que posea todas las propiedades expresadas por los 
Axiomas 6, 7 y 8. Para justificarlo, supongamos que fuera posible definir 
“una relación de orden < que cumpliera los Axiomas 6, 7 y 8. Entonces, puesto 
que i + 0, tendríamos o bien ¿>0 0. ¿<0, según el Axioma 6. Suponga- 
mos i > 0. Tomando entonces x = y = i en el Axioma 8, obtenemos 12 > 0 
o.sea —1 > 0. Sumando 1 a los dos miembros (Axioma 7), llegamos a 0 > 1. 
Por otra parte, aplicando el Axioma 8 a —1 > 0 se obtiene 1 > 0. Así obte- 
nemos 0 > 1 y 1>0, lo cual según el Axioma 6, es absurdo, Por tanto el 
suponer ¿ > 0 nos lleva a una contradicción [¿Por qué la desigualdad —1 > 0 
no era ya una contradicción?). Un razonamiento parecido demuestra que no 
podemos tomar ¡ < 0. Por tanto, los números complejos no pueden ser orde- 
nados de manera que los Axiomas 6, 7 y 8 se satisfagan. 
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1-15 Exponenciales complejas. La exponencial ¢ (x real) ha sido mencio- 
nada en el Teorema 1-2. Queremos ahora definir œ, cuando z es un número 
complejo. Vamos a hacerlo de manera que las propiedades principales de la 
función exponencial real se conserven. Las citadas propiedades de e* para 
x real vienen dadas por la ley de exponentes, e% e" = e" +™, y por el hecho 
de que e? = 1. Daremos una definición de æ para z complejo que conserve 
tales propiedades y que se reduzca a la exponencial ordinaria cuando z sea 
real, 

Si escribimos z = x + iy (x, y reales), con objeto de que se mantenga la 
ley de exponentes, es necesario que sea "+? = ete, Queda pues por definir 
lo que significa e”. 

1-23 Dermción. Si z= x + iy, definimos e = e+ como el número com- 
plejo e = e (cos y +i sen y) 

al definición* coincide claramente con la función exponencial ordinaria 
cuando z es real (esto es, y = 0). Tenemos que demostrar ahora que la ley 
de exponentes se cumple, 

1—24 Teorema. Si q=, + iy, Y Za =% + fya Son dos números com- 
plejos, se verifica 


Ad a th, 


Demostración, 
Bi h (cosy iseng), e = (cos y, + i sen yi), 
00% m 6% 6% [C08 y, COS y, — sen y, sen yy 
+4 (cos y sen ya + sen y, cos 3). 
Ahora bien; e'e" = eta, puesto que x, y x, son reales. Asimismo, 


cos y, 008 y, — sen y, Sen ya = cos (Y + 94) 


CoS y, sen ya + sen y, COS ya = sen (y; + y1), 


* Pueden darse diversos razonamientos plausibles para j la ecuación 0% = 
= cos y + i sen y. Por > Escribamos 69 = f(y) + ig by) e intentemos determinar 
funcione usuales de 


T eea oe a E a a era cms. Pot 
con sean a 

diferenciación formal se obtiene e = g (9) — if (9), si suponemos que (29)? = ie. 
Comparendo las de espesos para d, ven que | y g db nic ls ecuaciones 


o 0) 40) = Y 
0) = (0) deduce = = -f O) = Por 
ser 4 (0) y FO =( E que f(y) =cosy y gO) 10) e oda 
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y por consiguiente 
Pe m E os y, + ya) + isen ll t 


Ahora vamos a obtener algunas propiedades importantes de la exponencial 
compa (En los siguientes teoremas, z, 7,, 3, representan números com- 
plejos.) 

1—25 Teorema. e nunca es cero. 

Demostración, ee- = ê = 1. Luego e* no puede ser cero. 

1—26 Teorema. Si x es real, entoncesjen| = 1. 

Demostración, [e]? = costa + sentz = 1, y |e] > 0. 

1—27 Teorema. e= 1, si z es un múltiplo entero de Qxi, y reciprocamente, 

Demostración. Si z= 2ain, siendo n entero, entonces 

e = cos (2am) + i sen (20m) = 1. 


Inversamente, supongamos que e= 1. Esto significa que et cos y=1 y 
e sen y= 0. Ya que e # 0, es necesario que sen y = 0, y = fx, siendo 
kun entero. Pero cos (ka) = (—1)!, Por tanto ¢ = (—1)!, ya que e* cos (ka) = 
== 1 Slendo por otra parte £ > 0, A debe ser par. Por eso e" = 1 luego x = 0. 
Fl teorema está demostrado. 


1—28 Teorema. e= 
camente. 


Demostración. e = ee si =" = 1 e inversamente. 


— 14 = 2ain (siendo n un entero) y recipro 


1-16 Argumento de un número complejo. Si el punto z = (x, y) = z + iy 
se representa en coordenadas polares y y 0, podemos escribir x = r cos 0 e 
y =r sen0, es decir z = r cos Ô + ir sen 0 = re”. Los dos números y y 0 de- 
terminan unívocamente a z. Inversamente, el número positivo y viene deter- 
minado unfvocamente por z; pues efectivamente, y = |z|. Sin embargo, z 
determina el ángulo 0 salvo múltiplos de 2x. Existen una infinidad de valores 
de 0 que satisfacen las ecuaciones x = || cos 0, y = |z] sen 0, pero, natural- 
mente, dos cualesquiera de ellos difieren en un múltiplo de 2x. Cada uno 
de estos valores de O es un argumento de z pero uno de ellos se distingue y se 
Tima el argumento principal de z. 

1-29 Dermición, Sea z= x + iy un múmero complejo no nulo. El número 

real único Ó que satisface las condiciones 
x= jjcos0, y=|jsenmó —=2<0<+m 


se llama el argumento principal de z, y se representa por 0 = arg (a) 
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La anterior discusión origina inmediatamente el siguiente teorema : 


1-30 Teorema. Todo número complejo z 40 puede ponerse en la forma 
z= re, donde r = |z| y 0 = arg (z) + 27n, siendo n un entero, 


Nora. Tal método de representación de los números complejos es espe- 
cialmente útil en relación con la multiplicación y la división, pues tenemos 


mi 


ninien dht y Boa, 


1—31 Teorema. Si 2,25 40, se verifica arg (22) = arg (2) + arg (2) + 
2mn(2,, 1) donde 

O si AS ha) $ +m 

+1 si — 2a < ang (a) + arg (4) S= m 

-1 s = < arg (a) + arg (1) S 2r 


Demostración. Pongamos z = |z)e*, z,=|zjé", donde 0, = arg (2) y 
0, = arg (2). Entqnces 7,2, = = [xzpje (0.1%, Puesto que —r <0, < +r 
y —1n<0,< +m, tenemos —27 < 0, + 0a < 2x. Por consiguiente, existe 
un entero n tal que —r < 0, +0, + 2mx < x. Este entero m es precisa- 
mente el entero m(z,, 2) dado en el teorema, y para él tenemos arg (3, 2) = 
=0, + 0, + 27n. Lo que demuestra el teorema. 


niea) 


1-17 Potencias enteras y raices de números complejos, 
1—32 Deenvición. Dados un múmero complejo z y un entero n, definimos 
la potencia n-ésima de z así: 
Pl Marr 20, 
(e, soy m>0 
El Teorema 1—33, que establece que las leyes de exponentes usuales son 
vidas, pueda proba or inducción. Dejes desceación como un ejet- 
1-33 Tuorexa. Dados dos enteros m y n, tenemos 
enere y (penn 
1—34 Teorema. Siz#0, yn es un entero positivo, existen exactamente n 


números complejos distintos z, 24,» 2a-1 (llamados raíces m-ésimas 
de 3), tales que 
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Además, estas raíces se obtienen utilizando las fórmulas 
n= Reh, donde Rp, 


(4=0,1,2, 


Nora. Las n raíces n-ésimas son los vértices de un polígono regular ins- 
crito en el círculo de radio R = |z|" y centro en el origen. 


Demostración. Los n números complejos Ré*, 0 <k <n — 1, son dis- 
tintos y cada uno es una raíz m-ésima de z, ya que 


(Riha = Rodt m a] A a g, 


Demostremos ahora que no existen otras ena, 
raíces m-ésimas de z. Admitamos: que 

w = Aé es un complejo tal que u” = z. 

En tal caso |t|* = |z|, y por tanto A"= |z], es 

A= la|". Por consiguiente, de w’ = z i 
se deduce e = e's (0) ¿que implica na — 

arg (z) = 2h para cierto entero X. Luego 

a= (arg (z) + 2mK]/n. Pero mientras 

k va recorriendo todos los valores enteros, i inn 

w toma solamente los valores distintos 

Zo žy >>> + Zai (Ver Fig. 19). cs 1 Las sta rl sertas dela 


-» 


eia 


1-18 Logaritmos complejos. Según el Teorema 1-25, e nunca es cero. 
Es natural preguntar si existen otros valores que e no pueda alcanzar. El 
próximo teorema demuestra que el único valor excepcional es el cero. 
1—35 Teorema. Sizes un número complejo 4 0, existen números complejos 

ww tales que e* = z. Uno de tales w es el número complejo 
log le + ¿arg (a), 
y todos los demás tienen la forma 
log le] + ¿arg (2) + 2nai (m es un entero). 


„Demostración. Ya que ePsti+tosla — gorhigio) — |a) giare W 
mos que w = log |z| + į arg (2) es una solución de la ecuación e" 
si w, es alguna otra solución, entonces e* = e” luego w— w, = 
1—36 Dernución. Sea 2 + Qun número complejo dado. Si w es un número 

complejo tal que e*= z, entonces w se llama un logaritmo de z. El valor 
Particular de w dado por 
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w= log lel + iang G) 
Se denomina el logaritmo principal de z,y se representará simplemente 
dor 
w=logs. 


1. 1 y arg (i) = 5/2, Log (i) = iz/2. x 

2 | =1 y arg (~i) = —x[2, Log (4) = —in/2. 

3. Puesto que |—1] =1 y arg (—1) = x, Log (—1) = 

4. Six>0, Log (x) = log x, ya que |x] =x y arg (x) =0. 

5. Puesto que ll + i| = S Viyara tAn Lol 0 og VES 
+ inja. 

1—37 Tuorema. Si 2,3, #0, se verifica Log (2129) = Log 2, + Log z, + 
+ Qmin(z,, 24), donde m(z,, 25) es el entero definido en el Teorema 1-31. 


Demostración. Log (6x2) = log ls + i arg (0120 
+ = log le! + log leal + $ (arg (2) + arg (25) 
+ 2an (žy 20))- 


1-19 Potencias complejas. Utilizando logaritmos complejos, podemos ahora 
dar una definición de potencias complejas de números complejos. 


1-88 DEFINICIÓN. Si x +0 y si w es cualquier número complejo, definimos 
Pae, 


2 le 1) = Gf TAE (N m g0 a e7, 
3. Si mes un entero, entonces 99! = d*+1) loe 1 = ¿11081 ¿081 7%, así 
pues la Definición 1-38 no contradice la Definición 1-32. 


Los dos teoremas siguientes nos dan las reglas para calcular con potencias 
complejas : 
1-39 TEOREMA. 2% z% = tm 

Demostración. 2+" 


1—40 TEOREMA. (z12,)" = 37e "ed, donde nz, z,) es el entero de- 
finido en el Teorema 1-31. 


Demostración. (z174)" = e 1% 000 = ertag tta 2420 sl 1o), 


dete) Latt a gr Taga gm Tagi gi, 
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1-20 Senos y cosenos complejos. 
1-41. Dermvición. Dado un número complejo z, definimos 


1-42 Teorema. Si z= x -+ iy, se tiene 


coss = cos s ch y — i sen w sh y, 

sen z = sen s ch y + ¿cos aby, 
Demostración. 2 coss = d + eù 

2077 (0001 + isen a) +0 (c08 x — i sen a) 

mooss (9 + e77) — isen a (0 — e=) 

m= 20005 chy — Bisen rah y. 


La demostración para sen z es análoga. 
Más propiedades de senos y cosenos se dan en los ejercicios. 


Ejercicios. 


Números racionales « irracionales. 
1-1. Hallar el número racional cuyo desarrollo decimal es 0,334444... 


1-2, Demostrar que el desarrollo decimal de x termina en ceros (o en nueves) si x 
es racional y su denominador es de la forma 2*9*, donde m y n son enteros positivos 
o nulos, y reciprocamente 


1-3, Demostrar que /3 + y es irracional. 


|, Si a, ò, c, d son racionales y y 
AI mae T irracional, demostrar que (ar + b)/(e + d) 


g 15; Dado cualquier real x > O, encontrar un número irracional comprendido entre 
ys 


l-6. Sia/b < cjd siendo b > 0, d > O, demostrar le 
n y e >04> que (a + c)/(c + d) está comprendido. 


1-7. Sean a y b Demostrar siem 
1-7. y EEES Ap ¡pre está comprendido entre 


ás dos fracciones a/b y (d+ las fracciones está más próxima 
a yR 

1-8. a y b las raices de la ecuación cuadrática 3" — s — 1 = 0 y 
Petar ar a e q aea e g E AR 


1-9. Determinar para qué valores del entero n > 1 el número ya — 14 ynFi 
es racional, y para cuáles es irracional. E 


EJERCICIOS a 


Extremos. 

1-10, Demostrar que el sup y el inf de un conjunto son únicos cuando existen. 

1-11, Hallar el sup y el inf de cada uno de los conjuntos de números reales : 

a) Todos los números de la forma 2-9 + 3-4 + 67” P. q y y toman todos 
los valores enteros positivos, 

ad | Y 

€) S= llar) (= — A) < 0}, siendo a < b < € < d. 

1-12, Sean S un conjunto de números reales acotado superiormente, a el sup de S 
y ED maero positivo, Demostrar que existe por 1o menos ua námero de $, que 
a=e<x<a 

, Sean A y B dos conjuntos de números reales acotados superiormente, a = sup (4) 

elo SUES S Conjunto dels eses fomio co 

productos de la forma xy, donde x c A € y e B, demostrar que, en general, ab + sup (C). 


1-14, Sean x un número real > 0, y A un entero positivo > 1. ¡Lemos por ay 


el mayor entero < x y suponiendo que ag, 8), ..., 2,-, hayan sido «o 
femos por ap el mayor emero tal que 7 m 
aa a cx 
ars 


a) Demostrar que 0 Ža; < k — 1 para i = l, 2... 
b) Explicar cómo obtenerse geométricamente los números d, dy, ay 
e) Demostrar que la serie ap + m/h + as/A? + +. converge y tiene por suma x. 
d) Demostrar que x es el sup del conjunto de las sumas parciales de la serie c). 


Nora. La serie c) origina un desarrollo decimal de x en el sistema de base A. 


¡gualdades. 
1-15. Demostrar la identidad de Lagrange para los números reales 
yola . 
(ġa) -(ż4)(ġ#)- E. (4-20 
ii ES 
Utilizar esta identidad para deducir la desigualdad de Cauchy-Schwarz. 
116, Si 0, 20, 2 >=" 24, y di 2b, 2 20, demostrar que 
(35) => ¿00 
a ds 


1-17. Probar la desigualdad de Minkowski 


[3 (a+ w)” < (É y + (3 a)" 
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Números complejos. 

1-19. Demostrar la ley asociativa para la multiplicación de números complejos; 

200) = (ay). 

1-20, Probar la desigualdad triangular (Teorema 1-22) para números complejos, 

als l+ h 

¡pes alicia e (6 decir, de N a a Dr a 
d ba! 2 lol — bil- 

1-21. Si z = x + iy, el complejo conjugado de z es el número complejo 1 =x — iy 

(x e y son reales). Demostrar que 

DAFASA+ DAS 92m et, 

A) £ += al doble de la parte real de z. 

€) (z — Hi = al doble de la parte imaginaria de z. 

1-22, Si x, y z, son números complejos, demostrar que |z, — 2,| representa la distancia 

entre ambos. 


11. Describir grométricament) los conjuntos de números complejos z que cumplen 


LESS 

E Qr-rei NIEk 

124. Dados tres múmeros complejos zy so a, tales, que Jul Jey) = lay 

aa 6 da = 0. Demostrar que tales números son, vártidos deun 

tero inserito en el circulo con centro en el origen. 

1-25. SÍ a y e son constantes reales, b complejo, demostrar que la ecuación 
añ+dti+b4co=0 (40, 1=x+ iy) 

representa un circulo en el plano ay. 


1-26. Recordando la definición de arco 1): dado un múmero real , tg"1( 
cias mero rl O que eat ld os colin aiis 


19 eq 


e ost 
Sl a = x + iy, demostrar que 
aaga =t) >. 
Dal) tt) +a si <o y 20, 
O alo ter) i co y <0, 
aagi si s=0 y>0, 


y lo —3 so s-0,y<0 


EJERCICIOS 2 
1-27. Definamos la siguiente «seadoordenación » de los números complejos; decimos 
que z, < x, si se verifica 
D leal <leal o bien I) [nl = jz] y arg (a) < arg (3). 
¿Cuáles de los Axiomas 6, 7, 8, 9 se satisfacen con esta relación? 


1-28. ¿Cuáles de los Axiomas 6, 7, 8, 9 son satisfechos si la seudoordenación la defini- 
mos de la manera siguiente? Decimos (%,, yy) < (Xy. Y) Si se verifica 


Nacn oba Mé e n< 
1-29, Establecer y demostrar un teorema análogo al Teorema 1-31, expresando 
arg (6/0) en función de arg (z) y arg (z). 
1-30, Establecer y demostrar un teorema análogo al Teorema 1-37, expresando 
Tog (n/m) en función de Log (e) y Log (2) 


1-31. Demostrar el Teorema 1-33, 


E mana ueno sed oz A S O paa 1a cual fr < M para 
1-34. SÍ w = u + do (u, v reales), demostrar que 
ae m ira gillog ro, 
1-35, a) Demostrar que Log (29) = wIogz + 2min, (n entero). 
b) Demostrar que (z7)" = ¿92 29, (n entero). 
1-36, a) Si 0 y a son reales, — x < 0 < + a, demostrar que 
(0080 + i sen 0)" = cos (20) + isen (e 
b) Demostrar que, en general, la restricción — x < 0 < + = es necesaria en 
a) tomando 9 = — a, a= 3- 


c) Si a es entero, demostrar que la fórmula en a) es válida sin restricción para 0. 
En tal caso se conoce por.el teorema de Moivre. 


1-37, Utilizando el teorema de Moivre icio 1-36) deducir las identidades 
(Ejercicio 1-96) trigo- 


sen 30 = 3 cost 9 sen 0 — sent, 
cos 38 = costó — 3 cos 0 sen? 0, 
válidas para 0 real. ¿Son válidas cuando 6 es complejo? 
14-38. Definida tg z = (sen 2)/(c0s 1), demostrar que para z = x + iy, tenemos 


n2: +ish2y 
CELLE] 


te 


2 SISTEMAS DE NÚMEROS REALES Y COMPLEJOS 


1-39, Sea wun número complejo dado. Si w + +1, demostrar que existen dos valores 
de z =x + iy que satisfacen las condiciones y a< <+ a Calcular 
dichos valores cuando w cuando 


1-40. Demostrar la identidad de Lagrange para números complejos: 


=D Di Y iab- ah 
A jas 
Utilizando tal identidad deducir la desigualdad de Cauchy-Schwarz para números com- 


ba, 
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2-10 Sucesiones. Entre los ejemplos importantes de funciones están las 
definidas en subconjuntos de números enteros. 


2—12 Dermución. Entenderemos por sucesión finita de n términos una función 
F cuyo dominio es el conjunto de los números (1, 2, n). 


El recorrido es entonces el conjunto {F(1), F(2), F(3), ..., F(m)), ordi- 
nariamente escrito (Fj, Fp Fy ..., F). Los elementos del recorrido se 
llaman términos de la sucesión y, naturalmente, pueden ser objetos arbitrarios 
de naturaleza cualquiera. 

2—13 Demación. Entenderemos por sucesión indefinida una función F cuyo 
dominio es el conjunto (1, 2, 3, - a DR M e 
sitivos. El recorrido de F, esto es, el conjunto so ES), F(8), ..)> 
también se escribe (Fy, Fy Fa -.-), y el valor de la F, se 
lame el ármino mia de la suce 


Jn ciertas ocasiones, utilizaremos por brevedad la notación (FJ para 
indicar la sucesión indefinida cuyo término n-ésimo es F, 

Sean s= {s} una sicesión indefinida y A una función cuyo dominio es 
el conjunto de los enteros positivos y cuyo recorrido es un subconjunto de 
los enteros positivos. Tomemos k de modo que «sea ordenada», es decir, 
consideremos que 


Km) <An) si mom 


Entonces la función compuesta sk está definida para todos los enteros m 
del recorrido de k y para todos esos n, tenemos 


shin) = siey 


Una tal función compuesta sk se llama una subsucesión de s o sucesión 
contenida en s. También para abreviar, a menudo usamos la notación (sy) © 
(51) para expresar la sucesión contenida en (5) cuyo término mésimo es 
Shoe 


EsumeLo. Seans = {1/n} y k definida por k(n) = 2. En tal caso sk = (1/29. 


2-11 El número de elementos en un conjunto. 


2-14 Dermción. Dos conjuntos A y B se llaman equivalentes, y escribimos 
AB, cuando existe, y solamente entonces, una función uno a uno 
cuyo dominio es el conjunto A y cuyo recorrido es el conjunto B. 

También decimos que F establece una correspondencia «uno a uno» entre 

os conjuntos A y B. Evidentemente, todo conjunto A es equivalente a 

sí mismo (basta tomar F que sea la función «identidad » para la que F(z) = x, 
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a B. La proposición A e B no descarta la posibilidad de que B c A. Efec- 
tivamente, tenemos simultáneamente A € B y B C A, si A y B tienen los 
mismos elementos y solamente en este caso. Entonces llamamos iguales a 
los conjuntos A y B y escribimos A = B. Si A y B no son iguales, escribimos 
A + B. Si A c B pero A # B, entonces decimos que A es un subconjunto 
de B en sentido estricto. 

Conviene considerar la posibilidad de un conjunto que no contiene ele- 
mento alguno ; tal conjunto se llama el conjunto vacio y convenimos en con- 
siderarlo como un subconjunto de cualquier conjunto. Puede ser útil al lector 
imaginarse un conjunto como una caja que contiene ciertos objetos, sus ele- 
mentos. El conjunto vacío es una caja vacia. 


2-3 Pares ordenados. Supongamos que se considera un conjunto de dos 
elementos a y b; esto es, el conjunto (a, b). Según nuestra definición de 
igualdad este conjunto es idéntico al conjunto (b, a), ya que la cuestión 
de orden no está involucrada. Sin embargo, es también necesario considerar 
conjuntos de dos elementos en los que es importante el orden. Por ejemplo, 
en Geometria analítica plana, las coordenadas (x, y) de un punto representan 
un par ordenado de números. El punto (3, 4) es distinto del punto (4, 3), en tanto 
que el conjunto (3, 4) es el mismo que el (4, 3). Cuando deseemos considerar 
un conjunto de dos elementos a y b como ordenado, incluiremos los elementos 
en un paréntesis : (a, 5). Entonces, a es el primer elemento y ò el segundo. 
Es posible dar una definición del concepto de par ordenado de objetos (a, b) 
como conjunto, de interés exclusivamente teórico. Tal definición es la si- 
guiente: 

21 Demición. (a, b) = ((0), (a, 0). 

Esta definición establece que (a, 2) es un conjunto que contiene dos elementos, 
ta) y (a, b). Utilizando esta definición, podemos demostrar el teorema si- 
guiente : 

2-2 Teorema (a, b) = (c, d) sija=c y b= d y únicamente en este caso. 


Este teorema prueba que la Definición 2-1 es una definición «aceptable » 
de par ordenado, en el sentido de que el objeto a se distingue del objeto b. 
La demostración del Teorema 2-2 será un ejercicio instructivo para el lector. 
{Ver Ejercicio 25.) 


2-4 Producto cartesiano de dos conjuntos. 
2—3 Dernución. Dados dos conjuntos A y B, el conjunto de lodos los pares 
ordenados (a, b) tales que ac A y bc B se llaman producto cartesiano 

de A y B y se representa por AX B. 


RELACIONES Y FUNCIONES EN EL PLANO n 


EyexeLo. Si R representa el conjunto de los números reales, el producto 
R x R es el conjunto de los números complejos. 


25 Relaciones y funciones en el plano. Designemos por x e y dos nú- 
meros reales, de manera que el par ordenado (z, y) puede considerarse como 
las coordenadas rectangulares de un punto en el plano xy (o un número com- 
plejo). Frecuentemente encontramos expresiones de la forma 


a =l, "49=l "4ysl r<x% 


ay! Pl LETETI z< 


Cada una de esas expresiones define un cierto conjunto de pares ordenados 
(x, y) para los cuales la expresión se satisface. Un tal conjunto de pares or- 
denados se llama relación plana. El correspondiente conjunto de puntos 
imagen en el plano xy se denomina la gráfica de la relación, Las gráficas de 
las relaciones dadas en (a) están dibujadas en la Figura 2-1. 

Cada conjunto de pares ordenados (x, y) establece una relación plana. Al- 
gunos tipos especiales de relaciones son conocidas como funciones. Una fun- 
ción es una relación cuya gráfica tiene la propiedad de que cualquier paralela 
aleje OY la corta a lo sumo una vez. En otras palabras, siempre que dos puntos 
(x, y) y (x, ya) de la gráfica tienen la misma coordenada x, entonces deben 
tener también la misma coordenada y ; es decir debe ser y, = yy Así para 
cada punto (z, y) de la gráfica de una función, la coordenada z determina 
unfvocamente la coordenada y. Por ejemplo, la relación definida por la ecua- 
ción xy =1 es una función ya que para cada x existe una sola y tal que 
xy =1; esto es y =1/x. En cambio, la relación definida por la ecuación 


lugar de escribir (x, y) e F para indicar que el par (x, y) pertenece al con- 
junto F, es frecuente escribir y = F (2). Esta notación está en concordancia 
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con el hecho de que para cada par (x, y) de F, la y está determinada unívoca- 
pren gráfica función F se proyecta verticalmente 
dela de una se 

sob dio ¿bis sobre él un conjunto de puntos que llamamos el 
dominio de la función, expresado por D(F). De la misma manera, proyectando 
la gráfica horizontalmente sobre el eje y obtenemos otro conjunto que deno- 
minamos el recorrido de la función y lo representamos por R(F). Por ejemplo, 
consideremos la función F definida así: 


F=(ayy=". si —-1Sx<L 
3 


3 
joss 
y=2 iss 


La gráfica de F está dibujada en la Figura qn 
2.2. El dominio D(F) está compuesto por el R 
intervalo —1 < x < +1, el punto x=], y 

el intervalo 2 < x <3., El recorrido R(F) 

consta del intervalo —1 < y < +1, el punto 

y=} y el punto y =2. => 
26 Definición general de relación. Va- 

mos ahora a introducir una definición de 


función muy general en la que las e varia- me 22 

bles» no tienen por qué ser números, sino 

que pueden ser objetos de cualquier naturaleza. Nuestra discusión irá guiada 

por el concepto antes expuesto, el de la noción de función en un plano. Toma- 

mos como punto de partida la idea de par ordenado de objetos, que fue 

establecida en la Definición 2-1. Definamos ahora una relación de la manera 

siguiente ; 

2—4 DEFINICIÓN, Entenderemos como relación un conjunto de pares ordenados, 
Si S es un conjunto de tales pares, y el par (a, b) € S, decimos entonces 
«a está en la relación S respecto a b», y escribimos algunas veces aSb. 

Las fórmulas a) de la Sección 2-5 proporcionan ejemplos de relaciones en 
el plano. Ejemplos más generales son : 

1. S =al conjunto de pares ordenados de triángulos congruentes en un 
plano dado; esto es, S es un conjunto de pares (a, b) donde los símbolos 
a y b representan triángulos en un plano dado. El par (a, 0) e S si, y única- 
mente si, los triángulos a y b son congruentes. (En Geometría es corriente 
escribir a œ b en lugar de aSb.) 

2. S = al conjunto de pares ordenados (a, b) de las personas tales que a es 
padre de b. Así pues aSb significa « a es padre de b». 
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3. S = al conjunto de pares ordenados (a, b) de las personas tales que a 
es hijo de b. Entonces aSb significa + a es un hijo de b». [¿Cuál es la conexión 
entre esta relación y la del Ejemplo 27]. 


Dada una relación S, podemos formar dos nuevos conjuntos, el dominio 
de la relación D(S), y el recorrido RS) : 


2—5 Dremción. El dominio de la relación S está definido como el conjunto 
de todas las x para las cuales existe una. y tal que (x, y) € S. El recorrido 
de S es el conjunto de las y para las que existe una x tal que (z, Y) € S. 


2-7 Definición general de función. 
2—6 Duemución. Una relación F se llama una función cuando 
wP y (aer implique yar 


Una función es, pues, un conjunto de pares ordenados que tiene la pro- 
piedad especial de que sempre que dos pares (s, ) y (r, 3) del conjunto tie- 
nen el mismo primer elemento, deben siempre tener idéntico el segundo. 
Intuitivamente, una función puede ser imaginada como una tabla compuesta 
de dos columnas, Cada entrada en la tabla es un par de la forma (x, y), la co- 
lumna de las x es el dominio y la de las y el recorrido. Si dos pares (z, y) 
y (2, 2) aparecen en la tabla con el mismo valor de x, para que esa sea una 
función, es preciso que y = z. Así pues, para todo x en el dominio de la función 
F, existe un solo valor de y que corresponde a aquel de x ; es decir, una sola y 
tal que (x, y) e F. Ya que esta y queda determinada univocamente una vez 
fijado el valor de x, podemos introducir un símbolo para representarla. Es- 
«ciimos y = Fia) paa ficas (r, Y) e F. 

En lugar de la descripción de una función F mediante la presentación 
explícita de los pares que ella contiene, ordinariamente es preferible describir 
el dominio de F, y entonces, indicar el modo de obtener el valor F(x) para 
cada x del dominio. El lector podría verificar que, efectivamente, lo expuesto 
caracteriza F. (Ver Ejercicio 2-3.) 


Fig 23. La aplicación definida por F(s) = 1". 
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Cuando el dominio de F se compone de números reales, se dice que F es 
una función de variable real. Si el dominio de F es un conjunto de puntos eu 
el plano (o un conjunto de-números complejos), se dice que F es una función 
de dos variables reales (o una función de variable compleja). Si S es un sub- 
conjunto del dominio de F, decimos que F está definida en S. En este caso, 
el conjunto F(x) para valores de x tales que x € S, es la imagenrde S originada 
por F y se representa por F(S). Si F(S) c T, entonces se denomina aplica- 
ción de S en T. Si F(S) =T, se dice que es una aplicación de S sobre T. 
Una aplicación de S en sí misma se designa con el nombre de transformación. 

Consideremos, por ejemplo, la función de una variable compleja definida 
mediante la ecuación F(+) ==". Esta función «aplica» todo sector S de 
la forma 0 < arg (z) < a < x/2 del plano complejo z sobre un sector F(S) 
descrito por las desigualdades 0 < arg [F(+)] < 2a. (Ver Fig. 2-3.) 


2-8 Funciones «uno a uno» e inversas. 


2—7 Derinición. Sea F una función definida en S. Decimos que F es uni- 
univoca en S o simplemente que es una función «uno a uno» en S sí, y 
únicamente cuando, para todo par x e y de S 


D) = FO) implica my 

Esto equivale a decir que una función que es uno a uno en S asigna valores 
distintos a elementos distintos de S. Tales funciones tienen importancia, 
como veremos, porque poseen inversas. No obstante, antes de establecer la 
definición de inversa de una función, conviene introducir una noción más 
general, la de inversa de una relación. 


2—8 DeriicióN. Dada una relación S, la nueva relación Š definida por 
S= (la, BI, 0) eS) 
se denomina la inversa de S. 


Así un par ordenado (a, b) pertenece a Š sólo y cuando el par (b, a), con los 
elementos invertidos, pertenece a S. Cuando la relación S, es una relación 
„plana, esto significa simplemente que la gráfica de $ es la reflexión de la grá- 
fica de S con respecto a la recta y = x. En la relación definida por x < y, 
«Ja relación inversa está definida por y < x. La inversa de «es padre des 
es la relación «es hijo de ». 


2—9 Dermación. Supongamos que la relación Fes una función. Conside= 
remos la relación inversa Ë, que puede o no ser una función. Si F es tam- 
bién una función, entonces E se lama función inversa de E y se expresa 
con la notación F- 


FUNCIONES COMPUESTAS a 


La Figura 2-4 a) ilustra un ejemplo de una función F para la cual F no es 
una función. En la Figura 2-4 b) ambas relaciones £ y F son funciones. 


Figura 24. 


El próximo teorema nos expresa que una función uno a uno en su dominio 

siempre tiene una inversa, 

2—10 Teorema. Si la función F es uno a uno en su dominio, también P 
es una función. 


Demostración. Para demostrar que Ë es una función, debemos probar que 
si (x, y) € F y (x, 2) e F, entonces y = z. Pero el hecho de que (x, y) € F sig- 
nifica que (y, x) e F ; esto es, x = F(y). Análogamente, (x, 2) e Ë significa que 
x = F(a). Asi pues F(y) = F(z) y como hemos supuesto que F es uno a uno, 
esto implica y = z. Luego, F es una función. 


29 Funciones compuestas. 


2—11 Dermicióx. Dadas dos funciones F y G, tales que R(F) c D(G), 
podemos formar una nueva función, la compuesta GF de F y G, definida 
de la manera siguiente : para todo x del dominio de F, es GF(x) =G[F(a)]. 


Ya que R(F) c D(G), el elemento F (x) pertenece al dominio de G, y, por 
lo fanto, tiene sentido considerar G[F(x)]. En general, no es legítimo que 
GF = FG. En efecto, FG puede carecer de sentido a menos que el recorrido 
de G esté contenido en el dominio de F. No obstante, la ley asociativa, H(GF)= 
= (HG)F, se mantiene siempre que cada miembro de la ecuación tenga 
un significado. (La verificación será un ejercicio interesante para el lector, 
Ver Ejercicio 2-4.) 


CAPÍTULO 2 
NOCIONES FUNDAMENTALES DE LA TEORÍA DE CONJUNTOS 


2-1 Primeras ideas de la teoría de conjuntos. Desde que a fines del siglo 
xxx, la teoría de conjuntos fue desarrollada por G. CANTOR, no solamente 
ha tenido influencia en casi todas las ramas de la Matemática y las ha enri- 
quecido, sino que también ha ayudado a clarificar las relaciones entre mate- 
máticos y filósofos. No intentaremos tratar de la teoría de conjuntos de modo 
riguroso y exhaustivo, sino más bien nos limitaremos al estudio de algunas 
de las ideas más fundamentales que ella contiene, (El lector que desee profun- 
dizar más en esta cuestión puede consultar la bibliografía que en el final 
del capítulo se cita.) 

Una colección de objetos considerada como una entidad única se llamará un 
conjunto. Los objetos de la colección se denominarán elementos o miembros 
del conjunto, y de ellog se dirá que pertenecen al conjunto o que están conte- 
nidos en él. El conjunto, a su vez contendrá aquellos objetos o estará constitwido 
por ellos. Nos intereserán principalmente los conjuntos de objetos matemáticos 
esto es, conjuntos de números, puntos, funciones, curvas, etc. Sin embargo, 
puesto que la mayor parte de la teoría de conjuntos no depende de la naturale- 
za particular de los objetos de la colección, simplificaremos los razonamientos 
considerando conjuntos cuyos elementos puedan ser de naturaleza cualquiera, 
A causa de esta cualidad de generalización es por lo que la teoría de conjuntos 
ha tenido tan fecunda aplicación en el posterior desarrollo de las matemáticas, 


2-2 Notaciones, Ordinariamente designaremos los conjuntos con letras 


.., %, y, z. Escribimpos x € S 
Jara indicar que 4 es un elemento de Sa; Bl z no pertenece a S; escribimos 
x ¢ S. Algunas veces designamos conjuntos poniendo los elementos entre cor- 
chetes ; por ejemplo, el conjunto de los enteros positivos pares menores que 
10 se expresa por (2, 4, 6, 8). 

A partir de un conjunto pueden formarse muevos conjuntos, llamados 
subconjuntos del conjunto dado. Por ejemplo, el conjunto consistente en to- 
dos los enteros positivos menores que 10 y que sean divisibles por 4, es decir, 
4, 8), es un subconjunto del conjunto de los enteros positivos pares menores 
que 10. En general, decimos que un conjunto A es un subconjunto de B, y 
escribimos A c B siempre que todos los elementos de A pertenecen también 
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si x€ A). Además, si A ~ B, también B~ A, porque si F es una función 
uno a uno que hace A equivalente a B, la función inversa F=1 hará B equi- 
valente a A. También, si A ~ B y B ~C, entonces A ~ C. (La demostración 
se deja al lector. Ver Ejercicio 2-6.) 

Un conjunto S se llama finito y se dice que contiene n elementos si 


Smil, 2, n). 


El conjunto vacio también se considera finito. Los conjuntos que no son 
finitos se llaman conjuntos infinitos. La diferencia principal entre los dos 
tipos de conjuntos es que un conjunto infinito siempre es equivalente a algu- 
no de sus subconjuntos distintos del conjunto dado, mientras que en un con- 
junto finito no es posible establecer una tal equivalencia, (Ver Ejercicio 2-7.) 
Es fácil ver, por ejemplo, que el conjunto A = (1, 2, 3, ....) de todos los en- 
teros positivos es equivalente al subconjunto (2, 4, 8, 16, .- . } delas potencias 
de 2. La función uno a uno F que los hace equivalentes es la definida por 
F(x) =2* para cada x de A. 


2—15 Dewnvición. Si un conjunto A es equivalente al conjunto de todos los 
números enteros positivos o a algún subconjunto del mismo (finito o 
infinito), se dice que A es numerable. Em caso contrario se dice que el 
conjunto es no numerable. 


Por tanto, a todo conjunto numerable A, corresponde una sucesión (finita 
o indefinida) s = (s,) de términos distintos, cuyos términos son los elementos 
de A, El conjunto A no es otra cosa que el recorrido de s. 


2—16 Teorema. Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable. 


Demostración. Sean S el conjunto mumerable dado y A € S. Si A es finito, 
no hay nada que demostrar, así pues podemos suponer que A es infinito 
(lo cual significa que S también lo es). Sea s = (5,) una sucesión indefinida 
de términos distintos tal que S = (Sy, Sp -..). Definamos una función de 
los enteros positivos como sigue 

Sea R(1) el menor entero positivo m tal que s, c A. Dando por supuesto 
que M1), M2), ..., A(n — 1) han sido definidos, sea (n) el menor entero 
positivo m > A(n — 1) tal que smc A. Así pues $ conserva el orden: m > n 
implica k() > (n). Formemos la función compuesta sk. El dominio de sk 
es el conjunto de los enteros positivos y el recorrido de sk es A. Además, 
sk es uno a uno, ya que sk(n) = sk(m) implica Suy = Say 10 cual supone 
k(n) = Rm), luego n = m. Lo que demuestra el teorema. 


En lenguaje corriente, un conjunto mumerable no puede tener más elementos 
que el conjunto de los números enteros, Sin embargo, existen conjuntos que 
no son numerables. 
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2—17 Trorema. El conjunto de todos los números reales no es numerable. 


Demostración. Es suficiente demostrar que el conjunto de valores de x, que 
satisfacen la desigualdad O < x < 1 no es mumerable. Si los números reales 
de este intervalo fueran mumerables, existiría una sucesión s =(5,) cuyos tér- 
minos constituirían todo el intervalo. Demostraremos que esto es imposible 
construyendo, en el intervalo, un número real que no forma parte de aquella 
sucesión. Escribamos cada s, como un número decimal : 


Sa = O, My gi 
69. Consideremos el número real y que tiene 


en donde cada s es 0, 1,2, 
por desarrollo decimal 


¿mr 
siendo 
Los la 
2 al 


Entonces, ningún término de la sucesión (s,) puede ser igual a y, ya que y 
difiere del s, en la primera cifra decimal, difiere del sẹ en la segunda cifra de- 
cimal, . . . , del s, en la m-ésima cifra decimal. (Un caso análogo, al que se daría 
si fuera s =0,1999... e y= 0,20000... no puede presentarse, debido 
a la elección hecha de las v). Puesto que O < y < 1, el teorema está de- 
mostrado. 

2—18 Txorema. Designemos por P el conjunto de todos los enteros positivos 
y P X P sea el producto cartesiano de P por sí mismo. Entonces P X P 
es mumerable. 


Demostración. Definamos una función f sobre P X P así: 
Him, m) =23%3%, si (m, n)cP xP. 


Tal función f es uno a uno en P x P [¿Por qué?) y el recorrido de f es 
un subconjunto de P. Lo que demuestra el teorema. 


2-12 Algebra de conjuntos. Dados dos conjuntos A, y A, definimos un 
nuevo conjunto, llamado reunión de A, y Ay. y expresado por A, U Ay, de 
la manera siguiente : 

2—19 Deenvición. La reunión A, U A, es el conjunto de todos los elementos 
que pertenecen a A, o a Az o a ambos. 

Esto equivale a decir que A, u Ay consta de todos los elementos que per- 
tenecen, por lo menos, a uno de los conjuntos A, Ay. Puesto que en esta de- 
finición no está involucrada la cuestión de orden, la reunión A, U A es la 
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misma que A, U A; ; esto es, la reunión de conjuntos es conmutativa. Según 
la definición dada la reunión de conjuntos tiene la propiedad asociativa : 
AU (ALU A) = (4; U A3) UA, 
La definición de reunión puede ser extendida a cualquier colección finita o 
infinita de conjuntos : 

2—20 DEFINICIÓN. Si F es una colección arbitraria de conjuntos, la reunión 
de todos los conjuntos de F se define como el conjunto de todos los ele- 
mentos que Pertenecen por lo menos a uno de los conjuntos de F, y se 
expresa por 

Us 


ace 


Si F es una colección finita de conjuntos, F = (Ay, Ay, +. . , Ay), escribimos 


Va=U4=4v40...44. 
ar tas 


Si F es una colección numerable, F = (Ay, Ay, .. .), escribimos 


UVA- UA 44410... 
ar a 


2—21 Dermición. Si F es una colección arbitraria de conjuntos, la inter- 


sección de todos los conjuntos de F se define como el conjunto de todos 
los elementos que pertenecen a todos los conjuntos de F, y lo expresamos por 


n- 
so 
La intersección de dos conjuntos Ay, y Ay se indica por A, N A, y está 
constituida por todos los elementos comunes a ambos conjuntos. Si A, y Ay 
no tienen elementos comunes, entonces A, N Ay es el conjunto vacío y Ay 
y As se llaman disjuntos. Si F es una colección finita (como antes), escribimos 


N4=N4=4n4,0...04, 
dr ra 


y si F es una colección numerable, ponemos 


TA TOE T T E 
de i 
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Si los conjuntos de la colección están desprovistos de elementos comunes, 
su intersección es el conjunto vacío, Nuestras definiciones de reunión e inter- 
sección se aplican, naturalmente, aun cuando F no sea mumerable, Debido 
al método seguido en las definiciones de reunión e intersección, las leyes con- 
mutativa y asociativa quedan automáticamente satisfechas, 

2—22 DEFINICIÓN. El complemento de A con respecto a B, que se escribe B-A, 
se define como el conjunto 
B — A = (sixeB, pero 44). 
Observemos que B — (B — A) = A siempre que A € B. Asimismo B — A = 
= B si B n A es vado. 
Las nociones de reunión, intersección y complemento están representadas 


en la Figura 25. 
4 0 e 


408 B-A 
Fig. 25 Operaciones con conjuntos, 


A B 


2—23 Teorema. Sea F una colección de conjuntos. Para cualquier conjunto 


B, tenemos 
B-UY4=()(B-4) 
aro sr 
y 
B-M4-U(B-4. 
der aer 


Demostración. Sean S= Uar A y T= Nap (B — A). Si xe BS, 
será x e B, pero x ¢ S. Por lo tanto, x no pertenece a conjunto alguno A de F, 
Luego, para todo A de F es ze B — A. Pero esto implica que x. T, o sea 
B'— Sc T. Invirtiendo el razonamiento, obtenemos T c B — S, y esto 


2—24 Deenación. Si F es una colección de conjuntos tales que un par cual- 
quiera de ellos son disjuntos, se dice que F es una colección de conjuntos 
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2—25 Teorema. Si F= {A,, Ay ...) es una colección numerable de con- 
juntos disjuntos, tales que cada A, es numerable, la reunión U Fu, An es 
también numerable. 


Demostración. Sean A,= {ty ty Gy 0 n= 1, 2, 000, y S= 
= U Par Ar a de a Veo o dalla 
de F y por tanto x = 4.,, para algún par de enteros (m, n). El par (m, n) está 
determinado unívocamente por z, puesto que F es una colección de conjuntos 
disjuntos, Por tanto, la función / definida por f(x) = (m, n) Si x= amp % € S, 
tiene como dominio S. El recorrido /(S) es un subconjunto de P x P (repre- 
sentando P el conjunto de los números naturales) y por tanto numerable, 
Pero f es uno a uno luego S ~ (5), lo que demuestra que S es también 
numerable, 

2—26 Tuorsma. Sea F= (dy Ay ...) una colección numerable de con- 
juntos. Consideremos G = (B,, By, ....), donde B, = Ay, y para n > 1, 


s-i 


-U4 


1 


En este caso G es una colección de conjuntos disjuntos, y se verifica 


Üa- ÜB 
wmo oa 
Demostración. Cada conjunto B, se ha construido de manera que no tiene 

elementos comunes con los conjuntos precedentes B}, By, ..., B,- Luego 
G es una colección de conjuntos disjuntos, Sean A = U P., 41 y B = U Fa Br 
Tenemos que demostrar que A = B. Ante todo, si x e A, es x c A, para algún 
valor de A. Si n es el menor de tales k, acontece que x e A, pero x ¢ u 1z! A lo 
que indica que x e B, y por tanto x e B. En consecuencia A C B. Recíproca 
mente, si x e B, entonces x e B, para algún n, y por consiguiente x e A, para 
este mismo n, y entonces xe A, lo que demuestra B C A. 


Utilizando los Teoremas 2-25 y 2-26, obtenemos inmediatamente 
2—27 Teorema. Si F es una colección numerable de conjuntos numerables, 
la reunión de todos los conjuntos de F es asimismo un conjunto numerable. 
Ejeurros. 
1. El conjunto S de todos los números racionales es mumerable. 


Demostración. Indiquemos por A, el conjunto de todos los números ra- 
cionales positivos que tengan denominador n. El conjunto de todos los números 
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racionales positivos es igual a u fa, 
ble, ya que cada A, es numerable, 
2. El conjunto S de intervalos con extremos racionales es mumerable, 


Demostración. Designemos por (Xy, Xp .-) el conjunto de los números 
racionales y sea A, el conjunto de todos los intervalos cuyo extremo izquierdo 
es x, y cuyo extremos derecho es racional. Entonces A, es mumerable y 
S= Uni An 


, De aquí se sigue que S es numera- 


Ejercicios 


2-1 Sean S una relación y D (S) su dominio, La relación $ se dice que es 

1) reflasioa si acD(S) implica (a, a) eS, 

3) simétrica si (a, 0)cS implica (b, a) €S, 

3) wansitiva si (a, b)cS y (0.c)cS implica (a, e) €S. 

Una relación que es reflexiva, simétrica y transitiva se llama una relación de equivalen- 
cía, Determinar cuales de estas posee S, si S es el conjunto de todos los 
Pares de números reales (x, y) tales que 


arsy brzy 9 r< hl 
UREA MENS Nehre +y 
2-2 Pa ppt lei weke rpm 


nes dadas. Hn cada uno de los casos, en los que pueda Ja función compuesta G F, 
dar ei dominio de GP y una fómmula (o fórmalas) que definan GF (9. 


)ElM=l=a Gl) =at 4 2a, 
b) Fẹ) =rt5, Gf) = llls, si 140, GO =L 
c) Fẹ) = 2s, si 0SxS1; Fís)=1, para los demás valores de x. 
G) =at, si 0<x<1; G()= 0, para los demás valores de x 
Encontrar F(x) si G(x) y GF (s) vienen dadas como sigue ; 
À) G) = a, GF) =at 3a 4 3x — 1. 
AGM =r Ha, GF) =at 3r 45. 
2-3. Demostrar que dos funciones F y G son iguales si son válidas las dos condiciones 


a) F y G tienen el mismo dominio. 

b) Para todo y en el dominio de F, F(x) — G (1). y reciprocamente. 

2-4, Dadas tres funciones F, G, H, ¿qué restricciones deben imponerse a sus dominios 
para que las cuatro funciones compuestas siguientes puedan ser definidas? 


r GF, HG, HGA. (HGF 
Aceptando que H (GF) y (HG) F puedan definirse, demostrar la ley asociativa: 
H(GF) = (HG) F. 


. (Indicación: (a, b) = (e, (a), (a, 39) = (i), 
paa tar a Diii 24, Daaa i B = (a. Mera E 0) = (lo 


2-6. Probar que si A~ B y B~C, es A ~C. 
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2-7. Probar que un conj es finito si no contiene ningún subconjunto ivalente 
ansinto de mimo, y rprocamene pS 


ple small Heladas les par Semi Ji e 
conjuntos : 


a) 4v(BUO=MAUBUC AN(BnNO=(ANBINC. 

b) A n (B u ©) = (4 n B) u (A n O) 

c) (4 u B) n (A u ©) =A U (B A O). 

d) (4 u B) n (B u C) n (C u A) = (A n B) u (4 n C) u (B A O. 

e) A n (B — C) = (4 n B) — (A n O. 

À) (4 — ©) n (B — C) = (4 n B) — C. 

g) (4 — B) u B =A si Bc A, y reciprocamente. 

2-9. Sean S un conjunto finito que consta de » elementos y T la colección de 


los subconjuntos de $. Demostrar que T es un conjunto finito y encontrar el número 
> " pe r 


2-10, R el conjunto de los números reales y por S el conjunto de to- 
cad ls junco valo cayo dedo e R. Demostrar que 5 y E n0 se equals, 
rdicacón: Suponer S~ R y que 4 sea una función uno a uno tal que f (R) = S. 

ae R. entonces ga = f(a) <a la función real que corresponde al nimero real 
T h mediante la ecuación A(x) = 1 + g, (3) si x€ R, y demostrar 
que AES). 


2-11, Sea S la colección de todas las sucesiones cuyos términos son los enteros 0 y 1. 
Demostrar que S no es numerable. 


2-12. Demostrar que los siguientes conjuntos son numerables: a) el conjunto de los 

circulos en el plano complejo que tienen radio racional y centros con las coordenadas 
Colección de intervalos disjuntos de longitud positiva. 

2-13, Sea f una función de variable real definida para todo x en el intervalo 0 < # < 1. 

Supongamos que existe un número positivo M que tiene la le: para 

cada 'un número finito de puntos 4, xa... 1, en el intervalo Ò < x < Ì, la 


suma 
M) + e +A SM, 


Sea S el conjunto de todas las x en 0< <1 para las que /(s) # 0. Demostrar 
que $ es numerabile. 


2-14. ¿Qué es falso en la siguiente « demostración » de que el conjunto de todos los 
intervalos de longitud positiva es mumerable? 
Designemos por Cs, el conjunto anmerable delos números racionales y ses T 
cualquier intervalo de longitud positiva. Cada / contiene infinitos puntos racionales xa, 
entre éstos habrá uno con el menor índice n. Definamos una función F mediante 
ecuación F (I) = n, si x, es el número racional con menor indice en el intervalo I. 
Esta función establece una" correspondencia uno a uno entre el conjunto de todos los 
intervalos y el subconjunto de los enteros positivos. Por tanto, el conjunto de todos 
los intervalos es mumerable. 


2-15, T) Definamos una irna ordenada (a, b, c) asi: 
la, b, e) = (la, b), 6). 


Demostrar que (a, dy, G) = (3p By, 6) Si, a = ap b, = by G = e; y recipro- 
camente. 
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TI) Definido el producto cartesiano de tres conjuntos A, B, C como el conjunto 
AXBxC=((0,D,c)lacA,dcB,ceC). 
Demostrar que A x B x C= (A x B) x C =A x (B x C). 


IIN) Establecer definiciones similares para sistemas ordenados de n, elementos 
(du ap, -s 4) y para productos cartesianos de y factores A, X Ay X -+ X An 
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CAPÍTULO 3 
ELEMENTOS DE LA TEORÍA DE CONJUNTOS DE PUNTOS 


3-1 Introducción. La mayor parte del capítulo anterior trata de conjuntos 
«abstractos», esto es, conjuntos de objetos cualesquiera prescindiendo de 
su naturaleza, En este capítulo consideramos conjuntos de números reales 
o de números complejos y estudiamos tales colecciones con más detalle, 

En este estudio es conveniente y útil usar la terminología geométrica en 
muchas ocasiones. Así, hablaremos de conjuntos de puntos sobre el eje real 
o de puntos en el plano. Hacia cl final del capítulo veremos cómo muchos de 
Jos conceptos introducidos pueden extenderse a tres o más dimensiones, Por 
brevedad, designaremos por E, el conjunto de todos los números reales y 
por E, el de todos los números complejos; E, también se llama la recta real 


y E, él plano complejo. 


32 Intervalos y conjuntos abiertos en E... Los tipos más sencillos de con- 
juntos que se encuentran en la recta real son los intervalos. Es importante 
èn algunas ocasiones distinguir entre intervalos que incluyen sus extremos e 
intervalos que no los incluyen. 

3-1 Dewnxición. Consideremos a < b. El intervalo abierlo (a, b) se define 
como el conjunto 
(a, b) = (rla < = < B) 


El intervalo cerrado [a, b) es el conjunto {x |a < x < b). Los intervalos 
semi-abierlos (a, Ù) y [a, D) se definen de la misma manera, utilizando 
las desigualdades a < x < b y a <x < b, respectivamente. Los inter- 
valos infinitos se definen como si 


(a, + oo) = (sla <a), (a, + o0) = {xla <3), 
(00, a) = {si <a},  (— a) = {si <a). 


La recta real E, algunas veces se cita para representar el intervalo abierto 
(==, +o). Un solo punto también se considera como un intervalo 
cerrado « degenerado ». 


Nora. Los símbolos +e y —e se usan aquí por conveniencia en la 
notación y no deben ser considerados como números reales. Más adelante 
ampliaremos el sistema de los números reales incluyendo estos dos símbolos, 
pero hasta entonces, el lector debería considerar que todos los númerós reales 
son «finitos» y que satisfacen la lista de axiomas del Capítulo 1. 
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Introducimos ahora las definiciones siguientes : 

3—2 DEFINICIÓN. Tomemos h > 0, y sea x un punto dado. El intervalo abierto 
(æ — h, x + h) se llama un entorno con x como centro y radio h. Indicare- 
mos el entorno por N(x ; h), o simplemente por N(x) si la consideración 
del radio mo es indispensable. 

3—3 Dermición. Sea S un conjunto en E, y tomemos x € S, Se dice que x 
es un punto interior de S si existe algún entorno N(x) cuyos puntos per- 
tenecen todos a S. 


3—4 Dewnación. Sea S un conjunto en Ey. Se dice que S es un conjunto 
abierto si todo punto de S es interior a S. 


Así un conjunto abierto es tal que cada uno de sus puntos puede ser in- 
cluido en un entorno que está totalmente contenido en el conjunto, El tipo 
más sencillo de conjunto abierto es un intervalo abierto. El conjunto vacío 
es también abierto (¿Por qué?], como lo es la recta real Ey. 


Los dos teoremas siguientes muestran cómo pueden construirse nuevos 
conjuntos abiertos a partir de conjuntos abiertos dados. 


3—5 Trorewa. La reunión de cualquier colección de conjuntos abiertos es un 
conjunto abierto. 

Demostración. Sea F una colección de conjuntos abiertos y designemos 
por S la reunión S = U aep A. Supongamos x € S. Entonces x debe pertenecer 
por lo menos a uno de los conjuntos de F, sea por ejemplo x € A. Puesto que 
A es abierto, existe un entorno N(x) € A. Pero A € S, de modo que N(x) € S- 
y por tanto x es un punto interior de S. Esto significa que S es abierto. 


3—6 Teorema. La intersección de una colección finita de conjuntos abiertos 
es abierta. 

Demostración. Sea S= N}, A, donde cada A, es abierto, Supongamos 
zes. (Si S es vacío, no hay nada que demostrar). Entonces zeA, para 
todo k=1,2, . . . n y por tanto existe un entorno N(x ; 1) € As. Sir es el 
menor de los números positivos fi, Y... , fa, Será x € N(x; r) © S. Esto es, 
$ es abierto. z 

Así vemos que a partir de conjuntos abiertos dados, se pueden construir 
nuevos conjuntos abiertos tomando reuniones cualesquiera o intersecciones 
finitas. Intersecciones arbitrarias, por el contrario, no siempre conducirán 
a conjuntos abiertos. Por ejemplo, la intersección de todos los intervalos 
abiertos de la forma (—1/n, 1/), n = 1, 2, 3, -es un conjunto que tiene un 
solo elemento, el 0. 


ESTRUCTURA DE LOS CONJUNTOS ABIERTOS EN E, 4s 


La reunión de una colección numerable de intervalos abiertos disjuntos 
es un conjunto abierto y, cosa sorprendente, todo conjunto abierto en la 
recta real puede obtenerse por ese procedimiento. La sección próxima está 
dedicada a demostrar tal afirmación. 


3-3 Estructura de los conjuntos abiertos en Ej. 


3—7 Dermición. Un conjunto de puntos en E, se llama acotado si es un 
subconjunto de algún intervalo finito 


3-8 Deriición. Sean S un conjunto abierto en E, y (a, b) un intervalo 
abierto que está contenido en S, pero cuyos extremos no pertenecen a S. 
En tal caso (a, b) se llama un intervalo componente de S. 


3—9 Teorema. Sea S un conjunto abierto acotado. Se verifica : 
1) Cada punto de S pertenece exclusivamente a un determinado inter- 
valo componente de S. 
IN) Los intervalos componentes de S constituyen una colección. numerable 
de conjuntos disjuntos cuya reunión es S. 


Demostración. Supongamos xeS. Entonces x está contenido en algún 
intervalo abierto 7 enteramente constituido por puntos de S. Existen mu- 
chos intervalos 7, pero el «mayor» de ellos será el intervalo componente 
deseado. Para demostrar que dicho mayor intervalo existe, procedemos así : 
Sea a el inf de los extremos izquierdos de todos los intervalos abiertos 7 € S 
que contienen x, y b el sup de los extremos derechos de dichos intervalos. 
(Se utiliza aquí la acotación de S). De esta forma (a, b) contiene todos los 
intervalos abiertos 7 € S que contienen x, y por tanto (a, b) contiene x. 
Además, por el método seguido en la construcción de (a, b), fácilmente se ve 
que (a, b) € S. [¿Por qué?). El extremo b, sin embargo, no puede pertenecer 
a S, pues entonces para algún entorno N(b) el intervalo (a, 5) u N(b) estaría 
contenido en S y contendría a x, lo que contradice la definición de b. Análoga- 
mente, el extremo a ¢ S. Por consiguiente, (a, b) es un intervalo componente 
de S que contiene a x. Así pues, a cada x de S tenemos asociado por lo menos 
un intervalo componente /,. Si dos de estos intervalos Z, e 7, tienen puntos 
interiores comunes, deben ser idénticos, ya que sus extremos no pertenecen 
a S. Esto prueba la parte 1) del teorema. 

La reunión de la totalidad de tales intervalos Z, es evidentemente S. Para 
demostrar 11) es preciso probar que ellos forman una colección mumerable. 
A tal fin designemos por (%;, Xy Xy, ---) el conjunto numerable de los nú- 
“meros racionales. En cada intervalo componente Z, existirá una infinidad de 
% pero entre ellos habrá con certeza uno con el menor índice n. Definamos 
entonces una función F mediante la ecuación F(Z,) = n, si x, es el número 
racional en J, con el menor índice n. Esta función F es uno a uno puesto 
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que F(Z.) = F(L,) =n implica que I, e I, tengan común x, y entonces 
1, = I. Por consiguiente, F establece una correspondencia uno a uno entre 
los intervalos 7, y el subconjunto de los enteros positivos. Esto demuestra 
TI). (Compárese esta parte de la demostración con el Ejercicio 2-14.) 

Nora. Se deduce del Teorema 3-9 que un intervalo abierto en E, mo 
puede expresarse como la reunión de dos conjuntos abiertos disjuntos cuando 
ninguno de ellos es vacío. [¿Por qué?]. 


3—10 Teorema. Todo conjunto abierto en E, es la reunión de una colección 
numerable de intervalos abiertos disjuntos. 


Demostración. Sea S el conjunto abierto dado y designemos por J, el 
intervalo (— n, n). El conjunto S, =S N J, es un conjunto abierto aco- 
tado y S= Ufa Sı. Puesto que cada S, es la reunión de una colección nu- 
merable de intervalos abiertos disjuntos, lo mismo le ocurre a S. 


3-4 Puntos de acumulación y teorema de Bolzano-Welerstrass en E. 


ino de los conceptos fundamentales de la teoría de conjuntos de puntos 
es lí. noción de punto de acumulación de un conjunto, 


3-11 De _AUCIÓN, Sea S un conjunto en E, y x un punto en E,, no necesaria- 

e contenido en S. Se dice entonces que x es un punto de acumulació 

des, si todo entorno de x contiene por lo menas un punto de S distinto 
de x. 


3-12 Teorexa. Si x es un punto de acumulación de S, todo entorno N(x) 
contiene una infinidad de puntos de S. 

Demostración. Supongamos lo contrario; esto es, que exista un entorno 
N(x) que contenga tan sólo un número finito de puntos de S distintos de x, 
y sean estos Xy, xp -  » ; %w. Si y es el menor de los números positivos [x — xyl, 
Jæ — sal, ..» lx — xs], entonces N(x; 7/2) será un entorno de x que no conten- 
drá puntos de S distintos de z. Lo cual es una contradicción. 

Este teorema implica, en particular, que no puede tener un punto de acu- 
mulación un conjunto que no tenga infinitos puntos. La recíproca, sin em- 
bargo, no es cierta. El conjunto de los números enteros (1, 2, 3, 
ejemplo de conjunto infinito desprovisto de puntos de acumulaci 
un conjunto infinito es acotado, debe tener un punto de acumulación. Este 
es un resultado muy importante en Análisis conocido como el teorema de 
Bolzano-Weierstrass. 


3—13 Teorema. (Bolzano-Weierstrass). Si un conjunto acotado S en E, 
contiene infinitos puntos, existe por lo menos un punto en E, que es de 
acumulación de S. 
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Demostración. Supongamos S contenido en el intervalo finito [a, 4]. Sub- 
dividamos (a, b) en dos intervalos iguales. Por lo menos, uno de estos subin- 
tervalos contiene un subconjunto infinito de S. Designemos tal subintervalo 
por [a,, dy]. Análogamente, se obtiene un subintervalo (a, 0] que contiene 
un subconjunto infinito de S, y así sucesivamente, De esta manera se obtiene 
una colección mumerable de intervalos, teniendo el #-ésimo intervalo una 
longitud b, — a, = (b — a)/2*. Evidentemente el sup de los extremos iz- 
quierdos a, y el inf de los extremos derechos b, deben ser iguales, llamémosle x. 
[Por qué son iguales?) El punto x será de acumulación de S porque, si 7 es 
cualquier número positivo, el intervalo (4,, 5,] estará contenido en N(x; 7) 
en cuanto n sea lo bastante grande a fin de que b, — a, < 7/2. El entorno 
N(x; 7) contiene un punto de $ distinto de x y por tanto x es un punto de acu- 
mulación de S. Esto prueba el teorema. (Obsérvese que el punto de acumu- 
lación x puede o no pertenecer a S.) 


Ejemrros. 1. El conjunto de números de la forma 1/n, n = 1, 2, 3, ..., 
tiene el 0 como punto de acumulación. 

2. El conjunto de los números racionales tiene todo número real como 
punto de acumulación. 

3. Todo punto del intervalo cerrado (a, 6] es de acumulación del conjunto 
de los números del intervalo abierto (a, 5). 


35 Conjuntos cerrados en Ey. 


3—14 Dermición. Un conjunto se llama cerrado si contiene todos sus puntos 
de acumulación. 


Así pues un intervalo cerrado es un conjunto cerrado, Un intervalo abierto, 
sin embargo, no es un conjunto cerrado porque no contiene sus extremos que 
son puntos de acumulación del conjunto. Naturalmente, según la Definición 
3-14 un conjunto que carece de puntos de acumulación es cerrado y, en particu- 
lar, todo conjunto finito también lo es. El conjunto vacío es asimismo ce- 
trado como lo es la recta real completa. (¡Estos dos últimos conjuntos son 
también abiertos!). Un conjunto que no es cerrado no es necesariamente 
abierto, como por ejemplo, el intervalo semi-abierto (a, b), no es*ni abierto 
ni cerrado. 


. Elsiguiente teorema expresa una relación entre conjuntos abiertos y cerrados. 


3—15 Teorema. Si S es abierto, el complemento E, — S es cerrado. Reciproca- 
mente, si S es cerrado, E, — S es abierto. 
Demostración. Supongamos que S es abierto y sea x un punto de acu- 
mulación de E, — S. Si xg E, — S, xeS y, por tanto, para algún entorno 
es N(x) € S. Pero, siendo N(x) un subconjunto de S, dicho entorno no puede 
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contener puntos de E, — S, en contradicción con el hecho de que x es un 
punto de acumulación de E, — S. Por consiguiente, x e E, — S y entonces 
E, — S es cerrado. 

Supongamos ahora que S es cerrado y que xe E, — S. Entonces x $ S y 
por tanto x no puede ser punto de acumulación de S, ya que S es cerrado. 
Por lo tanto algún entorno N(x) no tiene puntos de S y debe estar constituido 
exclusivamente por puntos de E, — S. Esto es, N(x) € E, — S luego E, — S 
debe ser por tanto abierto. 


Como consecuencia de los Teoremas 3-15, 3-6 y 3-5, obtenemos 


3—16 Teorema. La reunión de una colección finita de conjuntos cerrados es 
cerrada y la intersección de una colección arbitraria de conjuntos cerrados 
es cerrada. 


El Teorema 3-15 puede generalizarse así: 


3—17 Tiorrua. Si S es. cerrado, el complemento de S (relativo a cualquier 
conjunto abierto que contenga a S) es abierto. Si S es abierto, el comple- 
mento de S (relativo a cualquier conjunto cerrado que contiene a S) es 
cerrado. 


Demostración. Supongamos € A. Entonces A — S = E, — [S u (E,4)). 
(El lector debería verificar esta igualdad.) Si S es cerrado y A es abierto, 
entonces E, — A es cerrado, S u (E, — A) es cerrado, A — S es abierto. 
Análogamente se demuestra el recíproco. 


3-6 Generalizaciones a varias dimensiones. Gran parte delo que llevamos 
dicho en este capítulo puede generalizarse al plano complejo. El punto de 
partida de la discusión en E, fue el concepto de entorno. Un entorno de un 
punto x, en E, fue definido como un intervalo abierto de la forma (xy — A, 
ža + A). Sin embargo, tal intervalo puede también definirse mediante la des- 
igualdad |x — zol < h. Si x y x, son números complejos, esta desigualdad 
tiene todavía sentido y, en efecto, representa el interior de un círculo con 
centro en 4, y radio h. Tal círculo se llama un entorno bidimensional. Teniendo 
la noción de entorno, podemos definir conjuntos abiertos y cerrados y puntos 
de -acumulación en E, exactamente como fueron definidos antes para Ey. 
Además, no hay motivo por el cual deban restringirse esas ideas a Ep, ya que 
no se requiere mayor esfuerzo para extenderlas a los espacios de tres o más 
dimensiones. 

Recordemos que el « punto» en el espacio de dos dimensiones fué definido 
como un par ordenado de números reales (x, x,). Del mismo modo en el es- 
pacio tridimensional es una terna ordenada de números reales (£,, Xy, 9). 
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Es pues natural considerar un sistema ordenado de n números reales (1, 
Xy ++» %a) y referirnos a él como a un punto en el espacio n-dimensional. 


3—18 Dermución. Sea > 0 un entero. Un conjunto de n números reales 
(tas ta - - - ı 2) se llama un punto n-dimensional o un vector con n com- 
ponentes. Puntos y vectores se designarán mediante una sola letra en 
negrita : por ejemplo, zafe Zpen Xa) 0 y= lp Yo -os Yade 
El número x, se llama la k-ésima coordenada del punto x o el k-ésimo com- 
ponente del vector x. El conjunto de todos los puntos n-dimensionales se 
Jlama espacio Euclideo n-dimensional y. se representa por En. 

Quizá el lector se pregunte si realmente hay ventaja en la discusión de los 
espacios de más de tres dimensiones. Efectivamente, el lenguaje del espacio 
n-dimensional hace más fácilmente comprensibles muchas cuestiones compli- 
cadas. El lector está probablemente bastante familiarizado con el análisis 
vectorial de tres dimensiones percatándose de la ventaja de escribir las ecua- 
ciones del movimiento de un sistema que tiene tres grados de libertad como 
una sola ecuación vectorial mejor que como tres ecuaciones escalares, Pare- 
cida ventaja existe si el sistema tiene » grados de libertad. Los espacios de 
más dimensiones se presentan como cosa completamente natural en campos. 
tales como la Relatividad y la Mecánica estadística y cuántica. Incluso es- 
pacios de infinitas dimensiones son corrientes en la Mecánica cuántica, 


Definiremos ahora las operaciones algebraicas con puntos n-dimensionales. 


3—19 Deennación. Consideremos x = (%, Xp >- - , 22) € Y = (Yi, Ya ++ 
en En. Definimos : 


a) Igualdad: 
rmy sin yy 
b) Suma: 


xtya (n Hye 
c) Multiplicación por escalares (escalar = un número real): 
ax=(ar, ....ar,) (0 real). 
d) Diferencia: 


1-y=14+(-1)y. 
€) Vector nulo u origen: 


O= (0,0) 
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f) Vectores coordenados unidad: 
A NI 
donde 3,, es la «delta de Kronecker» definida por B,¿=0, si RA], 
Ba =1 
Nora. Si x= (žy ..., %9), es también x = xit} + «=> + xati, y esta re- 
presentación es única en virtud de a). 
La idea básica que realmente nos permitió generalizar el concepto de entorno 
de Ez a E tus l noción de valor abeciuo, Hata pueda ser alo extendida 
más dimensiones con tal de que ss propiedades fundamentalos san con 


3—20 DerIcióN. Dados x= (Xy. 25) € y = (Yo Yu +++ Ya) en E 


Definimos : 
3) El valor absoluto, longitud o norma de x : 
mA 


b) La distancia entre x e y: 


na V$- 

Ahora es fácil establecer las propiedades esenciales del valor absoluto. 
3—21 Tuorsma. Designemos por x e y dos puntos en Eu. Tenemos 

a) 120. y jal = 0 si x=0, y únicamente en este caso. 

Y yia yal 

e) i+ ybs lx] + [yl 
Demostración. Las proposiciones 3) y b) son inmediatas según la defini- 
ción. Para demostrar c) hacemos uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz 
(Teorema 1-5), que ahora puede escribirse así 


(3, an) < rye. 


Puesto que tenemos 
mty Din tae E o+ 2an +D 
a ps 


=at Dan 
=] 

< xp + iyi + Sally = (x) + 1D, 
la propiedad c) se deduce inmediatamente. 
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Con la noción de distancia, podemos definir ahora lo que se entiende por 
un entorno en Ej. 


3—22 Dernación. Por esfera de radio r > 0 y centro en el punto x, en E, 
entendemos el conjunto de todos los x en El, tales que |x — Xp] < 7. Los 
puntos x que satisfacen |x — xp] < r forman una esfera cerrada, la fron- 
tera de tal esfera es el conjunto de x que verifican |x — xo] = r. Una 
esfera abierta con centro en x, se llama un entorno de x, y se representa 
por N(x) o por N(xy; 1), si r es el radio. La correspondiente esfera cerrada 
se designa por N(x). La esfera cerrada, sin considerar su centro, se Hama 
un entorno reducido de x, y se designa por N'(x,). 

Con esta generalización de la noción de entorno podemos definir conjuntos 
abiertos y cerrados en E, en forma análoga a como se hizo en E. Debe pre- 
cisarse, no obstante, que este método de definición de entornos es tan sólo 
una de las muchas definiciones posibles que podrían igualmente aceptarse. 
Por ejemplo, en lugar de utilizar círculos en Æ, esferas en E, y esferas n-di- 
mensionales en E, podríamos usar rectángulos en E,, paralelepípedos rectan- 
gulares en E, y paralelepípedos n-dimensionales en E... Estos pueden definirse 
como sigue : 

3—23 DEFINICIÓN. Sean a = (4, ..., 4) y b = (b, 
tintos en E,, tales que a, < b, para cada k = 1, 2, 
cerrado n-dimensional (a, b) se define como el conjunto 


[a DJ = (lu 0 20 SS hy Am 1, 2, o 


Si a, < b, para todo k, el intervalo abierto n-dimensional (a, b) es el 
conjunto 


+b,) dos puntos dis- 
, n. El intervalo 


(a, B) = (lo o lA << do À = 0 M) 
Así, por ejemplo, (a, b) puede considerarse como el « producto cartesiano» 
(a, B) = (ap b) X (ap B) X =+ X (am do) 


de los n intervalos abiertos unidimensionales (a,, 6). Un intervalo abierto 
en E, podría entonces ser considerado como un entorno de cualquiera de 
sus puntos, y, efectivamente, en los teoremas que siguen no se distingue si 
un entorno se considera como una «esfera » o como un «intervalo». Esto es 
debido a que cada esfera relativa a un punto x, incluye un intervalo que 
contiene Xy. y reciprocamente, cada intervalo que contiene x, incluye una 
esfera relativa a x. Sin embargo, en la discusión que sigue, usaremos entor- 
nos esféricos, de acuerdo con la Definición 3—22. En Ej, las esferas se llaman 
discos y ls intervalos rectángulos. Si bien todas las definiciones y teoremas 
que siguen se establecen sin recurrir al razonamiento «intuitivo», el lector 
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deberá esforzarse en interpretar geométricamente las ideas siempre que sea 
posible, A menudo es útil ilustrar el significado de ciertos conceptos dibujando 
una figura en el plano. 


3—24 Denución. Sea S un conjunto de puntos en E, y supongamos x S. 
Se dice que x es un punto interior de S si existe un entorno N(x) € S. El 
conjunto S se dice que es abierto si cada uno de sus puntos es un punto 
interior. El interior de S es la colección de sus puntos interiores. 


Ejemplos de conjuntos abiertos en el plano son:: el interior de un disco ; 
el primer cuadrante, esto es, el conjunto ((x, y) | x > 0, y > 0) ; todo el es- 
pacio, Cualquier esfera abierta n-dimensional y cualquier intervalo abierto 
n-dimensional son conjuntos abiertos en E.. (Ver Ejercicio 3-8). El lector 
debe tener en cuenta que un intervalo abierto (a, 5) en E, ya no es un con- 
junto abierto si es considerado como un subconjunto del plano, Efectivamente, 
ningún subconjunto de E, (excepto el conjunto vacio) puede ser abierto en 
E, puesto que un tal conjunto no contienen entornos bidimensionales. 


3—25 Teorema. La reunión de una colección cualquiera de conjuntos abiertos 
es un conjunto abierto en En, y la intersección de una colección 
finita de conjuntos abiertos en En es un conjunto abierto en Ex. 


Demostración. Las demostraciones son exactamente las mismas que las 
establecidas para el caso de una dimensión (Teoremas 3-5 y 3-6). 


3-26 Dermxación. Supongamos S C E, xe Eù. Se dice que x es un punto 
de acumulación de S si todo entorno N(x) contiene por lo menos un 
punto de S distinto de x; esto es, si N'(x) n S mo es vacio. 


3—27 Tuoruma. Supongamos S C En, xc En. Si x es un punto de acumu- 
lación de S, todo entorno N(x) contiene una infinidad de puntos de S. 

Demostración. Idéntica a la del Teorema 3-12. 

3-28 Deriición. Un conjunto S en E, está acotado si existe alguna esfera 
que contenga a S; esto es, si para algún y > 0 tenemos SC N(0; r). 

3-29 Teorema. (Bolzano-Weierstrass). Si un conjunto acotado S contiene 
una infinidad de puntos, existe por lo menos un punto en E, que es punto 
de acumulación de S. 


Demostración. Puesto que S es acotado, podrá incluirse en alguna esfera 
n-dimensional N| 


-a<ņse (k=1,2, 
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La demostración del teorema es una extensión de las ideas utilizadas al 
tratar del caso de una dimensión. (El lector puede encontrar de utilidad 
« ver» la demostración en el caso de E recurriendo a la Fig 3-1). Escribamos 
J, simbólicamente como un producto cartesiano 


DAA xot 
esto es, como un conjunto de puntos (%, ..., xs), donde z, c7f? y cada 
IP es un intervalo unidimensional —a < z, < a. Cada intervalo 19 puede 


descomponerse en dos subintervalos iguales 7{} e J$} definidos mediante las 
desigualdades 


—asms0; M:0<nS0. 


Fig. 31. Demostración del teorema de Bolzano-Welerstrass en E. 


Consideremos todos los productos cartesianos posibles de la forma 
A AN 


donde cada k; = 1 ó 2. Pueden construirse exactamente 2* productos de 
este tipo y, naturalmente, cada uno de tales productos es un intervalo n-di- 
mensional. La reunión de estos 2 intervalos es el intervalo original J}, que con- 
tiene a S ; y por tanto uno de los 2 intervalos a) por lo menos debe contener 
infinitos puntos de S. Designémoslo por J, que puede expresarse también así 
MAPA, 


donde cada 1[? es uno de los subintervalos de 7{ de longitud 2/2. Podemos 
proceder ahora con J como lo hicimos con J,, bisecando cada intervalo 7 
y llegando a un intervalo n-dimensional J, que contiene un subconjunto 
infinito de S. Si continuamos este proceso, obtenemos una colección nume- 
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table de intervalos dimensionales J,, J, Jp ..., en la i 
ellos tiene la propiedad de contener un subconjunto infinito de S. El mésina 
término de la sucesión obtenido podemos expresarlo en la forma 


LIO xo x, donde I c 1. 
Escribiendo 


tenemos 


(1,2, 


punto de acumulación de S. 


3—30 Deenución. Un conjunto S de E, se llama cerrado si contiene todos 
sus puntos de acumulación. 


FymarLos. Una esfera cerrada en E, es un conjunto cerrado, Un intervalo 
cerrado n-dimensional es un conjunto cerrado. Un conjunto que es cerrado 
en E, también lo es en E, para m>1. 


3—31 Tuorrma. Un conjunto S en E, es cerrado si E, — S es abierto, y 
reciprocamente. 


Demostración. Tdéntica a la del Teorema 3-15. 

3-92 Tromema. La reunión de una colección finita de conjuntos cerrados 
en E, es cerrada y la intersección de una colección cualquiera de conjuntos 
cerrados en Eņ es cerrada. 

Demostración. Teoremas 3-25 y 3-31. 


3:93 Teorema. Supongamos SC AC E.. Si A es abierto y S es cerrado, 
A — S es abierto. Si A es cerrado y S es abierto, A — S es cerrado, 


Demostración. A—S=E,— [S u (E.—AJ)- 
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37 El teorema de recubrimiento de Heine-Borel. Nos proponemos en esta 
sección utilizar el teorema de Bolzano-Weierstrass para demostrar un resultado 
importante conocido con el nombre de teorema de recubrimiento de Heine- 
Borel. Empezamos por definir un recubrimiento de un conjunto. 


3—34 Dernvición. Una colección F de conjuntos se llama un recubrimiento 
de un conjunto dado S, si S € U acy A. También se dice que la colección 
F recubre a S. Si F es una colección de conjuntos abiertos, F se llama 
un recubrimiento abierto de S. 


EJEMPLOS. 

1. La colección de todos los intervalos de la forma 1/n < x <2/n (n= 
=2, 3, 4, ...) es un recubrimiento abierto del intervalo 0 < z < 1. Este 
es un ejemplo de un recubrimiento mumerable. 

2. El eje real E, está recubierto por la colección de todos los intervalos 
abiertos (a, b). Este recubrimiento no es mumerable, Sin embargo, contiene 
un recubrimiento numerable de E}, es decir, todos los intervalos de la forma 
(m, n + 2), donde n recorre los valores enteros. 

3. Consideremos 3 = ((x, y)lx > 0, y > 0). La colección F de todos los 
circulos con centros en (x, x) y radios x, x > 0, es un recubrimiento de S. 
Este recubrimiento no es numerable. No obstante, contiene un recubrimiento 
numerable de S, a saber, todos los círculos en los que x es racional, (Ver Ejer- 
cicio 3-14.) 

Nuestro primer « teorema de recubrimiento» nos dice que todo recubri- 
miento abierto de un conjunto S en E, contiene una subcolección numerable 
que también rectbre S. Ante todo demostremos el resultado preliminar 
siguiente : 

3—35 Teorema. Designemos por G = (Ay, Ay...) la colección numerable 
de entornos en E, que tienen radios racionales y centros en puntos de 
coordenadas racionales. Supongamos que X E, y sea S un conjunto 
abierto en En que contiene x. Vamos a demostrar que por lo menos uno 
de los entornos de G contiene x y está contenido en S. Esto es, se verifica 


xcAy CS para algún Ay de G. 


Demostración. La colección G es mumerable en virtud del Teorema 2-27. 
Si x e E, y S es un conjunto abierto que contiene x, entonces existe algún 
entorno N(x ; 7) € S. Encontraremos en S un punto y de coordenadas racio- 
nales que esté « próximo» a x y, utilizándolo como centro, se conseguirá un 
entorno en G que sea interior a N(x; 7) y que contenga a x. Escribiendo 


2 lo 2 + 2 
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encontramos un número racional y, tal que |y, —x1] < r/(4n) para cada 
k=1, 2, .... n. Entonces 


y-as- alt 


+n- i 

Por otra parte, encontrado un número racional g tal que 7/4 < q < 7/2, 
sucede que xe N(y; g) y Ny; g) € N(x; 7) c S. Pero Niy; g) cG y, por 
consiguiente, el teorema está demostrado. (Ver Fig. 3-2 para el caso Ep) 


3—36 Trorema. Supongamos A C En y que F sea 


un recubrimiento abierto de A. Existe entonces so 
una subcolección numerable de F que también 
recubre A. 

Demostración. Designemos por G = (Ay, Ay...) GA 


la colección numerable de todos los entornos en En 

que tienen centros y radios racionales, Este conjunto 

G se utilizará para extraer de F una subcolección pig.9.2, Teorema 335 en E, 
numerable que recubra 'a A. 

Supongamos x A. Existe entonces un conjunto abierto S en F tal que 
Xe S. Según el Teorema 3-35 existe un entorno A, en G tal que x e A, € S. 
Naturalmente, habrá una infinidad de tales A, correspondientes a cada S, pero 
elegimos únicamente uno de ellos, por ejemplo, el de menor índice m = m(x). 
"Tenemos pues x € Angy C S. El conjunto de todos los entornos A uy obtenidos 
al recorrer x todos los elementos de A es una colección mumerable de conjuntos 
abiertos que recubre A. Para lograr de F una colección numerable que recubra 
A, hacemos corresponder a cada conjunto Axy uno de los conjuntos S de F 
que contenía Axy. Lo que completa la demostración. 


Es preciso anteponer otro resultado al teorema de Heine-Borel. Es aquí 
donde se utiliza el teorema de Bolzano-Weierstrass. 


3—37 Teorema. Sea (Q; Qu ---) una colección de conjuntos mo vacíos en 
E, tales que 


D Much M=1,2,3, 
IN) Cada conjunto Qu es cerrado y Q, es acotado. 


En tal caso la intersección NP, Qa es cerrada y no vacía. 


Demostración. Consideremos S= ME; Q». El conjunto S es cerrado en 
virtud del Teorema 3-32. Para demostrar que S es no vacío, busquemos un 
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punto x de S. Podemos suponer que cada Q, contiene infinitos puntos ; de 
otro modo la demostración es trivial. Formemos ahora una colección de puntos 
distintos A = (Xy Xy -. .} donde x € Qu. Puesto que A es un conjunto infi- 
nito contenido en el conjunto acotado Q,, tiene un punto de acumulación, tal 
como x. Demostraremos que x e S verificando que x€ Q, para cada k. Bas- 
tará demostrar que x es un punto de acumulación de cada Q,, ya que éstos 
son todos conjuntos cerrados. Pero todo entorno de x contiene una infinidad 
de puntos de A, y ya que todos excepto (posiblemente) un número finito de 
puntos de A pertenecen a Qs, tal entorno contiene también infinitos puntos 
de Qs. Por consiguiente x es un punto de acumulación de Q, y el teorema 
está demostrado. 


El Teorema 3-36 establece que de cualquier recubrimiento abierto de un 
conjunto arbitrario A en E, podemos extraer un recubrimiento numerable, 
El teorema de Heine-Borel nos dice, además, que si sabemos que A es ce- 
rado y acotado, podemos reducir el recubrimiento a un recubrimiento finito. 


3—38 Trorrma (Heine-Borel). Sea F un recubrimiento abierto de un con- 
junto cerrado y acotado A en E. Existe entonces una subcolección finita 
de F que también recubre A. 


Demostración, Una subcolección numerable de F, que llamamos (Ly. ly, +. ), 
recubre A en virtud del Teorema 3-36. Consideremos, para m > 1, la reunión 
finita 


Sa = Un- 
aai 

Esta es abierta, ya que es la reunión de conjuntos abiertos. Demostraremos 
que para algún valor de m la reunión Są recubre A. 

Para ello consideremos el complemento E, — S. que es cerrado. Definamos 
una colección mumerable de conjuntos (Q,, Q2 ,-..) como sigue: Q, = A, 
y para m> 1, a= A N (E, — Sa). Esto es, Qn está constituido por todos 
los puntos de A que quedan al exterior de Sẹ. Si podemos demostrar que para 
algún valor de m el conjunto Q es vacío, entonces habremos demostrado que 
para dicho m ningún punto de A queda al exterior de Sw ; en otros términos, 
habremos demostrado que algún Sa recubre A 

Observemos la siguiente propiedad de los conjuntos Q. : Cada conjunto Qu 
es cerrado, ya que es la intersección del conjunto cerrado A y del conjunto 
E, — Sm también cerrado. Los conjuntos Q siendo subconjuntos de A, están 
todos acotados. Por consiguiente, si ningún conjunto Qu es vacío, podemos 
aplicar el Teorema 3-37 para llegar a la conclusión de que su intersección 
Ma: Qr es también no vacío. Esto significa que existe algún punto en A 
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que pertenece a todos los conjuntos Q. o, lo que es lo mismo, que es exterior 
a todos los conjuntos Sa. Pero esto es imposible, ya que A © Uf; Si. Por 
consiguiente algún Q. debe ser vacio, lo que completa la demostración. 


El Teorema de Heine-Borel será un instrumento de gran utilidad en muchos de los 

cope. Lic Me contenidas Ten an en an ano de 

. Hany (Crlés Journal, 14, 1872) en el cual demostró que toda función continua en 

"uniformemente Continua en el mismo, (Ver Teorema 4-24). 

En 180E. Bonat ne. de TEcole Normal, (3), 12) estableció explícitamente y demostró 

sl Teorema 38 'el caso de un intervalo cerrado en E, recubierto por un conjunto 

numerable de intervalos abiertos. Leszscug más tarde extendió el resultado y algunos 

autores citan el Teorema 3-38 como el teorema, de Borela! E. Laxperðr demos- 

tró el Teorema 3-36 algo más tarde (Comptes Rendus, 137, 1903). W. H. YOUNG (Proc, 

Erlen Bin, Sr Ds dei pei e epim 

30 antes de que a 

que due explícitamente Den habi primero por asomó y es comtene lora Saro 

como el teorema de recubrimiento de LINDELÖF. 


38 Compacidad. Acabamos de ver que si un conjunto S en E, es cerrado 
y acotado, cualquier recubrimiento de S puede ser reducido a un recubrimiento 
finito, Es natural preguntarse si podrían existir otros conjuntos distintos 
de los cerrados y acotados que también tuvieran esta propiedad, Tales con- 
juntos se llamarán compactos. 


3—39 DEFINICIÓN. Un conjunto S en E se llama compacio si, y solamente 
cuando, lodo recubrimiento abierto de S contiene una subcolección finita 
que también recubre S. 


El teorema de Heine-Borel establece que todo conjunto cerrado y acotado 
en E, es compacto. Demostramos ahora el recíproco. 


3—40 Teorema. Sea S un subconjunto de En. Las tres afirmaciones siguien- 
tes son equivalentes: 


1) Ses compacto. 
II) S es cerrado y acotado. 
II) Todo subconjunto infinito de S tiene un punto de acumulación en S. 


Demostración. Como antes se indicó, IT) implica 1). Si demostramos que 
1) implica II), que II) implica IIT) y que 111) implica II), quedará estable- 
cida la equivalencia de las tres afirmaciones. 


Supongamos cierta Y). . Demostraremos primero que $ es acotado. El con- 
junto de esferas N (0; 4), k= 1, 2, 3, ..., es un recubrimiento abierto de S. 
Por la compacidad también un subconjunto finito recubre S y por tanto S 
es acotado. 


COMPACIDAD 5 


A continuación demostramos que S es cerrado. Supongamos que no lo sea, 
Existe entonces un punto de acumulación y de S tal que y ¢ S. Si x € S, sea 
7 = |x — y//2. Cada 7y es positivo ya que y ¢ S y el conjunto (N(x; r,)ix € S} 
es un recubrimiento abierto de S. Por la compacidad, un número finito de 
esos entornos recubre S, sea SC UL, N (x; 1). Designemos por » el menor 
delos radios 7, 74, »». , 17» Es fácil entonces demostrar que el entorno N(y; r) 
no tiene puntos comunes con ninguno de los entornos N(x; 1). En efecto, 
si x € Ny; r) será |x — yl <r <n y la distancia desde x a x, es 

xl = ly-t yl 2 Y — Mal — [yl = 27 — y] >" 
de modo que x ¢ N (x; sı). Por consiguiente N(y; 7) n S es vacio, en contra- 
dicción con el hecho de ser y un punto de acumulación de S. Ello demuestra 
que S es cerrado y por lo tanto que 1) implica 11). 

Supongamos cierta II). En este caso la demostración de III) es inmediata, 
ya que si T es un subconjunto infinito de S, será acotado (por serlo S) y en 
virtud del teorema de Bolzano-Weierstrass, 7 poscerá un punto de acumula- 
ción, al que llamaremos x. Pero x es también un punto de acumulación de $ 
y por consiguientę x e S, ya que S es cerrado, Resulta pues que TT) implica TIT). 

Supongamos cierta III). Demostraremos IT). Si S no es acotado, para todo 
n > 0 existe un punto x, en S para el que |x,| > n. El conjunto T = 
(Xy, Xp +.) es un subconjunto infinito de S y por tanto, en virtud de III, 
T tiene un punto de acumulación y en S. Pero para n > 1 + |y tenemos 

Ma- Y > Mal yi> n y> La 
lo que es absurdo ya que y es un punto de acumulación de 7. Esto demuestra 
que S es acotado, 

Para completar la demostración tenemos que probar que S es cerrado. 
Sea x un punto de acumulación de S. Puesto que todo entorno de x contiene 
una infinidad de puntos de S, podemos considerar los entornos N(x ; 1/4), 
k =1,2,....., y obtener un conjunto numerable de puntos distintos, tal como 
T = (X, Xy - - :), contenido en S, de manera que x € N(x ; 1/2). El punto 
x es, por consiguiente, un punto de acumulación de-7. Puesto que T es un 
subconjunto infinito de S, la parte ITI) del teorema nos dice que T debe tener 
un punto de acumulación en S. El teorema quedará pues demostrado si pro- 
bamos que x es el único punto de acumulación de T.. 

En efecto, sea y +x. Tenemos entonces 

y-a <ly- nl + in al< ly l + 1/8, si eT. 
Si hy se toma suficientemente grande de manera que 1/4 < ly — x| siempre 
que 4 > kọ la última desigualdad conduce a la siguiente Jly — x] < |y — Xu- 
Esto demuestra que x € N(y ; 1) cuando È > ko, si 7 = ly — x]. Por consi- 
guiente, y no puede ser un punto de acumulación de 7. Con lo que queda 
demostrado que III) implica 11). 
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39 El infinito en el campo de los números reales. Agregamos ahora al 
campo real dos « puntos ideales », representados por los símbolos + «o y — eo 
(r más infinito» y «menos infinito »). 


3—41 Dernwición. Entenderemos por sistema ampliado de los números reales 
Ef la reunión del conjunto de los números reales E, con los dos símbolos 
+ y — co que satisfacen las propiedades siguientes : 


1) Si xe Ey, se verifica 


x4lta)= +o, (o) =-m 


x=(+o)=-e, (0) 
aldo) = a/(= 0) = 0. 
1) Six>0, 


m) 


O (=o) m H 


IV) (400) + (400) = (+00)(+00) 
(e) + (0) = (+w) 


V) Si xc Ey siempre — œ < 2 < + o 


3—42 DerInicióN. Todo intervalo abierto (a, +o) se llama un entorno 
de + co y todo intervalo abierto (— co, a) es un entorno de — co. 


Notación. Representamos E, por (— oo, + 60) y Ef por [— e0, +00]. 


La razón principal que nos lleva a introducir los símbolos + os y — so es 
de conveniencia. Por ejemplo, si definimos + > como el sup de cualquier 
conjunto en Ef que no está acotado superiormente, entonces todo conjunto 
en Ef tiene sup. El sup es finito si el conjunto está acotado superiormente 
y +o si no lo está. 

Advertencia: E} no satisface todos los axiomas citados en el Capítulo I 

. para el sistema de los números reales. 


3-10 El infinito en el plano complejo. Agregaremos ahora al sistema de 
los números complejos un « punto ideal + representado por el símbolo o. 


3—43 Dermición. Entenderemos por sistema ampliado de los números com- 
plejos Ef la reunión del plano complejo E, con el símbolo <> que satis- 
face las siguientes propiedades : 
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I) Si zeE,, tenemos z+ o=2= œ= o, 2/0 
I) Si zcEp pero 40, entonces z(o) = co y 2/0 
III) ++ o= (oo)( 0) = 00. 


3—44 Drenación. Todo conjunto abierto en E, de la forma («| |z| >" = 0) 
se llama un entorno de co. 


El lector puede preguntarse por qué a E, se han adjuntado dos símbolos, 
+ co y — co, y en cambio un solo símbolo, os, se ha agregado a Ej. La contes- 
tación radica en el hecho de que existe una relación de ordenación < entre 
Jos números reales, pero tal relación no se presenta en los números complejos. 
Precisamente, para que ciertas propiedades de los números reales que impli- 
can la relación < scan válidas sin excepción, necesitamos dos símbolos, + o 
y — ss, como antes se han definido. Ya hemos mencionado, por ejemplo, que 
en Ef todo conjunto posee-sup. 

En E, resulta más conveniente que tengamos un solo punto ideal. A modo 
de ilustración, recordemos la proyección estereográfica que establece una 
correspondencia uno a uno entre los puntos del plano complejo y todos 
los puntos sobre la superficie de la esfera distintos del Polo Norte, La apa- 
rente excepción en el Polo Norte puede ser eliminada considerándolo como 
la imagen geométrica del punto ideal co. Entonces conseguimos una corres- 
pondencia uno a uno entre el plano complejo ampliado E$ y la superficie 
total de la esfera. Es geométricamente evidente que si el Polo Sur se coloca 
en el origen del plano complejo, el exterior de un « amplio » círculo en el plano 
corresponderá, por proyección estereográfica, a un «pequeño» casquete es- 
férico alrededor del Polo Norte. Esto ilustra con claridad por qué hemos de- 
finido un entorno de oo por una desigualdad de la forma |z| > 7. 


Ejercicios 


Conjuntos abiertos y cerrados en E, y Er 


3-1, Probar que un intervalo abierto en £, es un conjunto abierto y que un intervalo. 
cerrado es un conjunto cerrado. 


3.2, Determinar todos los puntos de acumulación de ls siguientes conjuntos en Es 
o a o co 


a) Todos los enteros. 
b) El intervalo (a, b). 
g) Todos los números de la forma 1m (7 = 1, 2, 3. 
) Todos los números racionales. 

e) Todos los números de la forma 2-" + 5=m, 

£) Todos los números de la forma (—1)* + (1/m), 

g) Todos los números de la forma (1/n) + (1/m) 

ÈJ Todos los números de la forma (—1)9/(1 + (1/m)]. 
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3-3. Lo mismo que en el Ejercicio 3-2 para los siguientes conjuntos en E, 


a Ra 
PE A qu P 
3 la Ln) + (i/m), (m, n ). 


Foden lt co de bos M 
Todos los r, y) tales que x > 0. 
ȘI Boos io as dr 


3-4. Demostrar que todo conjunto abierto no vacio S de E, contiene números racio- 
nales e irracionales. 


3-5. Probar que los únicos conjuntos en P, que son ambos abiertos y cerrados son el 
conjunto vacio y el mismo E,. ¿Se puede decir lo mismo en E,? 

3-6. Demostrar que todo conjunto cerrado en E, es la intersección de una colección 
mumerable de conjuntos abiertos. 

3-7. Demostrar que un conjunto cerrado, no vacio, acotado S en E, es o bien un inter- 
valo cerrado, o que puede obtenerse a partir de un intervalo cerrado suprimiendo una 
Colección disjunta numerable de intervalos abiertos cuyos extremos pertenecen a S. 
Conjuntos abiertos y cerrados en Em. 


Demostrar que las esferas abiertas n-dimensionales y los intervalos abiertos 
dimensionales son conjuntos abiertos en E. 


3-9, Demostrar que el interior de un conjunto S en E, es un conjunto abierto. 


3-10. Si x c S pero x no es punto de acumulación de S, se dice que x es un punto ais- 
dado de S. Demostrar que la colección de puntos aislados de S es numerabile. 


Un conjunto S en E, se Hama comer si para todo x y todo y en S. y para cada 
0 seal que satislace 0 < 0 <", se verifica Ox + (1, — My e S. Interpretar, este resultado 
Fpomditicamente en y 25 Y demostrat que a ers y las abiertas en 


3-12, Si S es un conjunto en E, designemos por Sel conjunto de puntos de acumu- 
lación de S, y consideremos S == S u S”. (El conjunto S’ se denomina conjunto derivado 
de S, y 3 se llama la adherencia de S.) Demostrar que: 

a) S’ es un conjunto cerrado, esto es, (57 € S’. 

a er ul 

o (Su T = S UT: 

a S= S 

e) 3 es un conjunto cerrado. 

f) S es cerrado si S = Š y reciprocamente. 

3-13, Demostrar que el conjunto S de los números racionales del intervalo (0, 1) no 


"expresarse como intersección de una colección mumerable de conjuntos abiertos. 
Praia paar que $ TL Sanda Cada Sp Hetto, 


Teoremas de recubrimiento. 


3-14. Demostrar que el conjunto de los circulos en el plano xy con centro en el punto 
S maor m oS adoni es un reabre numeral dl junto 


ie nk > 0, y> o). 


EJERCICIOS 5 


3-15. La colección F de intervalos de la forma 


3-17. Dado un conjunto S en E, con la propiedad de que para todo x en S exista un 
entomo N(x) tal que N(x) n S sea numerable. Demostrar que S es numerable. 


que Sc E, Un punto x de E, se llama punto de condensación 
A(n) tiene 1 propiedad que N(8)'n $ no e numerable. Demostrar 
que si S no es mumerable, existe un punto x en S que es un punto de condensación de S. 


3.20, Supongamos que S c Es y que S no sea numerable. Designemos por T el con- 


Junto de los puntos S. Demostrar que 
a) S— T es mumetable, D EOT a po mentón 
e) T es un conjunto cerrado, T no contiene puntos aislados, 


Observemos que el Ejercicio 3-19 es un caso especial de b). 


3-21. Un conjunto S Hama perfecto si S = S”, esto es, si S junto 
cerrado pe nic pantia talades Beneat que dí F S 9 cnn edo 
uso pia y B us culo mans. (Ferena de Cato Denda. 
PE Ein 7  Bendiaco. 
inicia: Ol d 220) 
Romanas canas 
C., The Lebesgue Integral. : University Press, 1951. 
HAS, Elaments of ls Topology of Fiane Sels of Points. 2* cÀ. 


Preso, 1051, 
inciples of Mathematical Analysis. New York: McGraw-Hill, 


CAPITULO 4 
LOS CONCEPTOS DE LÍMITE Y CONTINUIDAD 


4-1 Definición de límite. Suponemos al lector ya familiarizado con la no- 
ción de límite tal como es introducida en el cálculo elemental, donde, es co- 
rriente presentar varios tipos de límites. Por ejemplo, tenemos la idea del 
límite de una sucesión, que explica lo que simbólicamente escribimos en la 
forma eN 

„=A. 


También conocemos el límite de una función, indicado mediante la notación 
Jim f(a) = A. 


Los límites bidimensionales, introducidos para funciones de dos variables, 
ordinariamente se expresan en la forma 

lim /(2,5) = A, 

E 
o por expresiones similares, Cada uno de estos conceptos de límite viene dado 
por su definición particular y lleva asociado un grupo de teoremas propios. 
No obstante, la misma idea fundamental existe en todos estos límites y si 
analizamos cuidadosamente las diversas definiciones, podemos formular un 
concepto general de límite que incluirá a todos los precedentes como casos 
particulares, 

Empecemos con la ecuación lim, „, /(x) = A, que implica la idea de que 
cuando x es suficientemente próximo a xy, /(x) se aproximará a A tanto como 
se quiera. Las expresiones « x es suficientemente próximo a xy» y « f(x) se apro- 
ximará a A tanto como se quiera » son precisadas matemáticamente por la 
definición siguiente. 

4—1 Deemvación. El simbolismo 
lim f(x) = A 
significa que para lodo número e> 0, existe otro número ð> 0 tal que 
siempre que O < |x — xol < 8, es ll) — A| < e- 

En el caso de las sucesiones, lim, „a xn = A significa, intuitivamente, que 
Jos términos z,, de nuestra sucesión llegan a ser tan próximos a Á como se 
quiera, con sólo tomar n suficientemente grande. Una definición más rigurosa 
toma la forma: 
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4—2 Deenución. Escribimos 
lim s, = 
para significar que para todo e> O, existe un entero N tal que siempre 
que n>N, es n — A] <e 


Examinemos estas definiciones más cuidadosamente para ver lo que tienen 
en común. Ambas empiezan : « Para todo e > 0» y terminan con un cierto 
valor absoluto < e. La Definición 4-1 se refiere a una función /, y la Definición 
4-2 a una sucesión (x,). Sin embargo, una sucesión es también una función, 
cuyo dominio de definición es el conjunto de los enteros (1, 2, 3, ....). Esto 
es lo que tienen en común las dos definiciones. La diferencia esencial pare- 
ce ser que la primera implica un número ð que mide la « proximidad » de x 
a xo y la segunda hace mención de N que mide el « tamaño » de n. No obstante, 
si utilizamos la terminología de entornos, vemos que ambas definiciones en 
realidad implican el mismo principio. Decir que 0 < |x — xo! < 8 significa 
que x pertenece a un entorno de xy, pero x + xy. Esto es, x está en un entorno 
reducido N'(xy). También, decir que » > N equivale a decir que n per- 
tenece a un entorno reducido de + œ. Finalmente, las partes de esas dos 
definiciones relativas al número e pueden también expresarse en la termi- 
"logía de entornos. Poe ejemplo, la desigualdad Va) 41 < o establece que 

16%) € N(A; e) y, análogamente, |x, — A| < e significa que x, € N(A ; 
Por consiguiente, el principio básico contenido en ambas dafisiciones de Il 
mite es que para todo entorno N(A) debe existir un entorno N(x) tal que 
x e N'(xp) implica f(x) e N(4). Este principio será formalmente expresado en 
la Definición 4-3, pero antes deseamos hacer algunas consideraciones rela- 
tivas a la notación y a la terminología que utilizaremos en este y en posteriores. 
capítulos. 

Si f es una función real definida en un punto x = (z; .. , za) de Em utili- 
zamos f(%,, ..., Xw) O bien f(x) para designar el valor de f en dicho punto. 
Una tal función se denomina algunas veces una función de m «variables + 
reales %;, ..., Xu y otras una función de una «variable» m-dimensional x. 
Si tenemos varias funciones reales, y. ., fu definidas en un mismo subcon- 
junto S de Ex, es muy conveniente introducir una función vectorial f, definida. 
por la igualdad. 


160) = AND. coo fa (2), si xe S. 


Cada valor f(x) es pues un vector en Ej. Las funciones reales f,, ..., fa som. 
consideradas como los componentes de f, y escribimos f = (/,, ..., /a) para. 
indicar esta relación. Las funciones vectoriales serán representadas corriente- 
mente mediante tipos en negrita. 
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Fig. 41. Defaición de límite 
Nuestra definición de límite (Fig. 4-1) toma ahora la siguiente forma : 


4—3 DermuIcióN. Sean | una función definida en un conjunto S de En y su 
recorrido un subconjunto T de E. Si a es un punto de acumulación de S 
y b c Es, el simbolismo 


A 


lo siguiente: Para todo entorno N(b) € En, existe un entorno 
NE tal que 


xeN(0) nS implica 1(9cN (b) 


Nora. ocios x ca 0 S en tagar da xe N'(a) para aseguras que 
x pertenezca al dominio de f. Asimismo, exigimos que a sea un punto de acu- 
mulación de S para tener la seguridad de que la intersección N'(a) n S no 
sea nunca el conjunto vacio. 
El simbolismo linų a I(x) = b se lee; «el límite de t(x), cuando x tiende 
da a, es b» o bien, e1(x) se aproxima a b cuando x se aproxima a a». 
Algunas veces indicamos esto escribiendo f(x) +b cuando x-a. Obser- 
vemos que la definición tiene sentido aun cuando a= +æ o a= — w 


= + œ (cuando f es una función real), o 
e eta e ici AN A cts 
escribir lím,.,.. X, en lugar de lims, +e Ia). 

«También se usa la expresión limy »a I(x) existe ». Esto significa que hay un 
punto b (en el espacio que se considere) tal que limy» t(x) = b. Cuando usa- 
mos esta terminología para funciones reales o complejas, se entenderá que 
Ds un punto aos Si el límite es «infinito » escribiremos explícitamente 
lima f(x) = + co (0 — e, o bien cs, según los casos). 


Nora. Si el lim, se t(x) existe (finito o infinito), su valor esta determinado 
univocamente. [¿Por qué?) 
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Precisando más, debemos hacer notar de alguna manera el hecho de que 
el límite que acabamos de definir depende del conjunto S en el cual x puede 
variar. Esto, por lo general, resulta claro por el contexto, pero si es preciso, 
escribiremos 

limta) =b 


iS 
pata poner de manifiesto este hecho más explícitamente. Un caso particular 
importante se presenta cuando S es un intervalo en E, que tiene a como ex- 
tremo derecho, Entonces escribimos 


y b se llama el límite en a por la izquierda. El límite por la derecha, se expresa 
por limye- I(x) y se define análogamente cuando S es un intervalo en E, 
que tiene a como extremo izquierdo, 

4-2 Algunos teoremas fundamentales sobre límites. 

4—4 Teorema. Sea a un punto de acumulación de un conjunto S en En 
Existe entonces una sucesión (xa) cuyos términos son puntos de S distintos 
entre sí, tal que lim, „a3, = 8. 

Demostración. Existe un punto x, de S, x, % a, en el entorno N(a ; 7,) de 
radio r, = 1 y con centro en a. Consideremos ahora el entorno N(a ; 1) de ra- 
dio y, = |a — x,|/2. Existe en este entorno un punto x, de S distinto de x, 
y de a, De la misma manera, en el entorno N(a; va), de radio 7, = |a — x,)/2, 
existe un punto x, de S distinto de X, X, y a. Reiterando este proceso 
obtenemos los puntos Xy, Xy +, Xa-1, Y llegamos a la existencia de un punto 
Y, de S en el entorno N(a ; 1.) de radio 7, = ja — x,_1|/2 < 27**! tal que x, 
es distinto de los x, anteriores. La sucesión (1) así construida satisface las 
condiciones de teorema. 

Nora. Supongamos una sucesión (x,) que tenga un límite: a = lim, pe Xa, 
y designemos con S = (Xy, Xy, . . .} el recorrido de la sucesión. Si S es infinito, 
se sigue inmediatamente de la definición de límite, que a es un punto de 
acumulación de S. El Teorema 4-4 nos dice que S no puede tener otros puntos 
de acumulación. Por consiguiente, una sucesión (X) cuyo recorrido S es 
infinito tiene un limite únicamente en el caso en que S tenga un único punto 
de acumulación, entonces dicho punto de acumulación es el límite de la su- 
cesión 
4—5 Teorema. Sea Y una función definida en un conjunto S de En con sus 

valores en Ej, y sea a un punto de acumulación de S. Consideremos una 
sucesión (xa) cuyos términos som puntos de S, tal que cada término x, + a 
pero que 


Aro. —5 
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E 
Se verifica entonces: 
I) Si lim, sa t(x) = b, lim.. 1(X,) = b 


II) Recíprocamente, si para cualquier sucesión (x,) sabemos que el 
tm, se I(x,) existe, todas esas sucesiones tienen el mismo límite (llamé- 
mosle y) y existe también limy a t(x) que coincide con y. 

Demostración. 1) Para todo entorno N(b) en E,, existe un entorno N(a) 
en En tal que xe N'(a) n S implica t(x) e N(b). Pero para el entorno N(a), 
existe un entero M tal que n > M implica x, € N'(a). De estas dos conclusio- 
nes resulta que lim,» t(x,) = b. 

II) Sean {Pa} y (q) dos sucesiones tales que p, % a, qu 7 4 para cada n, 
y que lim, pe Pa = lim, se qu = 8. Sean p = lim, su (pa) y q= limn se (Qa). 
Es fácil demostrar que p = q. En efecto, si p # q consideremos la nueva suce- 
sión (x) definida por 


Pe Sin es par, 
a f si n es impar. 


Entonces lím, ,. X, = a y por tanto el lim, „„ 1(x,) existe. Pero esto es im- 
posible, ya que los términos de (1(x,)) llegan a ser tan próximos a p y q como 
se quiera. Luego p = q. Llamemos y a su valor común. Demostraremos en 
Jo que sigue que el lím,..a 1(x) existe y coindice con y. Si no fuera así, existiría 
por lo menos un entorno N(y) tal que todo entorno N'(a; r) contendría algún x 
de S para el cual t(x) ¢ N(y). Para cada n = 1, 2, sea x, un punto en 
N'(a; 1n) N S para el cual 1(x,) ¢ N(y). Esto define una sucesión (X,) para 
la que lim, „X, =a, x, 7a. Pero para esta sucesión no es cierto que lim, „a f(x,) 
= y, contradiciendo lo probado antes. Por consiguiente lim,.,a 1(x) = y, con 
lo que el teorema queda demostrado. 


4-3 La condición de Cauchy. En la definición de limy.» 1(x) = b, se supuso 
que el valor b era conocido. El siguiente teorema nos proporciona una con- 
dición (llamada condición de Cauchy) que nos permite determinar si tal punto 
b existe, sin conocer de antemano su valor. 

Primeramente demostramos tal teorema para sucesiones y utilizamos luego 
el resultado para obtener un criterio análogo para funciones más generales. 

* En efecto, la condición de Cauchy establece que si los términos de una su- 
cesión se van aproximando a algo, se aproximan entonces unos a otros. Lo 
recíproco también es cierto. 

4—6 Teorema (Condición de Cauchy para sucesiones). Sea (x,) una suce- 
sión cuyos términos son puntos de Ej. La condición necesaria y suficiente 
para que la sucesión tenga un límite y; lim, „a X,= y, donde y es un punto 
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de Es, «s que para todo e > O exista un entero N tal que cualesquiera que 
sean n>N y m> N, se verifique |x, — Xa] < €- 


Demostración. Supongamos primero que lim, ,..X, = y. En tal caso, dado 
e> 0, existe un entero N tal que n > N implica |x, — y] < e/2. Pero tenemos 


a — ml = 106 = Y) + (Y — 0) SI, — y IH [Y — la 


así pues, si n y m son ambos > N, se deduce que |x, — Xp] < €. 

Para demostrar el recíproco, supongamos que se verifica la condición de 
Cauchy. Consideremos S = (Xy, Xy -  -). Si S es finito, todos los términos x, 
salvo un número finito de ellos deben ser iguales y entonces existirá y coin- 
cidirá con este valor común el lím,...xX,. Si S es infinito, la condición de Cauchy 
implica la acotación de S. 

En efecto, si tomamos e = 1, existe un entero N, tal que para todo n > N, 
es |x, — Xy] < 1. Esto significa que todos los puntos x, con índice # > N, 
permanecen en el interior de una esfera de radio 1 y Xy, como centro, Si M re- 
presenta el mayor de los números |x], ..., [Xy,l, entonces S queda interior a una 
esfera de radio M + 1, y centro en el origen. Según el teorema de Bolzano- 
Weierstrass, el conjunto S debe tener un punto de acumulación, sea éste y. 
Debido a la condición de Cauchy, S no puede poseer más que un punto de 
acumulación. Luego lim,» X, = y como queríamos demostrar. 


4—7 Teorema. (Condición de Cauchy para funciones). Sea Y una función 
definida en un conjunto S de Em, y tal que sus valores pertenezcan a Ey; 
y sea a un punto de acumulación de S. La condición necesaria y suficiente 
para que exista limu „a I(x) = b, donde b es un' punto de Ex, es que para todo 
€> 0, exista un entorno N(a) tal que si x e y pertenecen a N'(a) A S, 
sea 19) — M9) < e. 


Demostración. Supongamos Mm... I(x) = b. Elegido un e > 0, existe un 
entorno N(a) tal que para todo x € N'(a) n S se verifica (1(x) — b| < e/2, 
Si y pertenece también a N'(a) n S, entonces [1(x) — 1(y)| < I(x) — bl 
+ 1b—M(y)| < e 


Recíprocamente, supongamos que se cumple la condición expresada por 
el teorema, y sea N(a) el entorno que corresponde a e. Sea (X) una sucesión 
cuyos términos son puntos distintos de S de manera que x, # a y además 
que lim, ».X, = a. Existe entonces un entero my a partir del cual x, c N'(a) 
para todo 1 > ng y por tanto |I(x,) — fígJal < e para todo par de enteros 
m, n posteriores a my. Según el teorema relativo a la condición de Cauchy 
para sucesiones, esto significa que el lim, »« 1(£,) existe. En virtud de la parte (II) 
del Teorema 4-5 resulta finalmente que también existe lim, a f(x). Lo que 
demuestra el teorema. 
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4-4 Algebra de límites. Las reglas para el cálculo con límites vienen dadas 
en el teorema siguiente. 

4—8 Tuormma. Sean f y g dos funciones definidas en un conjunto S de En 
con valores en E, o en Ey. Sea a un punto de acumulación de S y supon- 
gamos que 

lim /()=4, Um g(a) = B. 


Entonces se verifica 
1) lim (f(x) + £(0) =A t B, 


II) tim f(x) g(x) = AB, 
II) limj()/g() = A/B si B #0. 


Demostración. Demostraremos tan sólo II), dejando las otras partes como 
ejercicios. Tomemos un e tal que 0 <e < 1. Sea «' un segundo número, 
0< + <1, que dependerá de e en la forma que luego se precisa. Elijamos 
un entorno N(a) tal que si x e N'(a) n S, se verifique 

10)—Al<e y ew- B <e. 


V= 14 + (3) — AA AL 
Hscribiendo f(x) g(x) — AB = (0) e) — B/(2) + B/(9) — AB, se tiene 
Ve — ABI < e — BI + BIV) — 41 
S (141 + 14 + BW = e (1A) + 181 + 1. 


Si elegimos e = e/(141 + BI + 1), vemos que I(x) g(x) — ABI< e siempre 
que xe N'(a) n S, lo que demuestra TI). 


45 Continuidad. En la definición del símbolo limy, t(x) = b, no es ne- 
cesario que la función esté definida en x = a. Además, en el caso en que 1 
está definida en x = a, el valor (a) no es necesariamente igual a b, si se ve- 
rifica t(a) = b, la función se lama continua en a. 


4—9 Dermución. Sean Y una función definida en un conjunto S de E, con 
valores en En y a un punto de acumulación de S. Decimos que Yes continua 
en el punto a si se cumplen las dos condiciones : 

I) 1 está definida en a, 

I) ln... 1(x) = Na). 

Si a mo es un punto de acumulación de S, decimos que Y es continua en a, 
cuando únicamente se verifique 1). Si Y es continua en todos los puntos 
de S, decimos que Y es continua en el conjunto S. 
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Conviene notar que siempre que f es continua en a, podemos escribir la 11) 
de la Definición 4-9 en la forma : 


lim t(x) = tim x). 


Asi pues, cuando tratamos con funciones continuas, el simbolo de limite 
puede intescamblane con el símbolo de función. Oteezvemos asimismo que 
la continuidad en a significa que para todo entorno N(l(a)), existe un entorno 
No) tal que Nia) n 5] c NM). 

A partir del álgebra de límites obtenemos inmediatamente el siguiente 
teorema ; 


4—10 Txorexa, Sean f y g dos funciones continuas en el punto a de E, y 
supongamos que los valores de f y g están en E, o en Ey. También son 
entonces continuas en a, f + g, f — g, y f - g. El cociente fg es también 
continuo en a con tal que g(a) + 0. 


Nora. Designamos por f + g, f — g, f-g y flg las funciones cuyos va- 
lores en x, son, respectivamente, f(x) + g(x), /(x) — g(x), f(g(x) y LO, 
El producto /-g no debe confundirse con la composición jg, definida mediante 
180) = He). 

Seguidamente damos un teorema relativo a la composición de f y g. 


4—11 Teorema. Sea Y una función definida en un conjunto S de E, y supon- 
gamos 1(S) C En. Sean además g una función definida en US) con va- 
lores en En y gl la función compuesta definida en S por la igualdad 
gtlx) = g[1(x)). Supongamos que se verifica: 

I) El punto a es de acumulación de S y Y es continua en a. 
II) El punto lla) es de acumulación de (S) y g es continua en Na). 


En estas condiciones la función compuesta gl es también continua en a; 
esto es, 
OS 


Demostración. Tomemos b= f(a). Entonces según II), a todo entorno 
N(g(b)] en E, corresponde un entorno N(b) en E. tal que si y e N(b) n 1(5), 
esg(y) e NIg(D)]. Para el entorno N(b) podemos encontrar un entorno N(a) en 
E, tal que si xcN(a) n S también f(x) e N(b). Combinando estos dos 
resultados, vemos que para todo entorno de g(b) = gíN(a)] = gl(a) en En 
existe un entorno N(a) en E, tal que si xc Na) n S se verifica que gl(x) 
<Níglla)). Lo que demuestra el teorema. (Ver Fig. 4-2 para el caso E, = 
=E= E, = E) 
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NOAKS 
Fig. 42. EI teorema 4-11 cuando Ep = Em m En = E, 


4-6 Ejemplos de funciones continuas. Consideremos S = Ej. Es un sen- 
illo ejercicio demostrar que las siguientes funciones complejas son continuas 
en Ej: a) las funciones constantes, definidas por /(x) = c para todo z en Ey, 
y 0) la función idéntica definida por f(x) = x para todo x en Ej. Aplicaciones 
reiteradas del álgebra de funciones continuas nos llevan a establecer la con- 
tinuidad de cualquier polinomio 

HA) = ap + ar H ad. H a, 
siendo los a, números complejos. 

Si $ es un conjunto en E, donde el polinomio f no es nulo, también 1// es 
continua en S. Por consiguiente una función racional g/f, donde g y f son 
polinomios, es continua en E, siempre que el denominador no se anule. 

Las funciones reales corrientes del cálculo elemental, tales como las fun- 
ciones exponencial, trigonométrica y logarítmica, son todas continuas sie 
pre que estén definidas. La continuidad de tales funciones elementales justi- 
fica el método usual en el cálculo de ciertos límites, que consiste en la susti- 
tución del valor límite de la « variable independiente »; por ejemplo, 

lime = e 
ra 

La continuidad de la exponencial compleja y de las funciones trigonomé- 
tricas es una consecuencia de la continuidad de las correspondientes funciones 
reales, (Ver Ejercicio 4-6.) 


4-7 Funciones continuas en conjuntos abiertos o cerrados. Las funciones 
que son continuas en conjuntos abiertos o cerrados tienen propiedades es- 
peciales de significación particular. Antes de comentarlas con detalle, será 
conveniente introducir cierta terminología adecuada. 


4—12 Dernvición. Sea Y una función cuyo dominio sea S y cuyo recorrido 
son T, y designen or Y un cubcompudo de T. Enisaberomós por ima- 
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gen inversa de Y originada por t, y la representaremos por 1-XY), 
el más amplio subconjunto de S que Y representa sobre Y, esto es, 
UY) = falze S, a) e Y). 

Nora. Sif tiene una función inversa 1-1, la imagen inversa de Y originada 
por f es la misma que la imagen de Y originada por 1-1, y en este caso no 
existe ambigúedad en la notación 1-1Y). 

4-13 Teorema. Sea Y una función con dominid S y recorrido T. Suponga- 
mos XCS e Y ET. Se verifica: 
1) Si X=1XY), es Y =8X). 
II) Si Y =1(X), es X c 1-UY). 

La demostración del Teorema 4-13 es una consecuencia inmediata de la 
definición de los símbolos 1-X(Y) y (X), y queda para el lector. Debe obser- 
varse que, en general, no se puede asegurar que Y = 1(X) implica X = 1-1). 
(Ver Figura 4-3.) 

Notemos que la proposición del Teorema 4-13 también puede expresarse asf : 

E ON 


4—14 Tronema. Sea Y una función continua en un conjunto cerrado S de 
Em, cuyo recorrido sea un conjunto T de En. Si Y es un subconjunto 
cerrado de T, la imagen inversa Y-KY) será un subconjunto cerrado de S. 


Fig Ad. Y MX) MUS) = X U Xa 


Demostración. Sea x un punto de acumulación de 1-1(Y). Entonces x 
también es un punto de acumulación de S y por tanto x e S, ya que S es ce- 
trado. Tenemos que demostrar que x e 1-X(Y) o, lo que es equivalente, que 
ts Y. Existe una sucesión (x,}, cuyos términos son puntos de 1-1(Y), tal 

x, =x. Por la continuidad en x, tenemos lim,» I(x.) = Ha). 
Tero cada punto KK e Y y, ya que Y es cerrado, el limite t(n) € Y. [<Por qué] 
Esto prueba que f-X(Y) es cerrado. 
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Observemos que la hipótesis de que S es cerrado es necesaria en el Teo- 
tema 4-14. Por ejemplo, si S es un conjunto abierto y si f(x) = a para todo 
x en S, entonces el recorrido de 1 es el conjunto cerrado {a 
la imagen inversa de un conjunto cerrado es un conjunto abierto, 


4—15 Teorema. Sea t una función continua en un conjunto abierto S de 
Em, y su recorrido sea un conjunto T de Ey. Si Y es un subconjunto 
abierto de T, la imagen inversa 1-X(Y) será un subconjunto abierto de S. 


Demostración. Demostraremos que f-XY) es una reunión de conjuntos 
abiertos. Supongamos que 
mey). 


Eniste entonces en Y un punto yo tal que yo = HE. Puesto que Y es 
abierto, hay un entorno N(y,) € Y. Si el radio de tal entorno es e, existe un 
8> 0 tal que para todo x en N(xy; 3) n S tenemos [(1(x) — f(x)! < e, lo que 
indica que f(x) e N(y,). El conjunto abierto N(x; 0) n S es, por tanto, un 
subconjunto de 1-X.Y), Pero la reunión de todos los conjuntos abiertos 
N(s4; 8) N S obtenidos al recorrer x, todo el conjunto I-X(Y) es exactamente 
el mismo 1-XY). Luego 1-1(Y) es abierto, y el teorema queda demostrado. 


Hemos visto ya que la imagen de un conjunto abierto en una transfor- 
mación continua no siempre es un conjunto abierto, El ejemplo en Ey, definido 
por la ecuación f(x) = tan”!(2), muestra que la imagen de un conjunto ce- 
rado en una transformación continua no es necesariamente cerrada, ya que 
transforma E, en el intervalo abierto (—/2, 2/2). No obstante, la imagen 
de un conjunto compacto en una transformación continua es siempre un con- 
junto compacto. Esto se demostrará en el próximo teorema. 


4-8 Funciones continuas en conjuntos compactos. 


4—16 Tuorrma. Sea Y una función continua en un conjunto compacto S de 
En, y supongamos que M(S) c Ex. Entonces NS) es un conjunto com- 
pado. 


Demostración. Sea F un recubrimiento abierto de NS), es decir 
NS) € U acr A. Tomemos en S un punto x. Entonces 1(x) pertenece por lo 
menos a une de los conjuntos abiertos de F. Designemos uno de estos conjuntos 
por Ay. Ya que Ax es abierto, existe un entorno N[I(x)] c Ay. Por la con- 
tinuidad, hay un entorno N(x) tal que 1(N(x) n S] c NI1(x)]. La colección 
de todos los entornos N(x) obtenidos al variar x en todo el conjunto S es un 
recubrimiento abierto de S. Ya que S es compacto, un número finito de entor- 
nos recubre a S, es decir S € N(4) U... U N(x). Ahora bien, se tiene 


MN (A) NS] E NADIE Ay (4=1,2,..-. $) 
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donde Ay, e F. De ahí se deduce que 1(S) € A, U-.. U Azp lo que de- 
muestra que 1(S) es compacto. 


4—17 Teorema. Sea Y una función continua en un conjunto compacto S de 
En, y supongamos que IS) c Es. Supongamos además que Y es uno a 
uno en S es decir que exista la función inversa 1-3, En estas condiciones 
12 es continua en NS). 


Demostración. Sea y un punto de acumulación de 1(S) y escribamos y = 
= lía e Yu donde cada yact(S). Pongamos x,=1"X(y,). El conjunto 
Ml Xp .-.) es un subconjunto infinito del conjunto compacto S y tiene, 
por tanto, un punto de acumulación en S, lamémosle x, Podemos elegir en 
la sucesión (x, otra sucesión {xt} de manera que lim, »„ x4 = x. Por la conti- 
nuidad de f, tenemos lim... I(x) = M(x). Por otra parte, lím,.,. I(x) = y, 
ya que la sucesión (1(%)) está contenida en (y,). Por consiguiente x = 1-1(y), 
Jo que significa que x es el único punto de acumulación del conjunto (Xy, xy, 
Luego podemos escribir lim, se Xa = X o lo que es lo mismo, lime e 11y.) = 
= Xy), que implica la continuidad de 1-1 en y. 


4-9 Aplicaciones topológicas. 


418 Demmeción. Ses $ combina en Sy swpongamos que s uno a uno e 
S, es decir que exista la función inversa 1-1, Entonces Y se denomina 
una aplicación topológica o un homeomorjismo si, además, 1-1 es continua 

en US). 


Una propiedad de un conjunto que es invariante en toda aplicación topo- 
lógica se llama propiedad topológica. Así, por ejemplo, el Teorema 4-16 nos 
dice que la compacidad es una topológica. 

Las aplicaciones topológicas son de particular importancia en la teoría de las 


Estas ideas serán consideradas con mayor detalle en el Capítulo 8. 


4-10 Propiedades de las funciones reales continuas. 


4—19 Deemción. Sea f una función real definida en un conjunto S de En. 
Se dice que f tiene un máximo absolulo en S si existe un punto a de S 
tal que 

KASHA), para todo x de S. 
Si aeS y hay un entorno N(a) tal que 
ASHA), para todo x de N (8) n S, 


y LOS CONCEPTOS DE LÍMITE Y CONTINUIDAD 


se dice que f tiene un máximo relativo en el punto a. (Los mínimos ab- 
soluto y relativo se definen análogamente, poniendo [(x) > [(a)) 


Las palabras «local » y «global » también se usan en lugar de « relativo + y 
«absoluto ». En general, una propiedad de un conjunto S que es descrita por 
medio de un entorno de un punto de S, es considerada como una Propiedad 
local de S ; la continuidad en un punto y la noción de máximo relativo son 
propiedades locales. Por otra parte, una propiedad relativa a un conjunto 
considerado como un todo se llama una propiedad global. Así pues, la conti- 
nuidad en un conjunto y la posesión de un máximo absoluto son propiedades 
globales. 


4—20 Trorema. Sea f una función real contínua en un conjunto compacio 
S de E, Existen un máximo y un mínimo absolutos de f en S. 


Demostración. En el Teorema 4—16 demostramos que f(S) es compacto. 
También, tenemos inf /(S) < /(x) < sup /(S) para todo x de S. Para demos- 
trar el presente teorema basta probar que todo conjunto compacto de nú- 
meros reales contiene susinf y su sup. Para conjuntos finitos esto es obvio. 

Sea A un conjunto infinito cerrado y acotado en E, y consideremos a = sup A. 
Para todo e > 0, existe un punto x en A tal que a—«<x < a. Esto sig- 
nifica que todo entorno de a contiene puntos de A distintos de a. Luego a 
es un punto de acumulación de A. Puesto que A es cerrado, a € A. Esto es, 
A contiene su sup. (Un razonamiento análogo es válido para el inf.) 


Los dos teoremas que siguen se refieren a propiedades de funciones reales 
continuas definidas en intervalos cerrados y acotados en Ey. El primero de 
ellos es una proposición muy importante e intuitivamente evidente que dice 
que si la gráfica de una función continua está por encima del eje ox en un 
extremo de un intervalo y por debajo en el otro extremo, debe cortar al eje 
en algún punto interior. 

4—21 Teorema (Bolzano). Sea f una función real continua en un intervalo 
cerrado [a, b) de E,, y supongamos que f(a) y 1(5) tengan signos dis- 
tintos, es decir f(a)/(0) < 0. Existe por lo menos un punto x en el inter- 
valo abierto (a, b) en el cual es (x) =0. 


Demostración. Para precisar, supongamos f(a) > 0 y K(B) < 0. Conside- 
remos. 


A= {rlre [a, b), (20). 


El conjunto A es un subconjunto no vacío de (a, b) (ya que a < A). Sea ¢ 
= sup A. Entonces a <c < b. [¿Por qué?] Demostraremos que f(c) 
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Si f(e) #0, existe unentorno N(c) tal queen cada punto x de N (c) los números 
Ha) y He) tienen el mismo signo. [¿Por qué?] Esto contradice la definición 
de c. [¿Por qué?) Se deduce pues que f(c) = 0. 


Una consecuencia inmediata del teorema de Bolzano es el teorema del valor 
intermedio para funciones continuas. 
4—22 Teorema. Si fes real y continua en un intervalo cerrado S de Ey, 


toma todo valor comprendido entre su máximo, sup [(S), y su mínimo, 
inf AS). 


Demostración. Consideremos [(x) = inf {(S) y f(x) = sup /(S), y supon- 
gamos inf [(S) < c < sup /(S). Aplicar el Teorema 4-21 a la función g, defi- 
nida (en el intervalo que une x, y x,) por la ecuación g(a) = /(2) — c. 

De este teorema se deduce que el conjunto de valores tomados por una 
función continua / en un intervalo cerrado S es otro intervalo cerrado, 
[inf 1(S). sup AS)]. (Si / es constante en S aquél será un intervalo degenerado.) 


4-11 Continuldad uniforme. Consideremos una función f continua en un 
conjunto S, es decir, que para cada punto de acumulación a de S, se verifique 
Timesa f(x) = f(a). Utilizando la terminología relativa a e y ð esto significa 
que dados e y el punto de acumulación a, existe un número ð > 0 (que depende 
de a y de e) tal que la acotación 0 <|x — a| < ð implica que [(x) — f(a)| < e. 
En general, no podemos esperar que para un e fijo sirva un mismo ò para 
lodo punto a. Esto, sin embargo, puede acontecer ; cuando es así, la función se 
llama wniformemente continua en el conjunto S. 


4-23 DEFINICIÓN. Sea t una función definida en un conjunto S de E, y 
con valores pertenecientes a En. Se dice que Y es uniformemente continua 
en S cuando se verifica que: 

Para todo e > 0, existe un 8 > 0 (que depende sólo de c) tal que para 
cualquier par de puntos x, y pertenecientes a S y para los que |x — y| < 
< ð, es Mx) — Uy) < s. 


Observemos que la continuidad uniforme es una propiedad relativa a todo 
el conjunto S, esto es, una propiedad global. Para hacer resaltar la diferencia 
entre continuidad en un conjunto S y continuidad uniforme en un conjunto S, 
consideramos los ejemplos siguientes. 

1. Sean S un intervalo semiabierto 0 <x < 1, y f una función definida 
para cada x de S mediante la fórmula [(x) = 1/x. Esta función es continua 
en el conjunto S. No obstante, demostraremos que j mo es uniformemente 
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continua en S. Tomemos e =10, y supongamos que encontráramos un ð, 
0< ð< 1, para satisfacer la condición de la definición, Tomando z = ð, 
y = 6/11, obtenemos 


Luego para esos dos puntos tendríamos siempre |f(x) — f(y)| > 10, en con- 
tradicción con la definición de continuidad uniforme. 

2. Consideremos ahora f(x) =x* si x € S, siendo S el mismo conjunto del 
ejemplo anterior. Esta función es uniformemente continua en S. Para probarlo, 
observemos que 


Wa) — HOM = Lat — 3" = M — y) (e + y) < Bie — yl 


Si |x — y| < ð, entonces |/(x) — f(y)! < 26. Luego, dado e, basta tomar 
ð =ef2 para asegurar que |f(x) — f(y)| < e para todo par x, y con tal que 
lx — yl < ð. Así pues, f es uniformemente continua en S. 

Un ejercicio instructivo es el de demostrar que en el segundo ejemplo / 
no es uniformemente continua en todo el eje real £}. 

Se deduce de la Definición 4-23 que la continuidad uniforme en un conjunto 
implica la continuidad en él. (El lector verificará esto. Ver Ejercicio 4-21.) 
La recíproca de esta proposición es también válida cuando el conjunto es 
compacto. 

4—24 Teorema (Heine). Sea S un conjunto compacto en En. Si es continua 
en S, también es uniformemente continua en S. 


Demostración. Dado un e > 0, cada punto a de S tiene asociado un entorno 
Na; »), con y dependiente de a, de manera que 


XEN(8; r) n S implica I(x) — Ma) < Ș- 
Consideremos la colección de todos los entornos de tamaño mitad N(a; 7/2). 
Estos recubren S. Puesto que S es compacto, un número finito de ellos tam- 
-bién recubren S, escribamos pues 


Sena 


En cualquier entorno de radio doble, M(ay; 15), es cierto que 


xcN(aj; n) N S implica [t(x) 


DISCONTINUIDADES DE FUNCIONES REALES 


Sea 26 el menor de los números 7, 7y » . » , 7w. Demostraremos que este d sirve 
en la definición de continuidad uniforme. 

Con tal objeto, consideremos dos puntos x e y de S, tales que |x — y| < ô. 
Según la discusión anterior, existe algún entorno N(ay; 74/2) que contiene x. 
Entonces (f(x) — (a) < $. Pero también tenemos 


r—al=10-0+ a) <3+ PsP + Em" 


Esto es, y e Nay; ra) n S. Por tanto, también [t(y) — f(a)| < $, y por con- 
siguiente, [1(x) — Iy)| < e. Lo que demuestra el teorema. 


4-12 Discontinuidades de funciones reales. 


4-25 Demmación. Si f es una función real definida en un intervalo abierto 
(a, b) de E, y c es un punto de [a, b), escribimos (c+) para indicar 
el límite a la derecha, Iim, s f(x), siempre que el límite exista. Sic e (a,b), 
definimos flc—) = lim, s- f(a) 


Es evidente que si la.función es continua en x, f(x+) =/(x—) = f(a) y 
recíprocamente, Un punto en el que f no es continua se llama una disconti- 
nuidad de f. Naturalmente, un punto x será una discontinuidad de / si ésta 
no está definida en x. Si / está definida en x, para que sea x una discontinuidad 
de } se ha de cumplir una de las condiciones siguientes : 


a) Si uno de los dos valores (x+) o f(+—) no existe. 
b) Si ambos J(x+) y /(x—) existen pero tienen valores distintos. 
Sit) =/(—) # fa). 

4-26 Derisición. Sea f una función real definida en un intervalo [a, b). 
Si flx+) le) eii enn plo intros la diferencia f(2) — fle—) 
se llama salto a la izquierda de f en x, la diferencia f (z+) — f(a) es el 
salto ala derecha de | en xy su suma, I(2-+) — [fs se denomina sallo 
de f en x. Si alguno de eslos tres números es distinto de O, se dice que x 
es una discontinuidad de salto de f. (Para los extremos a y b, se consideran 
únicamente saltos a un lado). Decimos que f es continua a la derecha 
de x si el salto a la derecha es igual a O, mientras que f es discontinua 
a la derecha bien si [(x+) no existe, SAA l a le dla e 720, 
(Una terminología análoga se aplica a la izquierda.) 

En el caso en que flx+) = fl=—) 4 f(x), el punto x también se lama 
una discontinuidad evitable, ya que la discontinuidad puede evitarse asignando 
a f en el punto x el valor f(++) = fl). 

Si es infinito (+ co o — co) uno de los límites, lime 169 o Mim Hd, 
se dice algunas veces que f tiene una discontinuidad infinita en 
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1. La función / definida por f(x) = x/Ix| si x 40, /(0) = A, tiene una 
discontinuidad de salto en x = 0, prescindiendo del valor de A. (Ver Fig. 4-4.) 


2. La función f definida por f(s) =1 si 290, HO) =0, tiene una dis- 
continuidad evitable en x = 0. 

3. La función f definida por f(z) = 1/x si x # 0, /(0) = 
continuidad infinita si x = 0. (Ver Fig. 4-5.) 


4. La función f definida. por fla) = sen (1/x) si x 40, (0) = A, tiene una 
discontinuidad en x = 0, prescindiendo del valor de A. En este caso, ni /(0+) 


ni [(0—) existen. (Ver Fig. 4-6) 

5. La función f definida por /(x) = x sen (1/x) si x #0, /(0) = 1, tiene 
una discontinuidad evitable en x = 0, ya que /(0+) = f(0—) = 0. (Ver Figu- 
ra 4-7,) 


A, tiene una dis- 


Fig, 4-4. Discontinuidad de salto. Fig 45. Discontisuidad Infinita, 


AME >A 


Fie. 47. Discootimidad evitable. 


Fig.46. Un caso en que (04) y 10) 
m, qse 0+) y 10) 


FUNCIONES MONÓTONAS 
4-13 Funciones monótonas. 


4—27 Dermción. Sea j una función real definida en un conjunto S de Ey. 
Si para todo par de puntos x e y de S, x < y implica f(x) < Hp), se dice 
que f es creciente (0 no decreciente) en S. Si x < y implica f(x) < f(y), 
se dice que | es estriclamente creciente en S. (Las funciones decrecientes 
se definen de manera análoga). Una función se llama monótona en S 
si es creciente en S o decreciente en S. 


Si y es una función creciente, entonces —/ es decreciente. Por este motivo 
en muchas cuestiones relativas a funciones monótonas es suficiente considerar 
tan sólo el caso de funciones crecientes. 

Vamos a demostrar que las funciones monótonas poseen siempre límites 
finitos a la derecha y a la izquierda, y, por tanto, sus discontinuidades (si 
existen) deben ser discontinuidades de salto. 


4—28 Teorema. Si f es una función creciente en [a, b), existen (xat) y 
1x0) para cada xo de (a, b) y se verifica 


10) < Mad < Maat) 
En los extremos ocurre f(a) < fla+) y Hb—) < (b). 


Demostración. Consideremos A = (f(zJla < x < xo). Puesto que f es cre- 
ciente, ese conjunto está acotado superiormente por f(x). Si ponemos c = sup A 
entonces c < f(x). Demostraremos que f(xy—) existe y que coincide con c. 
Para ello, tenemos que probar que para todo £ > 0 existe un ô> 0 tal que 
si xo — Ô < x < x se verifica [f(x) — e] < e. Pero ya que c = sup A, existen 
elementos f(x) de A para los que c — e < f(x) < e. Tomemos x, < 2 de manera 
que c— e < [(4)< c. Entonces para todo x de (z,, xe) se verifica también 
c—e< jla) Sc, y por tanto |/(x) — c| <e. Por consiguiente el número 
= xp — x tiene la propiedad requerida. (La demostración de la existen- 
cia de f(x+) y de que es > /(%,) es parecida, y sólo se precisan ligeras. 
modificaciones para los extremos.) 


4—29 Teorema. Sea f una función estrictamente creciente en [a, b). Tenemos 
entonces : 
1) La función inversa [71 existe y es estrictamente creciente en su 
dominio. 
II) Si f es continua en [a, b), f- es continua en [/(a), 1(0)). 


Demostración. Tan sólo necesitamos demostrar 1), ya que 11) se deduce 
inmediatamente del resultado más general del Teorema 4-17. Para probar 1),. 
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observemos ante todo que f es uno a uno, ya que es estrictamente creciente, 
y, por tanto, existe f~}. Para ver que f~? es asimismo estrictamente crecien- 
te, sean y, < ya dos puntos en el dominio de f-t. Hay entonces puntos %;, Xy 
en [a, bj tales que y, = /(4), Ya = /(x). No puede ocurrir que x, > xp, pues 
entonces también sería y, > Ja. Debe ser entonces x, < *p y esto significa 
que f~? es estrictamente creciente, 

El Teorema 4-29 nos dice que una función continua estrictamente creciente 
es una aplicación topológica. Recíprocamente, toda aplicación topológica de 
un intervalo (a, b) sobre un intervalo (c, d) debe ser una función estricta- 
mente monótona. La verificación de esto será un ejercicio instructivo para el 
lector. (Ver Ejercicio 4-31.) 


4-14 Condiciones necesarias y suficientes para la continuidad, Las fun- 
ciones continuas pueden ser caracterizadas de manera muy elegante si intro- 
ducimos una ligera modificación de las nociones de conjuntos abiertos y ce- 
rrados. 


4—30 Drrmución. Scan A y B dos conjuntos en En, siendo A © B. Decimos 
que A es cerrado con relación a B si todo punto de acumulación de A que 
istá en B es también de A. Decimos que A es abierto con relación a B 
si el complemento B — A es cerrado con relación a B. 


Es evidente que todo conjunto cerrado en E, es cerrado con relación a En, 
y todo conjunto abierto en E, es abierto con relación a Ej. Asimismo podemos 
afirmar que todo conjunto es a la vez abierto y cerrado con relación a sí mismo. 
Un conjunto que es abierto con relación a B, como es natural, no es necesa- 
riamente un conjunto abierto (con relación a Æ,). Sin embargo, un tal conjunto 
debe ser la intersección de B con un conjunto abierto. Esta afirmación, que 
será probada en el Teorema 4-31, está representada en la Figura 4-8. La 
región sombreada (que incluye el arco abe, a excepción de los extremos a y c) 
es abierta con relación a B. 


4—31 Teorema. Supongamosque AC B 
€ En. La condición necesaria y su- 
ficiente para que A sea abierto con 
relación a B es que A sea la inter- 
sección de B con un conjunto que 
es abierto con relación a En. 

Demostración. Consideremos A=B NS, 

donde S es abierto. Vamos a demostrar 

que B — A es cerrado con relación a B. Sea x un punto de acumulación 

de B— A que pertenece a B. Tenemos que probar que x € B — A, 

esto es, que xg A. Ya que xe B y A = B n S, basta demostrar que x ¢ S. 
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Pero x es también un punto de acumulación de E, — S, puesto que B — A 
= B — S € E, — S. Ahora bien, E, — S es cerrado, o sea x € E, — S, x ¢ S. 
Esto demuestra que A es abierto con relación a B. 

“Recíprocamente, sea A abierto con relación a B. Entonces A € B y tene- 
mos que encontrar un conjunto abierto S tal que A = B n S. Ahora bien, 
B — A es cerrado con relación a B, lo cual significa que los puntos de acu- 
alae B- A qhi ahit e H dabaa ena también en B — A. Esto es, 

los puntos de acumulación de B — A no pueden estar en A. Por tanto, si 
x e A, entonces x no es un punto te acumulación de B — A, y, por consiguiente, 
existe algún entorno N(x) tal que N(x) n (B — A) es vacio. Sea S la reu- 
nión de todos esos entornos N(x) obtenidos al variar x a través de 4. S es un 
conjunto abierto que contiene a A (por construcción). Luego A € B A S. 
Pero si x€ B N S existe un entorno N(y) tal que N(y) n (B — A) es vacio, 
donde yc A y xeN (y). 
Por lo tanto, x ¢ (B — A). Pero como x e B, debe verificarse x e B — ( B— A) 
= A. Esto demuestra que A = B N S, y el teorema queda así demostrado. 

Naturalmente, el Teorema 4-31 es también legítimo reemplazando « abierto » 
por «cerrado» cada vez que estas palabras se citan. Utilizando estos con- 
ceptos podemos dar la siguiente caracterización de las funciones continuas. 


4—32 Trorema. Sean Y una función definida en un conjunto S de E, y 
T = NS) un subconjunto de En. Entonces las tres proposiciones siguientes 
son equivalentes: 

a) La función Y es continua en S. 
b) Si Y es cerrado con relación a T, 1-UY) es cerrado con relación a S. 
e) Si Y es abierto con relación a T, 1-4Y) es abierto con relación a S. 


Demostración. Supongamos que a) sea cierta y sea Y cerrado con relación 
a T. Si x es un punto de acumulación de f-1(Y) que está también en S, vamos 
a demostrar que x e /-X(Y) o, lo que es lo mismo, que f(x) e Y. Existe una 
sucesión (xs), cuyos términos son puntos de f-1(Y), tal que lim... 34 = x. 
Puesto que xc S, por la continuidad tenemos lim,.. t(x) = 1(x). Pero cada 
Nx) e Y y el límite 1(x) e T ; luego t(x) e Y, ya que Y es cerrado con relación 
a T. Por consiguiente, a) implica b). 

Supongamos ahora que se verifica b) y sea Y abierto con relación a T. 
Entonces T — Y es cerrado con relación a T, y por tanto f-1(T — Y) es ce- 
trado con relación a S. Pero -(T — Y) = $ — 1-X(Y). (El lector verificará 
esta igualdad.) Por consiguiente, 1-1{Y) debe ser abierto con relación a S, y 
asi b) implica e). 

Finalmente, supongamos que se verifica c). Para demostrar que f es con- 
tinua en S, tomamos un punto a de S y sea b = f(a) el punto correspondiente 
en T. Para todo entorno N(b) debemos encontrar un entorno N(a) tal que 


xe Na) n S implique f(x) € N( 


Aroor — 6 
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Dado N(b), el conjunto T, = N(b) n T es abierto con relación a 7, y por 
tanto, en virtud de c), 1-X(7,) es abierto con relación a S. Por consiguiente, 
EXT) =S n U, donde U es abierto. Pero ae f-1(T,) luego a € U. Existe 
pues un entorno Vía) c U tal que Vía) n S € 1-XT;). (Ver Fig. 4-9.) Pero 
esto significa que si x e Vía) n S, entonces x € XT), o 1(x) € T, € MU). 
Luego f es continua en el punto a con lo que el teorema queda demostrado, 


Fig. 49. Demostración del Teorema 4-32. 


EJERCICIOS 


Nota. Mientras no se advierta lo contrario, todas las funciones de los ejercicios 
siguientes son reales. 


Limites. 
4-1. Demostrar las proposiciones (1) y (IIT) del Teorema 4-8. 
4-2. Calcular los siguientes limites (cuando existan) : 


y 
EE 
tes 
cuando S es cada uno de los siguientes conjuntos en Ej: 

I) S= (5 yy ar) (e #0). 
I) S= (w, y =ar) (0%0. 
1D) S= (7. YY =a (a #0). 

IV) S= Er 


rr 

b) üm 3 

d ES 
pan 


sideremos las dos 
1) Mon 1ye + A) — HO. 


1N) ln hfr + A) — fle — AL 0. 


4-3. Sea f una función definida en el intervalo (a, b) y supongamos x c (a, b). Con- 
igualdades 


a) Demostrar que 1) siempre implica 11). 
b) Dar un ejemplo en el que 11) sea cierta pero no en cambio 1). 


EJERCICIOS ss 
4-4. Consideremos las siguientes funciones definidas en E, : 


SS si (a, y) # (0,0), 10,0) = 0. 
D e n = 5 (e, 9) # (0.0), 10,0) = 0. 
©) He, 3) = sen (ay) 70, 10,9) =y. 
Ls ajase si (r 3) #00), 
sis=0óy=0. 
amn- si tgr ig 
Ha, 3) = cost ur 


En cada uno de los anteriores ejemplos, determinar si existen los siguientes límites 
calcular los que existan ; R 


lim (im f(x, y); m s: 7 
A A ARA A 
4-5. SI y es cualquier número real en [0, 1), demostrar que existe el siguiente limite; 
lima [Mm cos (mtrs), 


y que su valor es 0 6 1 según sea x irracional o racional. 


lim Ma) = b, 
xa 


es equivalente a las n igualdades 
mahea 0 


[rin 11409 — dal < 1163) — MU < Dif) — | 
2 


* Continuidad de funciones reales, 
AT, Sen] cts en [a, b] y fl) = O cundo yes scional. Demostas que fl) = 0 
para todo x en (a, b] 


4-8, Sea / continua en el punto a = de E,, Conservemos a, 6 4 
mms (de a vallide se o le ad 


860) = fa, ay a, an). 
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Demostrar que g es continua en el punto x = 4. (Algunas veces esto se expresa diciendo 
san ed continua de» vc “Gima respecto a cada variable separadas 


4-9. Probar mediante un ejemplo que la reciproca de la proposición establecida en 
el Fjercicio 4-8 en general no es cierta. 


4-10. Sean /, g y h tres funciones definidas en (0, 1] como sigue: 


Ud. e 
p: E E 


Demostrar que / no es continua en punto alguno de (0, 1 continua únics 
is Co a e os ua Bada a D 


4-11. Para cada x de [0, 1), tomemos /(+) = x si x es racional, y /(1) = 1 — x si 
y La y * 


continua únicamente en el punto x = 1, 
iS ls pul coplas an Ù y 1. 


4-12, Sea f definida e existe por lo menos un punto xy en F, 

enl t? da cuina, Sabio gais tambi que: para Lodo par de vans 20 y de 

E, 7 Satistace la ecuación 
Næ +y) = 10) +10), 


Demostrar que existe una constante a tal que f(x) = ax para todo x. 


eta, Sean fa fy 
Para cada x de 
aafaa 
4-14. Sen / una función definida y acotada en el intervalo cerrado S = o b). (Esto 
supongamos que /(S) es un conjunto acotado). Si 7 es un subconjunto de $, el nú- 
mero 


OAT) = sup (a) — fole € T, y€ T) 
se llama oscilación de f en T. Si x €S, la oscilación de / en x se define como el número 
la) = lim DAN Mn 5). 
Demostrar que este limite existe siempre y que o(s) = 0 si, y únicamente si, / es 
- continua en x. 


4-15. Sea f continua, b) y definamos g asi: g(0) = f(a), a<rsb 
[crios Y nm A a e 


4-16. Sea / continus en a, 3 S sea cl cuadrado en el plano sy dado pora < x < b, 
a $y <b. Delinamos gen S ad: gls, 1) = (6): para todo punto (s, 7) de S 
aÉ $y <b, ga, y) sen d valor máximo de / enel subintervalo x, y] de (0, 6). Si 
DA Demane que y e continas en 5 


EJERCICIOS o 


4-17. Sea f definida y continua en un conjunto cerrado S de E,, Consideremos 
A = (res, H) = 0- 
Demostrar que A es un conjunto cerrado, 


4-18. Sea / continua en un conjunto abierto S de €S, y que 
omar que celo toro N(x) tl que [0 S O paa todo x ex e 
pi EA 


4-19. Sea / continua en un intervalo cerrado (a, b). tiene un máxi- 
miia erT es an cent que debe Cl ul tro pasto e A T 
donde f tiene un mínimo relativo. 

4-20. Sea f una función definida en (0, 1] con la siguiente Para todo nú- 
mero real y, o no existe valor de x en [0, 1) para el cual /(s) = y, o hay exacta- 
mente dos valores de x en (0, 1] para los que f(s) = y. 

a) Demostrar que f no puede ser continua en (0, 1). 

b) Construir una función / que tenga la anterior propiedad, 

Continuidad uniforme. 

4-21. Demostrar que una función que es uniformemente continua en un conjunto S 
es también continua en S. 

4-22, Demostrar quel función / definida por 0 = + no es uniformemente conti- 
mua en Ey. 

4-23, Supongamos que / es uniformemente continua en un conjunto acotado S de En. 
Demostrar que | debe per acotada en S, esto es pimi apanga an 
M > 0 tal que |/(x)| < M para todo x de S. 

4-24. Sea f definida en un conjunto S de E, con valores en E, En lugar de utilizar 
la Definición 4-23, definamos la continuidad uniforme así: 

DEFINICIÓN. be pepe Geir pe fey rreperi p ee 

£ > 0, exito un 8 > 0 (que dependa solo de e) tal que siempre que x e y son dos puntos 

O de S de mada e EE os 

160) — 10) << 

Demostrar el teorema de Heine (Teorema 4-24) es también válido con esta de- 
fnición de costinaidad uniforme. m 

4-25. Sea f una función definida en un conjunto S de. supongamos que 1(S) e E, 

ainia en 1) con ale en E y dignas Zn 1 farc o 
porel) = pa) six eS. Si 1 esuniormenente continua en $ y g es uniforme- 

mente continua en f(* que g? es uniformemente continua en S. 

4-26. Probar mediante aplicación directa de la definición (sin utilizar el teorema 
de recubrimiento de Heine-Borel) que un polinomio es uniformemente continuo en todo 
intervalo finito cerrado de Ej. 


` Discontinuidades. 

4-21. Determinar y clasificar las discontinuidades de las funciones / definidas en E, 
por las ecuaciones siguientes: 
TE six #0, f0) = 0. 


Diman aam ESOO 
el Ha) = eile + sen 220, 0) = 0. 
3) fla) =1/0— ale) si z #0, f0) = 0. 
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4-28. Determinar los puntos de E, en los que cada una del las funciones de Ejercicio 
44 no es continua. 


Funciones monótonas. 

4-29. Sea / definida en el intervalo abierto (a, b) cada punto 

A pi 
una función creciente en todo punto. e DON 


4-30. Sea / continua en el intervalo cerrado (a, b que f no tiene ni 
pá AS tn pi AR rm me oue debo 
en la, 


4-31. j uao anno y costos a la 218 demostrar que / debe ser estrictamente 
monótona en (a, 5 “aplicación topológica de [a, b] sol 
vu Intervalo (6d) debe ser ia eee 
4-32. Sea / una función creciente definida en [a, b] y sean x}, xy, ..., x, 1 puntos 
en dl interior tales que a<x, < 1, < o. Ca < Èo 

8) Demostrar que DS, [/(% +) — Ara —)) < M6) — Hla+) 

b) Deducir de a) que el conjunto de las discontinuidades de / es numerable. 


CAPITULO 5 
DIFERENCIACIÓN DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL 


5-1 Introducción. La rama de las matemáticas conocida con el nombre 
de Cálculo Diferencial gira en torno de un proceso especial de límite, la di- 
ferenciación, que será considerado con detalle en este capítulo. Dos tipos dis- 
tintos de problemas — el problema físico de calcular la velocidad instantánea 
de una partícula móvil, y el problema geométrico de encontrar la tangente 
a una linea en uno de sus puntos — conducen de manera natural a la misma 
idea básica que contiene la noción de derivada. Aquí, no nos interesaremos 
demasiado por las aplicaciones de la diferenciación a la mecánica o a la geome- 
tría, y nos ceñiremos al estudio de las propiedades matemáticas generales de 
la derivada, Este capítulo trata de la diferenciación de funciones reales defi- 
nidas en E, y el Capítulo 6 tratará de las generalizaciones a E. 


5-2 Definición de derivada. Si / es una función definida en un intervalo 
abierto (a, b), para dos puntos distintos x y x, de (a, ë) podemos formar el 


cociente de diferencias 
1) — 1) 


1%. 


Conservemos fijo x y estudiemos el comportamiento de tal cociente al tomar 
x valores tan próximos a xy como queramos. 


5—1 Demvición. Sea f definida en un intervalo abierto (a, b), y supongamos 
que xpe (a, b). Se dice que f tiene derivada en x, siempre que existe el limite 


tim eted 


Este límite, que se escribe f'(xy), se llama la derivada de f en xo. 


Podemos pensar que el límite citado define, a partir de una función dada 
1, una nueva función f’, cuyo dominio está constituido por los puntos de (a, b) 
en los que f tiene derivada. La función f' se llama la derivada Primera de f. 
Análogamente la derivada n-ésima de f, que se representa por f", se define 
tomo la derivada primera de f*-), 4 = 2, 3, .... (Según nuestra definición, 
no tiene sentido considerar f" a no ser que /"-" esté definida en un intervalo 
abierto.) Otras notaciones con las que el lector puede estar familiarizado son 


ro = Di =H taonde y = f), 


u otras similares. La propia función / algunas veces se escribe /%, 
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5—2 Teongma. Si f tiene derivada en un punto xo de (a, b), es continua 
en to 


Demostración. Si xe (a, b), x H xp, podemos escribir 
160 — hrd LO a — r 


Aplicando el Teorema 4-8 II), encontramos lims». f(x) = f(x). Esto 
prueba el aserto. 
El próximo teorema nos proporciona una información más precisa sobre 


ei comportamiento de / en las proximidades de un punto en el que la derivada 
existe, 


5—3 Trorema. Si f tiene derivada en un punto interior xa de (a, Ù), existe 
un entorno N(x) y un número positivo M tal que x € N'(xp) implica (/(x) — 
— Hua) < Mix — xol- 


Demostración. Dado e > 0, hay un entorno N(xp) C (a, b) tal que 
ena) implica [109 pia < e. 


Si tomamos el entorno correspondiente a e= 1, podemos escribir 
Ll crena 


siempre que x € N'(x). La conclusión del teorema se deduce tomando M = 
=1 + |f. 


De las funciones para las que la con- 
clusión del Teorema 5-3 es cierta, se dice 
que satisfacen la condición de Lipschitz 
en xo Geométricamente, esto signi! 
que la gráfica debe quedar entre las dos 
«1ectas y — [(1o) = M(x — xo) e y — flo) 
= —Míx — xo) siempre que x € N'(xp). 
(Ver Fig. 5-1.) El número M, natural- 
mente, depende de xy. Las funciones que 
satisfacen la condición de Lipschitz en ze 
son automáticamente continuas en xy, pero la recíproca no es cierta. (Ver 
Ejercicio 5-1.) 


ALGEBRA DE DERIVADAS so 


53 Algebra de derivadas. El lector no tendrá dificultad en deducir el 
teorema siguiente utilizando las demostraciones corrientes del cálculo ele- 
mental. 


5—4 Tuoneua. Sif y g están definidas en (a, b), en todos los puntos en 
los que f y g admiten derivadas, las funciones f + g, f — g, y f » E tam- 
bién poseen derivadas. Esto también es cierto para la función fg en los 
Puntos x donde g(x) + 0. Estas derivadas vienen dadas por las fórmulas: 


ETEETA 
Vaate +r: 
OI = let — Hele (en los puntos en los que g(a) + 0). 


A partir de la definición vemos inmediatamente que si /(x) es constante 
para todo valor de x, f'(x) es siempre 0. Asimismo, si /(x) = x es f'(x) = 1 para 
todo x. La aplicación reiterada del Teorema 5-4 nos dice que si (2) = 2" (n en- 
tero positivo), la derivada f'(x) = n 3"! para todo x, Del mismo teorema de- 
ducimos que todo polinomio tiene derivada en todo E,, y toda función racio- 
nal admite derivada donde esté definida. 


5-4 La regla de la cadena. Un resultado bastante más profundo concerniente 
a las derivadas es la llamada regla de la cadena para la diferenciación de una 
función compuesta. 


5—5 TrorEma (Regla de la cadena). Sean f continua en un intervalo cerrado 
S y HIS) la imagen de S originada por f. Sea g otra función definida en 
18) y consideremos la función compuesta gf definida para cada valor x 
de S mediante gf(x) = gÍ/(x)]. Supongamos que x es un punto interior 
de S tal que yo = [(xo) es un punto interior de f(S). Admitamos, además 
que existan las dos derivadas f(x) y g'(yo)- Entonces gf posee derivada 
en Xo y su valor es F'(x))g (yo). Esto es, 


ENE = EU) (xa) 
Demostración. Tenemos que considerar el límite del cociente 
gh) — eliz) ES] 


cuando x tiende a xy. Como primer intento hacia la demostración, parece na- 
tural escribir 


Elle) — ello). eL/6o0) — eiad) Ma) — Had 
=n A 
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Si x + xo, el segundo factor del segundo miembro tiene como límite f'(x) y 
el límite del primer factor debería ser g'(/(x)]. Sin embargo, esto no es legi- 
timo pues el denominador f(x) — /(x) del primer factor podría ser cero en 
todo entorno de xp, y, por consiguiente, el primer factor sería indeterminado 
en tales puntos x. Por tanto, es necesario un razonamiento más preciso. 
Escribamos yo = (xa) y definamos una mueva función h como sigue : 


IS 
Entonces tenemos lím,., h(y) = 0 a causa de la supuesta existencia de g'(yo). 
Luego h es continua en Jo. Ahora bien, A está definida en todo punto de /(S) 
y, por tanto, tiene sentido considerar la función compuesta Af. Puesto que / 
es continua en x y h lo es también en yo = f(x), el teorema de la continui- 
dad de las funciones compuestas (Teorema 4-11) nos dice que 

lim dla) = A xo)) = Alyo) = 0 


Tomando y = f(x) en la definición de h, podemos escribir 


mo = HEO yp, Si ye 


8H) — giya) = Aia) + e'O) — va. 


y esta igualdad subsiste incluso si f(x) = Jo. Ahora bien, conservemos x + to 
y dividamos ambos miembros por x — x, para obtener 

de= e gi + pon LL. 
Estamos ahora en condiciones de considerar el límite cuando x > xp. El segundo 
factor del segundo miembro tiene como límite /'(x,) y antes hemos visto que 
Jim, +, h/(2) = 0. Luego el primer miembro tiene por límite £'(ya) / (o), como 
deseábamos demostrar. 


5-5 Derivadas laterales y derivadas infinitas. Hasta ahora, el decir que 
/ tenía derivada en xa ha significado que x, era interior a un intervalo en 
el que f estaba definida y que el límite /'(x,) era finito. Es conveniente exten- 
der el alcance de nuestras ideas con vistas a la discusión de las derivadas en 
los extremos de los intervalos. También es deseable introducir derivadas 
infinitas, de manera que la interpretación geométrica de derivada como la 
pendiente de la recta tangente sea válida aun en el caso en el que la tangente 
sea vertical. Debido a que en tal caso no podemos probar que f es continua 
en xp, exigimos explicitamente que lo sea. 


FUNCIONES CON DERIVADA NULA a 


5—6 Dermicióx. Sea f definida en un intervalo cerrado S y supongamos 
que [ es continua em el punto xa de S. Se dice que f tiene derivada a la 
derecha de xy si el limite a la derecha 


11. 


existe y es finito, o si es + co 0 — co. Este límite se expresa con la notación 
Fu(xa). De forma análoga se define la derivada a la izquierda y se repre- 
senta por f'(x). Además, si x, es un punto interior de S, decimos que | 
tiene la derivada f'(x) = + co si las dos derivadas a la izquierda y a la 
derecha de x, son + co. (La derivada f (xy) = — o» se define análoga- 
mente.) 


Es evidente que f tiene derivada en xy si, y unicamente si, /, (xp) = f. (xa) 
en cuyo caso f', (xo) = /' (xa) = f'(x). 

La Figura 5-2 ilustra alguno de estos conceptos. En el punto x, tenemos 
f(x) = — <=. En xy la derivada a la izquierda es O y a la derecha es —1. 
También, f(x) = — o, f(x) =—1, heje +, P)=+e y 
1 (xp) = 2. No existe derivada (ni a un lado ni al otro) en z, ya que / no 
es continua allí. 


a 2 a k 
Fig 52. Derivadas laterales y derivadas infinitas. 


5-6 Funciones con derivada no nula. 


5—7 Teorema. Sea f definida en un intervalo abierto (a, 5) y supongamos 
que en algún punto xa de (a, b) tenemos f'(x) > O o (xo) = + co. Existe 
entonces un entorno N(x,) © (a, b) tal que para cada x de N'(z,) se veri- 
tica flx) > fa) si 2> xo y fl) < Hr) si 2< xp 
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Demostración: Supongamos que j'(x,) sea finita y positiva. Para todo 
£> 0 existe un entorno N(x) € (a, b) tal que 


xcN'(so) implica [EHe -rejse 
Tomemos el entorno correspondiente a e= }/'(x,). Entonces si x e N'(xı), 


tenemos 


-irio < -A -paj <i rod 


ron 


10), 


a) 


o< grw < <3ru. 


=n 


Luego en este entomo el cociente [/{x) — f(xa)] /(x — xa) es positivo. Pero 
esto implica que f(x) — f(xo) tiene el mismo signo que x — zo- 
Si f(x) = + «o, habrá un entorno N(x) tal que 


taAa a, siempre que x € Na 


En este entorno el cociente es también positivo y la conclusión se deduce como 
antes. 

Un resultado análogo al del Teorema 5-7 es legítimo, naturalmente, si 
Fx) < 0 ó f'(x) = — «> en algún punto interior de (a, 5). 


5-7 Funciones con derivada nula. Podemos utilizar el Teorema -5-7 para 
obtener el siguiente resultado importante que pone de manifiesto una co- 
nexión entre las derivadas y los máximos y mínimos relativos. 


5—8 Tuorema. Sea f definida en un intervalo abierto (a, Ù) y supongamos que, 
| posea un máximo o un mínimo relativo en un punto interior x de (a, b). 
Si f tiene derivada en xp, entonces f'(x) debe ser 0. 


Demostración. Si f'(x) es positiva o + æ, f no puede tener ni máximo ni 
mínimo relativo en x, a causa del Teorema 5-7. Por lo mismo, / (xy) no. puede 
ser negativa o — œ. Pero, debido a que existe derivada en xp la única 
posibilidad es f'(x.) = 0. 


El recíproco del Teorema 5-8 no es cierto. En general, el conocimiento de 
que f'(x) = O no es suficiente para determinar si / tiene un máximo o un mínimo 
en xo Efectivamente, puede ser que no exista ni uno ni otro, como puede 
verificarse con el ejemplo en que 6) = prame En este caso /'(0) = 0 
pero f es creciente en todo entorno de 


TEOREMA DE ROLLE 03 


Además, hay que hacer notar que / puede tener un máximo o un mínimo 
relativos en xy sin que f(x) se anule. Por ejemplo, la función /(x) = |x| tiene 
un mínimo en x=0 pero, naturalmente, no posee derivada en x=0. El 
teorema antes demostrado (5-8) supone que f debe tener derivada (finita o 
infinita) en Xy. Asimismo xy debe ser un punto interior de (a, b). En el ejem- 
plo f(x) = x, a < x < b, f alcanza su máximo y su mínimo en los extremos 
pero f'(x) no se anula nunca en (a, b]. 


5-8 Teorema de Rolle. Pensando en la representación geométrica es evi- 
dente que una curva suficiententente + regular » que corta al eje ox en los dos 
extremos de un intervalo (a, 5] debe poseer un « punto de viraje» en algún 
punto comprendido entre a y b. Un teorema de gran importancia en cálculo, 
conocido como el teorema de Rolle, precisa este hecho. Está contenido en la 
parte 1) del siguiente teorema. 

5—9 Teorema. Sea funa función definida en un intervalo abierto (a, b) y ad- 
mitamos que tiene derivada (finita o imfinita) en cada punto interior. 
Supongamos también que los dos límites fla-+) = limsa f(x) y (0) = 
= lím,- [(x) existen (y son finitos). Entonces tenemos : 

a. Si fla+) = -y existe por lo menos un punto interior xy de (a, b) 

en el que f'(x) = 0. 

m) Sifo) +0 en todo punto x de (a, b), f es monótona en (a, 6). Con más 
es estriclamente creciente si j(a+) < [(0—) y estrictamente 

decreciente si iat) > 10). 


Demostración. La Len a que / es continua en el intervalo (a, b). 
Definamos una nueva función 


ela) a) si Er gla) = fla+), g) = M6). 


De este modo g es continua en el intervalo cerrado (a, 5] y por tanto alcanza 
su máximo M y su mínimo m en algún punto de [a, b). Si f(x) no se anula 
en (a, b), el Teorema 5-8 nos dice que los valores extremos de g no pueden ser 
alcanzados en puntos interiores. 

Para demostrar 1), supongamos que fle+) = f(b). Si F(a) 40 para todo 
punto x en (a, b), se debe verificar m = g(a) = g(b) = M (según las obser- 
vaciones precedentes). Esto implica que f es constante en (a, b). Por consiguien- 
te, la no anulación de f en (a, b) es incompatible con la igualdad f(a+) = f(9—). 
Esto demuestra 1). 

Para probar IT) supongamos que f'(x) + O para todo xen (a, b) y que f(a+) < 
< [(6—). Entonces m = g(a) < g(5) = M, y, por tanto, g(a) < g(x) < g(b) 
para todo x de (a, b). Tomando un valor fijo de z, ¥ = 3, a < 3 < b, y apli- 
cando el mismo razonamiento al intervalo cerrado (x;, b), encontramos que 


e) <e) <et) dl n<r<b 
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Pero esto indica que f(x) < f(x) siempre que a < x, < x< b. Luego f 
es estrictamente creciente en (a, b). (Si fía+) > f(b—), el razonamiento es 
el mismo.) Esto demuestra TI). 


5-9 El Teorema del Valor Medio del Cálculo Diferencial. Uno de los ins- 
trumentos más útiles del cálculo diferencial es el Teorema del Valor Medio. 


5—10 Teorema (Teorema del Valor Medio del Cálculo Diferencial). Sea f una 
función definida en el intervalo cerrado (a, b) y supongamos que f posee 
derivada (finita o infinita) en cada punto interior. Supongamos además 
que los límites fla+) y [(6—) existen y que satisfacen la condición 


10) — Ha4) = 160) — 10=)+ 
Existe entonces por lo menos un punto interior x, de (a, b) tal que 
10) — Ha) = Fadi — a). 

Nora. La condición f(a) — J(a-+) = /(b) — /(b—) significa que el salto a 
la derecha de a y el salto a la izquierda de b deben tener la misma magnitud 
pero signos opuestos. En particular dicha condición se satisface si / es conti- 
nua en ambos extremos. 

Geométricamente, el Teorema 5-10 establece que en una curva suficiente» 
mente «regular» que une dos puntos A y B existe una tangente que tiene 
la misma pendiente que la cuerda AB, 

El Teorema del Valor Medio se obtendrá como corolario del siguiente teo- 
sema más general. 


5—11 Trorrma (Teorema generalizado del Valor Medio). Sean f y g dos 
funciones definidas en el intervalo cerrado (a, b) y supongamos que cada 
una de ellas tenga derivada, finita o infinita, en todo punto interior. En 
los extremos, supongamos que existen los límites fla+), H{b—), gla+) y 
g(b—) y que satisfacen la relación 
1) [fa+) — M0) igla) — £(0)] = La) — H(0)) Lela+) — g(9=)). 
Existe por lo menos un punto interior x, de (a, b) tal que 
1) fdl — ela) = g'i) — Ka). 

Nora. La hipótesis I) queda automáticamente si / y g son ambas continuas 

en los extremos de [a, b). Si g(x) = x resulta el Teorema 5-10. 

Demostración. Six e [a, b), sean Flx) = flx)íg(0) — gla)i y Glx) = gla) 

1100) — fla). Si existe en (a, b) un punto c en el que F'(c) y G'(c) son ambas 

+ o ambas —co, la igualdad IT) es cierta para xy = c, tomando ambos 

miembros el valor +o o el —e<. Supongamos que para ningún z de (a, b) 

F'(a) y G'(x) tomen ambas el valor + o el eo, y consideremos h(x) = 

=F (1) — C(a). Entonces h tiene derivada (finita o infinita) en cada z de (a, 5) y 
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h(a+) = h(0—). En virtud del Teorema de Rolle, debe ser /'(x,) = o para un 
cierto x, interior a (a, 5), y esto demuestra II). 

Nora. El lector debería interpretar geométricamente el Teorema 5-11 re- 
firiéndolo a la curva plana representada por las ecuaciones paramétricas 
z= gii), y = j), a <t <b. 


Hemos visto ya en el Teorema 5-9 que / debe ser monótona en (a, b) si / no 
es nunca nula. El mismo resultado puede obtenerse como consecuencia inme- 
diata del Teorema del Valor Medio. 


5—12 Teorema. Sijes continua en (a, b) y posee derivada que toma única- 
mente valores positivos (finitos o infinitos) en el interior, f es entonces 
estrictamente creciente en [a, b). Si f' toma únicamente valores negativos 
(finitos o infinitos) en (a, b), } es estrictamente decreciente en [a, b). 
Si f'(x) = O en todo punto x de (a, b), f es constante en todo [a, b). 


Demostración. Si aplicamos el Teorema del Valor Medio a un intervalo 
arbitrario [x xa] de a, b], encontramos 
Had — Ne) = Platos =), donde sac (2y 2). 

“Todas las proposiciones del teorema se deducen inmediatamente de esta 
igualdad. 

Aplicando el Teorema 5-12 a ia diferencia /— g, vemos que cuando dos funcio- 
nes f y g son continuas en (a, b) y sus derivadas son finitas e iguales en cada 
punto interior, las dos funciones / y g difieren en una constante en todo el 
intervalo (a, b). 


5-10 Teorema del valor intermedio para las derivadas. En el Teorema 4-22 
del capítulo anterior hemos probado que una función / continua en un inter- 
valo cerrado [a, 6] toma todos los valores comprendidos entre su máximo y 
su mínimo en dicho intervalo. En particular, f alcanza todos los valores com- 
prendidos entre f(a) y /(2). Un resultado parecido demostraremos ahora para 
las funciones derivadas. 


5—13 Teorema. (Teorema del valor intermedio para las derivadas). Supon- 
gamos que f está definida en el intervalo cerrado [a, b) y que tiene deri- 
vada (finita o infinita) en cada punto interior. Supongamos también 
que | tiene derivadas laterales finitas en los extremos f',(a) y (LB) y que 
Lula) + 1.40). En tal caso, si c es un número real comprendido entre 
fala) y 1-10), existe por lo menos un punto interior x tal que P(x) = c. 

Demostración. Definamos una mueva función g como sigue : 
PCIA 


2 z+0 g= flo 
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Esta función g es continua en el intervalo cerrado [a, b). Según el teorema del 
valor intermedio para las funciones continuas, g toma todos los valores com- 
prendidos entre f (a) y [1(5) — H(a)] (2 — a) en el interior de (a, 2). En virtud 
del Teorema del Valor Medio, tenemos g(x) = f'(x,) para algún x en (a, 2) 
siempre que z e (a, b). Por consiguiente / toma todos los valores comprendidos 
entre f'(a) y [K(0) — H(a)]/(0 — a) en el interior de (a, b). Un razonamiento 
semejante aplicado a la función h, definida por 


ES ln CI ON 


demuestra que /' toma todo valor comprendido entre (X(5) — f(a)]/(b — a) 
y f(b) en el interior de (a, b). Combinando estos resultados, vemos que /' 
toma todos los valores comprendidos entre /', (a) y f(b) en el interior de (a, 0), 
y esto demuestra el teorema. 


Nora. El Teorema 5-13 es aun válido si una de las derivadas laterales 
fla), f'(b) o ambas, son infinitas. La demostración en este caso se consigue 
considerando la función auxiliar g definida mediante la ecuación g(x) = 
162) — ex, si x e [a, b). Los detalles se dejan al cuidado del lector. (Ver Ejer- 
cicio 5-22.) 


5-11 Fórmula de Taylor con resto. El Teorema del Valor Medio ha sido ya 
interpretado geométricamente, pero existe otro aspecto del teorema que tam- 
bién nos ayuda a comprender su significado. 

Si f es continua en (a, b) y tiene derivada en cada punto interior, dado x 

en (a, b), podemos escribir 


Ha) = Ha) + File — a), donde a < s, < +. 


Esta igualdad dice que la cantidad /(xp) (x — a) mide el error cometido 
cuando (x) es aproximado por /(a). Desgraciadamente, el Teorema del Valor 
Medio no nos indica cómo puede calcularse xa; dice simplemente que a < xy <. 
Si x no está muy alejado de a, [f(x) — f(a) /(œ — a) será aproximadamente 
rd f'(x) será aproximadamente igual a f'(a), y por consiguiente 
la igualda 

10) = Ha) + rla) — a) 


debe ser aproximadamente correcta cuando x — a es pequeño. Esto significa 
que f es aproximadamente una función lineal en las proximidades de a. El teo- 
Tema de Taylor nos dice, con más generalidad, que f puede aproximarse median- 
te un polinomio de grado # — 1 si f" existe en (a, 5). La importancia de 
este teorema radica en el hecho de que nos proporciona una expresión il 
del error cometido por esa aproximación. 


FÓRMULA DE TAYLOR CON RESTO o 


5—14 Teorema (Taylor). Sea | una función que tiene derivada n-ésima finita 
{P en todo el intervalo abierto (a, b) y supongamos que [0-0 es continua en 
el intervalo cerrado [a, b). Consideremos un punto xa e [a, b). Entonces, 
para todo x de [a, b), x + xo existe un punto x interior al intervalo que 
une x con Xy tal que 


Em A e ae 


El teorema de Taylor se obtendrá como consecuencia de un resultado 
ande estr 26 e mas rtean Qsta dl ct e le ML 


10) = Hd + 


5—15 Tuormua. Sean / y g dos funciones que poseen derivadas seésimas 

y g" en el intervalo abierto (a, b) y las derivadas de orden n — 1 

Elan a al Si seal pl. Tomemos un punto xo c (a, b); 

Entonces, para todo x de [a, b), x + xy, existe un punto x interior al 
intervalo que une x con x tal que 


pe 
[a mo 


Nora. En el caso especial en que g(x) = (x — 19)", tenemos g™ (x,) = 0 
para 0 <k<n—1 y g” (x)= nl. Este teorema se reduce entonces al 
teorema de Taylor. 

Demostración. Para simplificar, supongamos que xp < b y que x> ze 
Mantengamos fijo x y definamos dos nuevas funciones F y G de la siguiente 
manera : 


te = mat eee) 


- ron 


FO0=10+ Eno 


CES E 


para cada £ en (xp, x). Estas funciones F y G son continuas en el intervalo 
cerrado [Xp x] y tienen derivadas finitas en el intervalo abierto (a, x). Por lo 
tanto, podemos aplicar el Teorema 5-11 y escribir 


Fl) (Ga) — Gla) = G(x) LF) — Fis], donde 7, € (so, 2). 
Esta igualdad se transforma en la: 
a Fx) (els) — Gid) = C'i) Vo) — Fl). 
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ya que G(x) = g(x) y F(a) = f(a). Si, ahora, calculamos la derivada de la suma 
que define F(/), teniendo en cuenta que cada término de la suma es un produc- 
to, encontramos que todos los términos se destruyan salvo uno, y nos resulta 
lo 


PO 


Análogamente, obtenemos 


le 
T= 


CH= 


Si ponemos £ = x, y sustituimos en a), deducimos la fórmula del teorema, 


Ejercicios 
En los siguientes ejercicios suponemos, donde sea preciso, un conocimiento de las 
toral paca la diferdaciación des funciones elementales tigonómellcas,exponencia: 
les y logaritmicas. 
5-1. Se dice que una' función / satisface una condición de Lipschitz de orden a en rọ 
si existe un número positivo M (que puede depender de x,) y un entorno N(s,) tal que 


xeN so) implica (2) — Haa) < M(x — a. 

a) Demostrar que una función que satisface una condición de Lipschitz de orden a 
es continua en x, si « > 0, y tiene derivada en 7, sia > 1. 

b) Dar de una función que satisfa condición de Lipschitz de orden 1 
e h pa ial pg po eta Taen a 


5-2, En cada uno de los casos siguientes, determinar los intervalos en los que la fun- 
ción f es creciente o decreciente y encontrar los máximos y mínimos (si existen) en el 
Conjunto en ei que cada / está definida 


a) f) mt ar +, eE, 
D) Hla) = log (9 — 9), PED 
o) fa) = th — 1) ossi 


8) fa) = (ena) six #0, 0) =0, OSI Sne 
5-3. Encontrar un polinomio / de menor grado posible tal que 
lsa Mea Peet fedde 
* siendo x, Y Xy Y Ay 24, dy, b, números reales dados. 
5-4. Definimos / de la siguiente manera : 


Ha) = ete si x 40, f(0) = 0. Demostrar que 


a) es continua para todo z. 
b) f(W es continua para todo x, y que fW9(0) =, (n = 1, 2, ). 


EJERCICIOS o 


E LEE E ali 0) e MO 0 E E TN 
a AO mew QA 


Demostrar que 
a) pla) =—1/8 cos (1/0, si x %0; 110) no existe, 
b) g'(x) = sen (1/3) — 1/x cos (1/3), si x #0; (0) no existe, 
€) A(x) = 2w sen (1/9) — cos (1/9), si x 405 +0) =0; 


la h'(x) no existe 
5-6. Obtener la fórmula de Leibnitz para la derivada n-ésima 
dos funciones f y £: para lim un producto h de 
Ma) = 3 Jiman- donde (X) = ¿ap 
5-7, Dadas dos f doin que poseen derivadas terceras finitas /”( 
1n) para todo 4 en Es, EAN pci dense fas m ide 
des a) ON €) y d) son válidas en 
a) PANA) + le = 0. 
D) FIFA) — PGH) — EI) = 0- 


La atele” w) Ew 
TA? na 


o Taala) ew ale 
sota La expresión que aparece en el primer miembro de d) se Iama la derivada 
e) Demostrar que / y g tienen la misma derivada Schwarziana si 
ln) = Lafin) + b) /Te/) + d), donde ad — be 40. 
(Indicación : Si e #0, escribir 
(af + D)/lel + d) = (afe) + (be — ad)Jíclel + d)], y aplicar d).) 


Ga 


3 oy. 


peči Dudas cuatro funciones f E £ ue poseen derivadas en (a, 4). Definida F 
|rt) ala) 
Be el 
a) Demostrar que Pro) exista: para todo sen (a; 1) y que 
Led Fo] Ae h 

ls cl les el 


- b) Establecer y demostrar un resultado más general para determinantes de orden s. 


rw = | 


si xe (a, 8) 


Ff)= 
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5-9. Dadas n funciones f, f admitiendo cada una derivada de orden n en 
la. Vea tan W. Mais Irene de flo ae Geo como aigue: Fasa 
cada y de (a, 8), Wia) esel valor de determinante desde cayo cemento perteneciente 
a la fila A y a la columna m es /27" (1), donde k = 1, 2, ..., mym=1,2,...,m [En 
Ingar de los términos /Na) se escribe fa(2)] 


a) Demostrar que W(x) puede obtenerse reemplazando la última fila del determinante 
que define W (x) por las derivadas n-ésimas (Wa), f(x). ... . Aa) 

b) Suponiendo la existencia de n constantes c, cy. , cp, no simultáneamente nulas, 
tales me ahla) + chla) + > + fala) = oi pa “todo"y de (a, b), demostrar que 
Wis) = 0 pata cada w'en (a, bj- 

Nora. Un conjunto de funciones que satisfacen una tal relación se llama un conjunto 
linealmente en (a, Da 
cs) anulación del Wronskiano en todo el intervalo (a, b) es necesaria, pero no su 

dependencia lineal Demostrar caso j- 
e: P odiano se amaia en Lodo alero (a, O) y de ilas no se anula 
en (a, 8), entonces forman un conjunto linealmente en (a, b). 

5-10, Dada una función / definida en el intervalo (a, 2), con derivada finita en él y 

tal que lim (s) è +. Demostrar que lim /'(s) o no existe o es infinito. 


A Demostrar que lafómnla del Teorema del Valor Medio puede ceba 
la forma siguiente 


MEDIO pla + 0h), donde 0< 0< 1 


Determinar 9 como una función de x y A cuando 


a) f(a) mat, e, 
c) a=, d) f) mogn  1>0 


Mantener fijo x #0, y calcular lim 0 en cada caso. 


¡Enel Teorema 6-18 cole fl > at = 2a = at A AT ele d wa 
i Demain a n )1/Ce(1) — elo) 


10-10 _f 
BES. cnch 


a ad 


a) fa) =se, gl) =cosx; b) (e, ge 


¡Puede encontrarse una clase general de tales pares de funciones f: las 
dalga siempre (a £ 0/2 de manera que los doa ejemplos a) y b) pertenezcan a dicha 
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5-14, Dada una función definida y con derivada f finita en el intervalo semiablerto 


PENE An EOI. TALES 2, 3, --- , y demostrar 


5-15. Suponiendo que f tiene derivada finita en cada punto del intervalo abierto 

E 9. us exite ii. f(n) yes finito e un punto interior x,demostra que el va- 
"ese límite debe ser f(x. 

516, Sea una función continua en fa. b) con derivada finita f” en todo e intervalo 
(a, b), excepto acaso en xp. Si el lim os, / (2) existe y vale A, demostrar que debe también 
existir f(r) y que toma el valor A. 

5-17. Sea f continua en (0, 1), 0) = 0, f'(x) finita para cada x de (0, 1). Probar que 
tancia reciente en (0, Y amien lo vola fanin g definida meant a ecua- 

e) = Hais 

ES. Sea A un número positivo fijo. Demostrar que no existe función alguna que 
satisfaga las tres condiciones siguientes: f(x) para x > 0, 70) = 0, (4) 2A 
para 7 > 0. 

5-19. Suponiendo que / y g tienen derivadas continuas, utilizar el Teorema del Valor 
sao para deducir la reía dela cadena de diferenciación de 1a función compoesta gf, 
ra) existe (y es finita) para todo xen (a — 4, a +A), y si / es 
+ A), demostrar que se verifica: 


G] 


continua en la — 

Nath) Ha 
E 

yy AAA — 20) + Ne =) 


mfia toh fao 00c 


=p +) 


9) Si /'(0) existe, demostrar que 


ro = iim EEA = 
i 


m) 0<A<L 


4/02, 


d) Dar un ejemplo en el que el límite del cociente que aparece en c) exista pero en 
i) plo ) 
$21. Sen / una función con desiveda finita en (e, 8) tac (a, 
15 ) genpongamos que se cla 1 


guiente Para todo e > 0 PON 
STE nica de e y 10 de zo tal que d ae Niro: 8), e, enc 


-rw <e 


Demostrar que /' es continua en (a $ teata colón va todo aterrado 6 ON 


5-22. Demostrar el Teorema 5-13 si una de las derivadas / (a), f'(b) es infinita o 
lo son ambas. 


~ 5-23, Dar un ejemplo de un par de funciones f y g que tengan derivadas finitas én 
(0, 1), tales que 


i atia 
so g) 


pero en cambio que limn (+) no exista, eligiendo ç de tal manera que (1) no sea 
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A at ns 


da ns | y £ gua fon ts mins fs en 1) Su 
Algo pomos mf pei 


punto interior, 
mes CGH EROS ++ = gil) = O, pero que gn) no 


lim L()_ (016) 
ION 
Nora. Se supone son continuas en 4. [Indicación : Poner F(s) = 
ieie 139 "definir G de manera parecida y aplicar el Teo- 


is D Y 
5-25. Demostrar que la a i teorema de Taylor puede también escribirse del 
siguiente modo 


E qe a + EAE EDT pa 
donde x, es al intervalo que une x con sy. Sea 1 — 0 == (2 — 2;)/(7 
ce pino db Aaen resto (debida a 


0 


oO + (1 — ral. 
[Unaicación : Tomar G(1) = gli) = £ en la demostración del Teorema 5-15] 


CAPITULO 6 
DIFERENCIACIÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


6-1 Introducción. En el Capítulo 5 considerábamos derivadas de funciones 
definidas en subconjuntos de Æ. Nuestro propósito es, ahora, tratar de la di- 
ferenciación de funciones reales de varias variables. Quizá el modo más sen- 
dillo de proceder es reducir la discusión al caso uni-dimensional considerando 
una función de varias variables como una función de una sola variable (cada 
variable separadamente), manteniendo fijas las demás. Esto nos conduce 
al concepto de derivada parcial, con el que el lector está ya familiarizado por 
su conocimiento del cálculo elemental. 

Si x = (% ..., 25) es un punto en En, e Y = (Yy. +++, Ja) €$ otro punto 
cuyas coordenadas excepto la A-ésima son iguales a las de X, esto es, y; = t 
si i k y xx # Yu podemos considerar el límite 


Cuando este límite existe, se le denomina la derivada parcial de f respecto 
a la A-ésima coordenada y se escribe Dy/(X) o fa(x), o 0/(X)/0x, o expresiones 
parecidas. Nosotros adoptaremos la notación Dy/(x). 


Este proceso origina pues, a partir de una función dada f, n funciones 
Di, Dij, ...., Df definidas en todos los puntos de E, en los cuales existe 
el correspondiente limite. Pueden definirsé las derivadas parciales laterales 
o infinitas como en el caso unidimensional, pero únicamente nos interesa- 
remos por las derivadas finitas existentes en puntos interiores de ciertos 
conjuntos abiertos de En. 


Al generalizar un concepto de E, a E,, tratamos de conservar las propie- 
dades importantes que consideramos en el caso uni-dimensional. Por ejemplo, 
en E, la existencia de la derivada en un puntò x implica la continuidad en 
el mismo. Por tanto, parece natural el deseo de tener una noción de deri- 
vada para funciones de varias variables que implique la continuidad. La 
existencia de las derivadas parciales no implica la continuidad de la función. 
Una función de a variables puede tener derivadas parciales en un punto 
con respecto a cada una de las variables y en cambio no ser continua en dicho 
punto. Consideremos el ejemplo siguiente de una función de dos variables : 


zin de =oóy=> 
n= en cualquier otro caso. 
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Las dos derivadas parciales D,f(0, 0) y D,/(0, 0) existen. En efecto, 


1, 0) — 40. 
a =p 


y análogamente, D,J(0, 0) = 1. Por otra parte, es evidente que esta función 
no es continua en (0, 0). 

La existencia de las derivadas parciales con respecto a cada una de las 
variables implica la continuidad con relación a cada variable separadamente ; 
pero, como acabamos de ver, no supone la continuidad respecto a todas las 
variables simultáneamente, La dificultad en las derivadas parciales radica 
en que según su misma definición estamos obligados a considerar cada vez 
una sola variable. Las derivadas parciales nos dan una medida de la varia- 
ción de una función en la dirección de cada eje coordenado. Es natural buscar 
un concepto más general de derivada a fin de que nuestras consideraciones 
no queden restringidas a la dirección particulas de los ejes coordenados y 
nos permita estudiar la razón de incrementos en una dirección cualquiera, 
La derivada direccional responde a tal propósito. 

Antes de introducir la derivada direccional, deseamos hacer notar que en 
este capítulo nos limitaremos a funciones definidas en conjuntos abiertos S 
de Es, de manera que para cada punto x de S existirá un entorno N(x) € S. 
Todo punto y en N(x) podrá entonces expresarse en la forma y = x + àu, donde 
u es un vector unitario ; es decir, u e E, y |u| = 1. El número À tiene un valor 
absoluto no mayor que el radio de la esfera N(x). 


6-2 La derivada direccional. 


6—1 Dermicióx. Sea f una función real definida en un conjunto abierto 
S de E, y supongamos x c S. Sea u un vector unitario en En. Definimos 
la derivada direccional de f en x según la dirección u como el número 


Daji = lan E+ 2, 1) 
aaa 


cuando el límite existe. 


Observemos que en el caso uni-dimensional, se reduce a la definición de /(4) si 
tomamos u = 1. Asimismo, esta definición incluye la derivada parcial #-ési- 
ma como un caso particular cuando como vector unitario u se toma la 
k-ésima coordenada u (esto es, el vector que tiene nulos todos los compo- 
nentes excepto el A-ésimo que vale 1). Podemos entonces escribir D, en lugar 
de Duy Observemos también que si introducimos F(») = f(x + àu), tenemos 
Dalla) = F'O). 

Si una función / definida en E, tiene derivada direccional en cualquier 
dirección u en el punto x, en particular existen en el punto x todas las deri- 
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vadas parciales Dif, ... ,D,f. Sin embargo, el recíproco no es cierto. Por 
ejemplo, la función / antes considerada, que tiene el valor x + y en (x, 9) 
si x = 0 ó y =0 y en los demás casos vale 1, tiene derivadas parciales finitas 
D,f(0, 0) y Dif(0, 0). No obstante, si consideramos cualquier otra dirección 
u= (a, a), a, 40, 4,40, tenemos 


102, >a) — 100.0) 


y esta expresión no tiende hacia un límite finito cuando A + 0. 

Un hecho algo sorprendente es el de que una función puede tener una 
derivada direccional finita en cualquier dirección en algún punto y no ser 
continua en el mismo. Por ejemplo, consideremos la función de dos varia- 
bles definida por las fórmulas 


man fritos qe 


Sea u = (4, aj) un vector unitario cualquiera en Ey. Tenemos 


104, a) — 110.0) 04% 

E i + Wag" 
y por lo tanto D,/(0, 0) = a3/a, si a, # 0. Si a, = 0, encontramos D,/(0, 0) = 0. 
Luego, Duf(0, 0) es finita para todas las direcciones u. Por otra parte, la fun- 
ción / toma el valor | en cada punto de la parábola x = y* (excepto en el origen, 
así que f evidentemente no es continua en (0, 0) ya que /(0, 0) = 0, 

Vemos así que luso la existencia de todas las derivadas direccionales 
en un punto no implica la continuidad en dicho punto. Por esta razón las 
derivadas direccionales, al igual que las parciales, son una extensión en cierto 
modo poco satisfactoria del concepto de derivada uni-dimensional. Intro- 
ducimos ahora una generalización más conveniente que implica la continui- 
dad y, al propio tiempo, nos permite extender los principales teoremas de 
la teoría de la derivada uni-dimensional a las funciones de varias variables. 
El concepto que mejor parece servir a tal propósito es la noción de diferencial. 
Trataremos detalladamente el caso uni-dimensional antes de definir las dife- 
renciales en 1 dimensiones. 


6-3 Diferenciales de funciones de una variable real. 

6—2 Derivición. Sea f una función de variable real definida en un inter- 
valo abierto S de E. Construyamos una nueva función g de dos variables 
reales como sigue : Para todo punto x de S en el que f'(x) exista (finita), 
y para todo número real t, sea 

el 0 Ft. 
La función g así definida se llama la diferencial de f. 
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Nora. Escribimos g(r; f) en lugar de 
glx, i) para hacer notar los distintos 
papeles que desempeñan x y £. El pri- 
mer punto x, debe ser un punto en el 
que f'(x) exista, mientras que el segun- 
do punto, £, es un punto arbitrario de 
E,. Algunas veces decimos que g(x; £) 
es la diferencial de / en x relativa al 
incremento t. 

La diferencial puede ser interpretada 
geométricamente como se indica en la 
figura 6-1. Observemos »n la figura que cuando £ es « pequeño», la diferencia 
H= + 0) — jlx) y la diferencial f'(x)t son casi iguales, Este hecho, que tiene 
fundamental importancia se describe con precisión en el próximo teorema, 


6—3 Teorema. Supongamos que f tenga derivada finita en x, y considere- 
mos glx; 1) = f'(a)t. Existe entonces, para todo <> 0, un entorno N(x) 
tal que para cualquier y en N'(x) se verifica la desigualdad 

VO) — fa) — gos y = a)l < ly = le 


Demostración. Dado e > 0, existe un entorno N(x) tal que si y € N'(x) se 
verifica 


AA 
n: ru] <e 


Multiplicando por |y — x| se obtiene el resultado deseado. 


La siguiente propiedad de las diferenciales es una consecuencia inmediata 
de la definición. 


6—4 Teorema. Si existe f(x) y si glx: i) =P(2)l, para todos los números 
reales t, E, a y al tenemos 


ela at + aP) = aglr; f) + glo 1). 
Demostración. glx; at + at) = f (Jal +04) = alf (a)i) + 14090. 


Nora. Expresamos la propiedad ahora demostrada diciendo que g es 
lineal respecto de la segunda variable. 


POMAR MA PANA VARIADA 11 


t N YEIAI AAA" 


i Mhi AÑ "e mr Pp ARCA 04 
AI IAN 


MA YC RU R l 
ACTORA 
A 0 
A sola AJA 


A A DAAL OONN 
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Elx m), k=1,2,... 


Esto demuestra el teorema, si tomamos a,(1) 


El Teorema 6-6 será utilizado ahora para probar que si la diferencial existe 
en todo punto, es única. En realidad, demostraremos que los n números 
a(x), ... . a,x) del Teorema 6-6 son sencillamente las n derivadas parciales 
Dij), x). 


6—7 Toresa. (Teorema de Unicidad). Supongamos que f posee una diferencial 
glx; t) en x y escribamos 


65 0= Y all 
a 
de acuerdo con el Teorema 6-8. Entonces cada una de las derivadas par- 
ciales Dyf(x) existe y se verifica 
a(x) = Djia). k=l, 2, 
Demostración. Según la hipótesis, para todo « > 0 existe un entorno N(x) 


tal que y e N'(x) implica yO: — 1(X) — glx; y — x)| < e ly — x|. Según el 
Teorema 6-6, tenemos 


dy - Dell =) 


Escribiendo y = x + àu, donde [A] es menor que el radio de N(x) y u, es 
el vector unidad coordenada k-ésima de u, tenemos 


OY AAA O ir 
Por lo cual, la desigualdad fundamental se convierte en 
Mia + aun) — fia) — dal) < eP 
Dividiendo por J|, encontramos 


pee ajc 


y esto implica que D,/(x) existe y que tiene por valor a(x). 

Hemos por consiguiente que sí una función f posee una dife- 
rencial g(x; t) en x, esta da diferencial es fnica y debe tener neseseciamente la 
forma 


ei: 9 = E Dll site (f a h) 
-d 
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Es costumbre utilizar el símbolo dj en lugar de g para la diferencial. Asi- 
mismo suelen utilizarse los símbolos dx, . .., dx, en lugar de f, ..., la 
para los componentes de t, en cuyo caso el símbolo dx se usa para reemplazar 
el vector t. El Teorema 6-7 establece que 


lis: dx) = E Dilllden. si dx= (di. sdra). 
ss 


Algunas veces esto se expresa más brevemente con la siguiente notación ; 
a a 
dl Land + ai 


En realidad está última fórmula se utiliza a menudo como definición 
de d y las propiedades dadas en nuestra definición son entonces demostradas 
como teoremas. 

Es muy fácil ver que la derivada direccional D.J(x) existirá en cualquier 
dirección u si f tiene diferencial en x. En realidad, la derivada direccional es 
sencillamente un caso particular de la diferencial. 

6—8 Trorrma. Sean f una función diferenciable en un punto x de un con- 
junto abierto S de E, y u un vector unitario de En. Existe entonces la de- 
rivada direccional Dix) y es 


Dufla) = dlls u). 
Demostración. Dado e> 0, existe un entorno N(x; ð) tal que 
V- A -dha y-al < ey ah siy eN 8) 

Dado el vector unidad u, para todo à + 0 real tal que |à] < ð, el punto x -+ Au 


pertenecerá a N'(x; ð). Poniendo y = x + àu en la desigualdad anterior, ob- 
tenemos la relación 


perma = dfx: |<, s0<M<8 


Pero esto significa que D,/(x) existe y que tiene por valor dj(x; u). 

En lo que sigue, demostramos que la existencia de la diferencial df en x 
implica la continuidad de / en x. En realidad, podemos demostrar algo más, 
a saber, que f satisface la condición de Lipschitz en el punto x. Esto, como 
consecuencia, proporcionará la continuidad. 

6—9 Tromema. Sea f una función definida en un conjunto abierto S de E, y 
supongamos que f es diferenciable en el punto x de S. La fuñción f satis- 
face en x la condición de Lipschitz. Es decir, existe un número positivo 
M y un entorno N(x) tal que 


YEN) implica 1/0) — fa)! < My — xl- 
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Demostración. Tomando e =1 en la parte c) de la Definición 6-5, existe 
un entorno N(x) tal que y e N'(x) implica 
VW) — Ha) — diia; y — 201 < ly — xl 
Esto conduce a la desigualdad 
110) — 1001 < halla y — a)l + ly — a. 
Pero, según el Teorema 6-7, tenemos 


a ES $ (Dado ly = x. 
= t- 


El teorema se deduce si tomamos M = 1 + Di; |Da/(x)]. 
6—10 Teorema, Si f es diferenciable en x, es continua en x. 
Demostración. Según el Teorema 6-9 existen un número positivo M y un 
entorno N(x) tales que y € N'(x) implica |(y) — /(x)| < M ly — xl. Dado e > 0. 
elegimos ô> 0 de modo que ð < s/M, y también que ð sea menor que el 
radio de N(x). Entonces si |y — x| < ð se verifica |/(y) — /(x)] < e, y esto 
establece la continuidad. 
Nota. De hecho, hemos demostrado, que una función que satisface la 
condición de Lipschitz en x debe ser también continua en x. 


6-5 El vector gradiente. Antes de seguir el desarrollo de la teoría de di- 
ferenciales, vamos a formular nuevamente algunos de nuestros resultados en 
terminología vectorial. 


6—11 Dxenvición. Dada una función f que posee las n derivadas parciales 
Dij, ..., Dif en el punto x de En. La función vectorial representada por 
Vf y definida por la igualdad 


VAW = (Dto, 
se llama gradiente de |. 
Algunas veces escribimos la igualdad simbólica 
VI = (Dih 0... DS) 


e imaginamos Vf como un + vector » cuyo « componente » k-ésimo es la función 

Dif. En lugar de escribir (Vf), para el componente Aésimo, ponemos Dif. 

(El símbolo V se denomina «nabla »). 

6—12 Drenución. Dados dos vectores en En a= (a, 
+, d,), el múmero real representado por a-b y dej 


«DA 
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ab = mb, Heet abn 
se llama producto interior de a y b. 


Qa):b= Aab) y ape = 


para todos los vectores a, b, e en E, y para todo número real à. Utilizando 
productos interiores, la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Teorema 1-5) toma 
la forma 


bae 


lab] < lal bl. 


Empleando estos conceptos vectoriales, podemos establecer de nuevo al- 
gunos de los resultados anteriores de una forma muy simple y elegante. 


6—13 Teorema. Si} es una función diferenciable en el punto x de En, existe 
el vector gradiente V/(x) y tenemos 


dja = VIDA si te En 
La derivada direccional D,f(x) también existe y viene dada por 
Dafa) = Viu, sic En fall 
Además, si existe un vector F(x) tal que 
TS 
para todo t de E,, entonces F(x) debe ser el vector gradiente Vf(x). 


Demostración. La primera proposición es el Teorema 6-7 y la segunda es 
el Teorema 6-8. La última es consecuencia inmediata del Teorema 6-7. 
Observemos que la fórmula d(x; t) = V/(x)-t posee una gran semejanza 
a la igualdad d/(x; f) = /'(4)/, que es válida en el caso wni-dimensional. Esto 
sugiere que el vector gradiente Vf juegue el mismo papel en E, que el de 
la derivada / en E,. Más adelante, en otras cuestiones, veremos esto con mayor 
evidencia. Por ejemplo, si f tiene un máximo o un mínimo relativos en un punto 
interior x de un conjunto abierto S de En, y existe V/(x), entonces debe ser 
V/(x) = 0. (Ver el Ejercicio 6-1 y compararlo con el Teorema 5-8.) 


6-6 Diferenciales de las funciones compuestas y regla de la cadena. Lle- 
“gamos ahora a un importante teorema que nos proporciona una extensión 
de la « regla de la cadena » (Teorema 5-5) del capítulo anterior. En una dimen- 
sión, dicha regla nos da una fórmula para la diferenciación de una función 
compuesta h = g/ expresada mediante las derivadas de g y f. La fórmula 
establece que 


9 Kia = Ca. 
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Cuando consideramos funciones de varias variables, el tipo más sencillo de 
función compuesta se presenta de la manera siguiente: Dada una función g 
de n variables reales, sea g(x) = g(%, ---, Xx). Cada una de las variables 
Xu «+» %n es reemplazada por una función de otra variable real z, x4 = f(z), 
y esto transforma g en una mueva función h, h(a) = gÍf(2), - ... fald). La 
extensión de la regla de la cadena a este caso nos dice cómo debe calcularse 
la derivada N'(z) mediante las derivadas parciales de g y las derivadas de 
La fórmula se presenta como una suma de términos parecidos a 


2 +) = E DEMO. 
a 
donde hemos escrito f(z) para representar el vector (f(z), ... ., /a(2)). La suma 


que aparece en esta igualdad puede también expresarse como un producto 
interior de dos vectores, y la fórmula 2) toma la forma 


3) Kla) = Vela] Po. 


donde Y'(2) representa el vector (f(a), . . . , f(2)). De esta manera, la extensión 
de la regla de la cadena tiene un más íntimo con el resultado en el 
caso uni-dimensional, salvo que ahora el gradiente Vg desempeña el papel 
de la derivada g'. 

Completamente análogo es el caso en que la nueva variable z es m-dimen- 
sional, Z = (25, .. ., za). La función compuesta h así formada es una función 
de m variables z, » . ., ža, y la regla de la cadena en este caso consiste en un 
conjunto de m fórmulas, una para cada derivada parcial D;h, ..., Duj. La 
fórmula para D,A(z) es otra vez una suma, es decir, 


4 DMA) = $ Dg iMD ha) (r= 1,2,- m). 
aai 


Si se escribe D,1(z) para representar al vector (D,f(2), . . . , D,fa(2)), esta suma 
puede expresarse también como un producto interior y la fórmula 4) toma 
una forma otra vez parecida al caso uni-dimensional : 

5 Dla) = Ve(M()-D)  (1=1,2,.... m). 

- Se trata ahora de demostrar estas fórmulas en la hipótesis de que las funcio- 

nes fis . + . , fa y g sean diferenciables. Naturalmente, tan sólo necesitamos de- 

mostrar 4), ya que las demás son meros casos particulares. 

6—14 Teorema. Seal= (fy -.., fa) una función vectorial definida en un 
conjunto abierto Z de E. y cuyos valores pertenecen a En, y sea g una 
función real definida en un conjunto abierto X de E, que contiene 1(Z). 
Consideremos un punto z de Z en el que cada función f, es diferenciable 
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y supongamos que g rs diferenciable en N2). La función compuesta h = 
= gl (definida en Z por la igualdad h(2) = g(N(2))) es entonces diferen- 
ciable en z. Además, el vector gradiente Vh(z) viene dado mediante la 
fórmula 


0) Taa = D DVI: 


Nora. Igualando los r-ésimos componentes en esta igualdad vectorial, 
encontramos que cada derivada parcial D(z) viene dada por las fórmulas 
4) y 5). La fórmula correspondiente a D/A se escribe algunas veces así: 

a 
ds, 
Demostración. Si demostramos que dh(z; t) existe y que tiene por valor 


n 


La e ee b=, 2., m). 


ahiz; 9) = (è $ y DONA) 


entonces 6) se deducirá del teorema de unicidad (Teorema 6-7). A tal fin 
debemos encontrar, para todo e > 0, un entorno N(z) tal que z + t € W(2) 
implique 


» ETETE (È DONA) a eem 


Escribamos x = (z) e y = t(z + t). Ad 
Puesto que g es diferenciable en x, dado e' > 0 existe un entorno N(x; d) 

que 

» 1600) 600) — Vey -aseyi END. 

Ahora bien, f satisface a la condición de Lipschitz en el punto z, y por tanto 
(z; ro) y una constante M > 0 tales que ly — x| < Mt] 
; Yo). Si tomamos ro < [M y 2-+ ten N'(2; ro), entonces y e N(x; 8) 
y la 9) se transforma en 

10) lafz + t) — A(z) — Veta) (y 20] < MIR, 


En lo que sigue, demostraremos que existen una constante A > 0 y un en- 
“torno Nz; r) tales que 


n) [vron 0 = ( È omar). < enat 


siempre que z + te N'(2; 7). La 11), unida a la 10), implica la 8) si tomamos 
€ =e(M + nA) y N(2) = N(z; r) n N(z; 74). 
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El primer miembro de 11) puede escribirse así: 
13) Y Deita) hle +0) — hla) — Vaa- 
fa 


Puesto que cada función f, es diferenciable en z, existe un entorno N(z; 74) 
tal que 

Malz +) — hlz) — Vilat < elt si z+ teN'(z; n). 
Si A representa el mayor de los n números |D,g{t(z))], k = 1, 2, ... , n, y 
si r es el menor de los radios r}, . . . , 7, encontramos quela expresión de 12) 
está acotada por nAc'|t| siempre que z + te N'(z; r). Esto demuestra 11) y 
por tanto 8). 


6-7 Regla invariante de Cauchy. Consecuencia inmediata de la regla de 
Ja cadena que acabamos de comentar es un importante teorema relativo a la 
diferenciación de funciones compuestas (conocido por el nombre de regla in- 
variante de Cauchy). 

Bajo las hipótesis del Teorema 6-14, escribamos la diferencial de g en la 
notación siguiente 

dglx; dx) = Ve(x)-dx, donde dx = (dx, ..., dx.) € Ep 
y escribamos también 

dhíx; dz) = Vh(2)-dz, donde dz = (dz, ...., día) € Em 
Puesto que A = gl, los valores A(z) pueden obtenerse a partir de g(x) haciendo 
la sustitución formal x = 1(2). La regla invariante de Cauchy nos dice que el 
valor de la diferencial dh(z; dz) también puede obtenerse a partir del valor 
de la diferencial dg(x; dx) mediante una sustitución formal : x debe reempla- 
zarse por 1(2) y el componente h-ésimo de dx (es decir, dx;) debe ser reemplazado 
por la diferencial d/.(z; dz). Este tipo de manejo formal es particularmente 
útil en la ejecución de cálculos con diferenciales. 


6—15 Teorema. Con las hipótesis del Teorema 6-14, tenemos 
dla; t) = della); dhlz; t), -~ dalz: 0) 
para todo t de Em. 
Demostración. dg[l(z); djy(z; t) , -.. , dfalz; t)] 


Della), 


= Y Deita t = Y Digit) Y 
ia =i 


(è Daep ) t 
=i 
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~ $ D,hlz)t, = diz: t). 
m 


En la práctica, se adoptan ciertos convenios de notación que tienden a la 
simplificación del cálculo con diferenciales. Por ejemplo, sea / una función 
de dos variables y consideremos la ecuación 

21) 
Es costumbre entonces utilizar el símbolo de para representar la diferencial 
di(x, y; dx, dy). Así, por ejemplo, de la ecuación 


1) 1er 
obtenemos 
14) de = 2yrs + 2384, 


Cuando se escribe esto, se sobreentiende que la expresión que se iguala a dz 
en la 14) es la diferencial de la función / definida por 


15) y) = A. 


Supongamos ahora que se introduce un « cambio de variable» en 13), por 
ejemplo, mediante las ecuaciones 


10) rrosd  y=rsmb 


La sustitución formal de x e y en 13) por las expresiones 16) transforma 
13) en 


1) 4 tren 


=m, 


Adoptando el convenio de notación antes mencionado, obtenemos, a partir 
de 17), 


18) de = 2r sen 20.0 mn 1 dy + 2r* cos 20 ersen 20 d0, 
donde dz representa ahora la diferencial de la función h definida por 
1) hlr.) = Pen, 


Se nos presenta ahora una dificultad : el mismo símbolo dz está siendo 
utilizado para la diferencial de la función / definida en 15) y también para la 
diferencial de la función h definida en 19). La regla invariante de Cauchy 
nos permite resolver tal dificultad y justificar el doble uso del símbolo dz. 
De hecho, la función A definida en 19) es, en realidad, la compuesta de f con 
la función definida en 16) ; es decir 


Hr, 0) = flr cos, rsen0). 
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Si aplicamos ahora muestro convenio a las 16), podemos escribir 
20) de =cos0dr —rsen9do, dy = sen 0 dr + r cos 0 db. 


La regla invariante de Cauchy nos dice entonces que cuando las expresiones 
de x, y, de dy, de las 16) y 20) se sustituyen en el segundo miembro de 14), 
se obtiene el segundo miembro de 18). Es fácil comprobarlo en este ejemplo. 


6-8 El Teorema del Valor Medio para funciones de varias variables. La 
extensión del Teorema del Valor Medio del cálculo diferencial a las funciones 
de varias variables, es lo que ahora vamos a obtener. Antes de establecer 
el teorema, sin embargo, definimos primero lo que entendemos por segmento 
rectilíneo en E, 

6-16 Dernnción. Si x e y son dos puntos distintos en En, por segmento rec- 
tilineo L(x, y) que une x e y, entendemos el conjunto 


L(x, y) = {r12 = 0x + (1 — 0)y, 0 < 0 < 1). 


Nora. L(x, y) también se llama el segmento rectilíneo abierto. El segmento 
rectilíneo cerrado, L{x, y], se define análogamente, utilizando 0 < 0 < 1. Un 
segmento rectilíneo abierto no es un conjunto abierto si n > 1, pero un seg- 
mento rectilíneo cerrado es siempre un conjunto cerrado. 


6-17 Teorema. (Teorema del Valor Medio en E). Supongamos que f es dife- 
renciable en cada punto de un conjunto abierto S de En. Sean x e y dos 
puntos de S tales que el segmento rectilíneo L(x, y) € S. Existe entonces 
un punto z de L(x, y) tal que 


10 16) = VID = 2). 
Demostración. Mantengamos x e y fijos, x ++ y, e introduzcamos una nueva 
función h por medio de la ecuación 
AD) = (14M),  si0<1<p 


donde u es el vector unitario dado por u = (y . 
X-+ gl =y y tenemos f(y) — f(x) = hls) — M0). La existencia de la dife- 
tencial de f en S implica la existencia de la derivada k' en el intervalo cerrado 
0 <A <°. Por lo tanto, podemos aplicar el Teorema del Valor Medio uni- 
dimensional y escribir 


Mg) — MO) =p ($). donde 0 <Ẹ < p- 


Para calcular #'(p), conservamos À fijo, O <A < p, € introducimos una nueva 
función g mediante la ecuación 


E) = Nx +u tau) Ma OSA OA 
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Entonces g'(0) = Daf(x + 2u) = XQ). Poniendo A =, obtenemos 
WẸ) = Dalla + pu) = V/(X + pu) -u = V/(2)-u, 
donde z = x + pu. Esto demuestra el teorema, ya que ze L(x, y). 


6-9 Una condición suficiente para la existencia de la diferencial. Hasta 
ahora hemos ido deduciendo consecuencias dando por supuesta la existencia 
de la diferencial de una función. Asimismo hemos visto que ni la existen- 
cia de todas las derivadas parciales ni la de todas las derivadas direccionales 
es suficiente para establecer la existencia de la diferencial (puesto que ni una 
ni otra implican la continuidad). Sin embargo, demostraremos que la existen- 
cia de derivadas parciales continuas implica la existencia de la diferencial, 


6—18 Trorema. Sea f una función definida en un conjunto abierto S de En 
y supongamos que las n derivadas parciales Dij, . .., Daj existan y sean 
continuas en el punto x de S. En tal caso, | es diferenciable en x. 


Demostración. La única forma posible para df(x, t) es, naturalmente, el 
producto interno «V/(x)-t = 3I_Daf(x)t. Esta es claramente lineal en t. 
Toda la dificultad en la demostración radica en comprobar que la anterior 
expresión satisface la desigualdad fundamental c) de la Definición 6-5. Para 
probarlo expresaremos la diferencia f(y) — /(x) como una suma de » términos, 
donde el A-ésimo término será una « aproximación » de D,f(x) (y, — 24). 
Ante todo, la continuidad de las parciales D/, . ..., Daf nos dice que, dado 
+ >0, existe un entorno N(x; ð) tal que para todo k=1,2,..., m, tenemos 


21) IDJ) = D< E, si y eN d). 


(En realidad, existe un entorno distinto para cada k, pero tomamos como ð 
el menor de los radios.) En el resto de la demostración suponemos que y per- 
tenece al entorno N'(x; d/2). De manera que y = x + àu, donde u es un vector 
unitario y [a] = ly — x] < 8/2. Podemos también escribir u = at, +-+ -+ 
stin, donde ua es el A-ésimo vector coordenado unidad. La diferencia f(y) — 
— f(x) se expresa ahora como una suma por medio de la identidad siguiente : 


29) 100 — 10 = 420) — 16) 
= E Uan — fe +m) 
A 


donde Vo, Yy, +» . , Ya Son ciertos vectores en E, tales que Y, =0 y v, = u. Si 
los vectores va se definen de manera que satisfagan la relación recurrente 
Va = Vi-1 + ath, tenemos 


Yo=0, 0 Y aih + a, 
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y el término general de la suma 22) se convierte en 
Ma + Aa) — HA a) = HA H Waa + Aaen) — ANI) 


Esta es la diferencia de los valores de la función en dos puntos que difieren 
tan sólo en su Axésima coordenada. Además, cada uno de los dos puntos per- 
tenece al entorno N'(x; 8/2), ya que jvf? = a} +->-+ a} < Jul! = 
Pval < Ml < 3/2. 

Mantengamos ahora fijo à e introduzcamos una nueva función g, así : 


ela) = Ha + Wai Hau), si pas] <a < Panl 
La igualdad anterior puede escribirse entonces en la forma 
Ma + ava) — Ha + wa-a) = ED) — e00). 


Además, la derivada g'(a) existe para cada a en el intervalo cerrado — Pay] < 
< a < has]. De hecho, tenemos 


El) eo JOA Ma +a + Au — [EM +a) 
r 3 A 


de manera que cuando A0 encontramos g(a) = DAX + M-i + am). 
Puede ahora aplicarse el Teorema del Valor Medio uni-dimensional y obtenemos 


Da) — 610) = angla), donde Pay! < a, < Panl. 
La igualdad 22) se convierte entonces en 


1109) =a ED H ai + a) 
-A 


Vd Y + r$a +m Hau) 
2 
= D). 


Puesto que »v,_, + atn < [A] + Pas < 20) < ð, podemos aplicar la des- 
igualdad 21) a cada término de la suma de la igualdad 22) modificada, y en- 
contramos 

1109 — 160) — Vfl) (y — a) < pale = ely — xl 
y como y era un punto arbitrario en N'(x; 3/2), esta última desigualdad de- 
muestra el teorema. 

Nora. La condición de que las » parciales sean continuas en x, si bien su- 
ficiente, de ningún modo es necesaria para la existencia de la diferencial 
en x. En efecto, consideremos el caso particular en el que / pueda expresarse 
como suma de n funciones, por ejemplo 

KA= hid t thed Si a= (ey 


r Za) 
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donde fa es una función de una sola variable uni-dimensional x. En tal caso 
la mera existencia de las parciales D,/, ... , Daf bastará para establecer la 
existencia de df. Esto es de fácil demostración y lo dejamos como un ejercicio. 
(Ver Ejercicio 6-3.) Un resultado parecido, pero algo más general, se encuentra 
en el Ejercicio 6-4. 


6-10 Derivadas parciales de orden superior. Si una función f, definida en 
un conjunto abierto S de E,, admite derivadas parciales finitas, entonces 
las derivadas D,f, ...., D,f son muevas funciones definidas también en S y 
podemos considerar sus derivadas parciales. Esto origina las derivadas par- 
ciales de segundo orden. 


6—19 Demución. Sea f una función definida en un conjunto abierto S de 
En, y supongamos que existe la derivada parcial Dif en S. Entonces Daf 
representará la derivada parcial de Dif con respecto a la variable r-ésima, 
esto es, D,af = D,(Dif) siempre que esta derivada exista, Las derivadas 
de orden superior se definen análogamente. 


Otras notaciones soy 


E 
Dl o Dal a 
El ejemplo 
1 [QA A A AA 
0510, si (a, y) = (0, 0), 


prueba que D,¿f(x, y) no es necesariamente la misma que Dyaf(x, y). Efecti- 
vamente, en este ejemplo tenemos 


Dye y ELA 00, 


y D,/(0, 0) = 0. De ahí, D,f(0, y) = — y para todo y y por consiguiente 
Daaf(0, y) = —1, Das f(0, 0) = —1. Por otra parte, tenemos 


a AA, iA, 


y D,j(0, 0) =0, así que Dafíx. 0) = x para todo x. Por tanto, D;af(x, 0) = 1, 
Diaf(0, 0) = 1, y vemos que Dasf(0, 0) 4 Diaf(0, 0). 


El próximo teorema mos proporciona un criterio para determinar cuándo 

las dos derivadas parciales mixtas D,/f y D,,f son iguales. 

6—20 Teorema. Si Dif, Dj, y Dayf son continuas en un entorno del punto 
(Zo Yo) de Ez, entonces existe D, flo, yo) y se verifica 
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Draft 7a) = Drafta 7a). 
Demostración. Tenemos que demostrar que el limite 

tim Dl + 438 — Dilo 

pe] 
existe y que tiene el valor Da,f(zp, yu). Sea (x, y) un punto en el entomo de 
(o. Yo) dado en el enunciado del teorema. Tenemos 

Diir, y) = im EZEN 1009, 
i y 

Luego el numerador del cociente que consideramos al principio puede es- 
cribirse en la forma 


A A SA 


iment h-s, 

s F 

Manteniendo fijo A, introduzcamos una nueva función ga mediante la relación 
Balh) Ha + b Ya H A) — Haa + b yo) 

Así podemos escribir 


Dafa + hyd) — Dif y = Jm SIE ti 6 yA, 


donde h está comprendido entre 0 y h. (Observemos que X depende también 
de k, ya que ga depende de k.) La derivada de g, puede calcularse así : 


Ente) = Dilsa +h Ye + A) — Diiia +4, yo) 
y, por tanto, tenemos 
Dojla + h, ya) — Diflo ya) 
~ 


estando } comprendido entre Jo € Yo + ke 
Queda por demostrar que 


lim lim Da ifl, F A, 7) = Dalla. Yo) 
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Cuando è -» 0, entonces Y > yy, pero el comportamiento de Ā como función 
de k no es conocido. Si Ẹ fuese independiente de k, podríamos escribir 
1m Dalt +F, P) Dafa +, y) 
debido a la continuidad de D,,/ en un entorno de (xy, y). Ya que > 0 
cuando A —> 0, ol 
limo Dial + Fy) = Dial. yo)» 
Sin embargo, el hecho de que % depende de k en forma desconocida hace 


necesario un razonamiento algo más complicado. 
Definamos F(h) como el límite 


FIN) = lía Disfida +F, Y), 
cuya existencia sabemos por lo que hemos ya demostrado, El teorema será 
demostrado si probamos que lim,» F(h) = Dasf(Xa, Yo): 


Tomemos un e >0. Existe entonces un entorno N(x,, yy), de radio ô, tal 
que 


Dada — Daaf yd Si (EI) E Niao y) 


El punto (xy + Á, y) estará en el entorno N(xy, yo) si h y k se eligen de manera 
que |h| < 8/2 y [A] < 0/2. Fijando h, siendo Jh] < 8/2, tendremos 


OS Dali +5) Dalasi <i SM< 


Si en esta desigualdad hacemos que k -» 0, el término D,yf(%p + A, y) tiene 
por límite F(}) y los demás son independientes de k, así que podemos escribir 


OS 15) — Disllzo yl £5 <6 
con tal de que |A| < 8/2. Pero esto significa precisamente que 
lim, FA) = Data. 9) 


con lo cual el teorema queda demostrado. 


Nora. Podría observarse que el teorema subsiste si en la demostración 
se cambian entre sí los papeles de D,af y Dayf. 


Si / es una función de dos variables, son cuatro las derivadas parciales de 
segundo orden a considerar; a saber: Dif, Djyf, Daaf y Day]. Acabamos 
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de demostrar que si / está sujeta a convenientes restricciones tan sólo tres de 
esas derivadas son distintas. 

El número de derivadas parciales de orden 4 que pueden formarse es 2%. 
Si todas ellas son continuas en un entorno del punto (xp yy), algunas de las 
parciales mixtas serán iguales, Cada parcial mixta es de la forma D,, 
donde cada 7, es ó 1 ó 2. Si tenemos dos de esas parciales mixtas, Dy, 
Y Dp +: +» nf, donde los k índices (1, ...., 7a) forman una permutación de 
los h índices ($n, .. ., fa), tales parciales mixtas serán iguales en (zy y 
las 2 parciales son todas continuas en un entorno de (xy, Yọ). Esta afirmación 
puede demostrarse fácilmente por el método de inducción, utilizando el Teo- 
Tema 6-20 (que es el caso k = 2). Omitimos la demostración para un A cual- 
quiera, De lo dicho se deduce que entre las 2 derivadas parciales de orden k, 
existen únicamente k + 1 parciales en general distintas, es decir, todas las 
de la forma Dn, ... , nf, donde la agrupación de los k índices (7, . . . , 74) toma 
las k + 1 formas siguientes : 


Ki e D BB. (LL. 


Proposiciones análogas, naturalmente, son válidas para funciones de » va- 
riables, En este caso, pueden formarse n* derivadas parciales de orden k. 
La continuidad de todas esas parciales en el punto x implica que Dn, . . . , nJ(%) 
no varía cuando los índices 74, .... , 7, son permutados, En este caso cada 7, 
es un entero positivo < n. 


3%. Mica: 


6-11 Fórmula de Taylor para funciones de varias variables. La fórmula 
de Taylor (Teorema 5-14) será ahora extendida a las funciones de vari 
variables. A fin de establecer el teorema general en forma parecida al caso uni- 
dimensional, introducimos antes las diferenciales de orden superior. 


6—21 Dermución. Sea f una función real definida en un subconjunto de En. 
La diferencial de segundo orden &f es una función de dos variables n-di- 
mensionales definida, para todos los puntos x de E, en los que f admite 
derivadas parciales de segundo orden y para todo t de E,, mediante la 
igualdad 


TS 


E 


La diferencial de tercer orden č} se define como sigue: 


afla t) 


ta 


Pla = $ bo 3 Dist 
y la diferencial m-ésima d”f se define en forma parecida (cuando existan 
todas las derivadas parciales de orden m). 
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Nora. Las diferenciales de orden superior no gozan de todas las propie- 
dades de las diferenciales de primer orden. Por ejemplo, no son lineales en la 
segunda variable, ni satisfacen la regla invariante de Cauchy. (Ver Ejercicio 
6-25.) 


6—22 Teorema. Sea j una función que admita derivadas parciales continuas 
de orden m en cada punto de un conjunto abierto S de Es. Si a c S,beS,a 
+ by si L (a, b) C S, entonces existe un punto 2 en el segmento recti- 
lineo La.) al que 
M0 16 = Y, ZN rd a) 
Demostración. Definamos una nueva función g de una variable real mediante 
la ecuación 


e= (12), si0StSL 


Entonces g(1) = /(b) y g(0) = /(a). Demostraremos el teorema aplicando la 
fórmula de Taylor uni-dimensional a g, que dé 


2) s0) = 0) = TAO hemo dondeo< <1. 


Ahora g es una función compuesta definida por g(() = /{p()), donde p() = 
= tb + (1 — ija. El componente k-ésimo de p tiene una derivada dada por 
Pii) = ba — ay. Aplicando la regla de la cadena (Teorema 6-14), vemos que 
g' existe en 0 <£ < 1 y viene dada por la fórmula 
OS 
A 
Aplicando otra vez la regla de la cadena, obtenemos 


"a= 2 2 Dist iPD] (0; — ap (bs — ai) = Npa 


a. 


Análogamente, encontramos g™({) = (f); b — a). La sustitución en 23) 
conduce al teorema, puesto que 7b + i - F Lía, b). 


6-12 Diferenciación de funciones de una variable compleja. Vamos a co- 
mentar brevemente en este párrafo las derivadas de las funciones complejas 
definidas en subconjuntos del plano complejo. Tales funciones son, natural- 
mente, funciones vectoriales cuyos dominio y recorrido son subconjuntos de 
E, Todas las consideraciones del Capítulo 4 relativas a los límites y continui- 
dad de funciones vectoriales se aplican, en particular, a las funciones de 
una variable compleja. Existe, sin embargo, una diferencia esencial entre el 
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conjunto de números complejos E, y el conjunto de vectores n-dimensionales 
E, (n > 2) que desempeña aquí un importante papel. En el sistema de los 
números complejos tenemos las cuatro operaciones de adición, sustracción, 
multiplicación y división, y estas operaciones satisfacen las leyes «usuales s 
del álgebra que son válidas para el sistema de los números reales, En particu- 
lar, satisfacen los cinco primeros axiomas para los números reales citados en 
el Capítulo 1. (Los axiomas 6 a 10 incluyen la relación de orden <, que no 
puede existir entre los números complejos.) Un sistema algebraico que satis- 
face los Axiomas 1 a 5 forma un cuerpo. (Para una completa discusión de los 
cuerpos, ver Ref. 1-1.) La multiplicación y la división no pueden ser introdu- 
cidas en E, (para n > 2) de manera que E, sea un cuerpo * que incluya 
E, Puesto que la división es posible en Ey, podemos formar el cociente fun- 
damental de diferencias [J(2) — /(2o))/(¿ — 20) que fue utilizado para definir 
Ja derivada en E,, y ahora se presenta de forma clara cómo debe definirse la 
derivada en Ey. 


6—23 Dermición. Sea f una función compleja definida en un conjunto 
abierto S de Ey, y supongamos zac S. Se dice que [ posee derivada [ (2) 
en zo si el límite 


UCA 
1m E 100 


existe. 
Mediante este proceso, se define una nueva función compleja /' en todos 
los puntos de S en los que existe /(). Las derivadas de orden superior /”, /”, . 
se definen, como es natural, en forma 
Las siguientes proposiciones para funciones complejas pueden ahora demos- 
trarse utilizando exactamente las mismas demostraciones que en el caso real: 
a) La existencia de f (2) implica la continuidad de f en zo. 
b) Si dos funciones f y g son derivables en za, su suma, diferencia, producto, 
y cociente admiten también derivadas en z y vienen dadas por las fórmulas 
usuales (como en el Teorema 5-4). En el caso de fig, debemos suponer 
Ela) 40. 
c) Es válida la regla de la cadena, es decir, tenemos 


(N'D = UD 


si el dominio de g contiene un entorno de f(z,) y si existen f'(20) y Y [/(20)]- 
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Cuando f(z) = z, la Definición 6-23 da inmediatamente f'(z) = 1 para todo 
zen E,, Utilizando reiteradamente b), encontramos que f (2) = nz"! cuando 
18) = 7 (n entero positivo). Esto también es cierto cuando n es entero nega- 
tivo, con tal de que z # 0. Por consiguiente, podemos calcular las derivadas 
de polinomios complejos y de funciones racionales complejas mediante el 
mismo método utilizado en el cálculo diferencial elemental. 


6-13 Las ecuaciones de Cauchy-Riemann, Si f es una función compleja 

de una variable compleja, sus valores pueden escribirse en la forma 
He) = wla) + dol. 
donde w y v son funciones reales de una variable compleja. Naturalmente, 
podemos también considerar u y y como funciones reales de dos variables 
reales y escribir entonces 
Hamur tdo o dy 

En los dos casos, escribimos / = w + iv y nos referimos a u y v como las 
partes real e imaginaria de /. Por ejemplo, en el caso de la función exponencial 
compleja /, definida mediante 

Ha) = e == ecos y + le! sen y 


(ver Definición 1-23), las partes real e imaginaria vienen dadas por 
u(r, y) m ercosy, la y) = etsen y. 

Análogamente, cuando /(z) = 2% = (x + ¿y)*, encontramos 
uray or, y) y. 

En el próximo teorema veremos que la existencia de la derivada /' implica 

una restricción rigurosa para las partes real e imaginaria u y v. 

6—24 Teorema. Sea f una función de una variable compleja definida en un 
conjunto abierto S de Ey, y escribamos f = u + iv. Si f tiene derivada 
Fo) en el punto sos de Si my datos fr elos da 

vadas parciales finitas Dyu, Dyu, Div, Dyp, en (xo ya), y están relacio- 
nadas con Pza) mediante las ecuaciones 


Fl) = Dilo. yo) + iDiolto Yo) 


FU) = Dilo Yo) — ¡Dis Jo) 
Esto implica, en particular, que debe verificarse 
Dilo yo) = Delte y) y Dolte JO = Dilao Yo) 
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Nora. Estas dos últimas igualdades se conocen con el nombre de las 
ecuaciones de Cauchy-Riemann. Corrientemente se escriben en la forma 
æ da 


ay 


Demostración. La existencia de f'(z,) implica que, dado e > 0, existe un 
entorno N(zẹ; 3) tal que 


| yO) 


siempre que ze N'(zy; 8). 


Escribamos z— z = x — žo + ily — y) y fe) = ARI IBEN dont 

i tenemos en cuenta únicamente los valores de z para 
los que y = yọ y consideramos separadamente las partes reales e imaginarias, 
la desigualdad precedente implica las dos desigualdades 


-A| <e 


la y) — vire y) 
penzen- mo] «+ 
siempre que 0 < |x — xo] < ô. Pero esto significa que 


Dulse y) =A) y Dist y) = Bi). 


Análogamente, si tomamos únicamente todos los z para los que x = xo 
encontramos 


[ee » 


pa ae 


[esen y a] <e 


siempre que 0 < |y — yol < ð. Esto implica que 
E y Dalin yò = Be) 
de lo que el teorema se deduce inmediatamente. 
Este teorema nos dice que una condición necesaria para que la función 
$= u + iv tenga derivada en zẹ es que las cuatro parciales, Du, Du, Div, 
Dv existan en z, y satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Esta con- 


dición, no obstante, no es suficiente, como vemos considerando el ejemplo 
en el que w y v están definidas como sigue : 
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er 


FEA s()%(0,0,  «(0, 0) = 


wr NRO 0 o 


Se ve con facilidad que D,u(0, 0) = D;0(0, 0) = 1 y que D¿u(0, 0) = —D¿o(0, 0) 
= —1, de manera que las ecuaciones de Cauchy-Riemann son válidas en (0, 0). 
Sin embargo, la función / = u + iv no puede tener derivada en z = 0. Efec- 
tivamente, para x =0, el cociente incremental se convierte en 


mientras que para x= y, es 
Nn ri Lti 
r20 "rpa T 
y por consiguiente /'(0) no puede existir. 

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann son suficientes para establecer la 
existencia de la derivada de f = u + iv en z con tal de que u y v tengan par- 
ciales continuas en algún entorno de z. Esto es, tenemos 
6—25 Teorema. Sean u yv dos funciones reales definidas en un conjunto 

abierto S de Ey, y supongamos que las cuatro derivadas parciales Dyu, 
Diu, Dio, Dip existan y sean continuas en S. Si en algún punto z, de 
$ tenemos 


Daule) = Dile) y Dilz) = Dila). 
entonces la función f = u + iv es derivable en zy 
Demostración. La existencia de parciales continuas implica que u y v son 
diferenciables en S y, por tanto, es aplicable el Teorema del Valor Medio 
bi-dimensional. Si N(z) es un entorno de z, contenido en S, para algún z 
de N'(z,) podemos escribir 


lo) — ula) = Vule): g), donde € Lie, 33), 


y 
ole) — olas) = Vole)-(2— a). donde z,e Lle, so. 


Para simplificar utilizamos la terminología vectorial y, como de costumbre 
a-b representa el producto interno de a y 5. Entonces tenemos 

He) — Hed = (Vula) + Volz] (e = 20) + e + ien 
donde 


am [Vales — Vulad ca = [Votes — Vole) -le — aa 
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Pero ahora podemos escribir 


[Vu(za) + Voleo] + (z — za) 
= Dislsoll — 10) + Dile — yo) + ¿Dipladls — 30) 
+ iDyladly — yo) 
= Dyula) [lx — xa) + ily — ya) + ¿Diolas) (la — 20) + 07 ya) 


en virtud de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, Por consiguiente, tenemos 
lte j ati 
EA a Des) + iDol) + LE 


Pero e, viene dado por la expresión 
E [Djules) — Dyula) a — xa) + (Daule) — Dilz] (y — yoh 
de modo que tenemos 
lal < le — zal { Dilz) — Dislza)! + Daulz) — Ditalz)!) 
De la misma manera, 
lal le — aL IDiol) — Dese! + Dive) — Des) 


Si e >0 está dado, el entorno original N(z,) puede ser elegido de manera 
que las cuatro desigualdades 


Dula- Dadli Delà = Dll <A 


sean todas válidas siempre que z € N'(z,). Pero si z está en N'(z), lo mismo 
acontecerá para los puntos z, y z, y, por consiguiente, se verifica 


Esto demuestra que f(z) existe y es igual a Dyu(zp) + iDiw(z). 
Podemos utilizar los Teoremas 6-24 y 6-25 para obtener la derivada de la 
función exponencial. Escribiendo / = w + iv, donde f(z) = e, tenemos u(x, y) = 
= e" cos y, v(x, y) = & sen y, y, por consiguiente, 

Diulx, y) = cosy = Dlx, y), Diulz, y) = = seny = Dil, 3). 


Aplicando el Teorema 6-25, vemos que f'(z) existe en todo Ey. Para calcular 
la derivada, hacemos uso del Teorema 6-24 y obtenemos 


Fla) = e cos y + ie sen y = fla). 
Esto es, la función exponencial coincide con su propia derivada (como en el 
caso real). Se dan más ejemplos en el Ejercicio 6-27. 
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6—26 Teorema. Sean u y v dos funciones reales definidas en un conjunto 
Shito S de En y sufongemos que econ ls derivadas parciales Dan 
Dyu, Du, Dye, Dip, D, yo y son continuas en S. Si u y v satisfacen 
las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo el conjunto S, entonces tam- 
bién existen las derivadas parciales D,yu, Dv, Dayu, y Daw en S y 
satisfacen las ecuaciones 

Diut Daya =0, Dip + Dago O 

en todo el conjunto S. 

Demostración. Puesto que Dyu = Dp, tenemos D,yu=D,yv. Análoga- 
mente, Diu = — Dv implica Du = — Dyv. La hipótesis de la continuidad 
implica D, yy = D,a, y, por tanto, Du =—D¿u. De la misma manera, 
encontramos D,yu = —D;. 

Nora. La ecuación diferencial en derivados parciales D,yu + Dagu = 0 se 
conoce por el nombre de Ecuación de Laplace, Se escribe corrientemente en la 
forma 


A 
Más brevemente la ecuación se escribe también así: 
Vi =0 obin Au = 0. 


Las funciones que satisfacen la ecuación de Laplace en un conjunto S se 
Maman armónicas en S. 


Ejercicios 

Diferenciales y derivadas parciales, 

6-1. Sea / una función que admite porcis hm 0 
cda puto de as comas leo $ de Er À las rativo ul 
nimo relativo en el punto x, de S, demostrar que. Ser 

6-2. a), Demostrar que todo vector, unidad ca E, puede expresarse sa la forma 
A e a 

D) Si festa en un conjunto S EEY o diera en e pure 
to x de S, demostrar que 

Daf(a) = Dij(x) cosa, + Dfia) cosa, + Daf(a) cosas, 
donde u es el vector citado en a). 


6-3, Dadas funcions renkes fv -.. » 
terraio (a D). Para tada xen d'iie 


Sa (mo n) a<n <d mL 20.0, 1). 
qye 10 Ale + + fa(%a). Demostrar que f es diferenciable en cada punto 


definidas y con derivadas finitas en el in- 
n-dimensional 
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6-4. Dadas n funciones y --. , f, definidas en un conjunto abierto S de E. Para 
cada x de S, actinias a) = Ja $ ees E als Si para sada AA a a Se ene 


demostrar que / es diferenciable en x. (El número a, puede depender de x). 

6-5, Sea f una función que tiene diferencial d(x; 1) en el punto x de Ep, 

mos que f(x) = 0. Sea g otra función continua en x. que la 
mediante Mx) = /(a)g(x) es también dilerenciable en x y que dh(x 9 = 


si te En 
6-6, Consideremos las funciones definidas en E, mediante las fórmulas siguientes : 


Dl NRO 000 


Min NIRO 000, 
a), ln cada caso demostrar que las derivadas pa Dt y Dela) 


existen para todo (r, y) en E, y calcular esas derivadas explcitaments en 
ETT 


T [renos qu ls ratas lis e 1 1D ao diferenciables en 
Y. 
Gradientes y regla de la cadena, 
b dos vectores en Æ. Demostrar que el valor absoluto de su producto 
into nunca excede al producto de sus longitdos, esto es, a-b < ll B|. Demostrar 
también que [a-b] = ja! fbi si, y únicamente si b = àa. 

mai Supongamos que es diterenciable en el x de E, y que |V/x)| # 0. De- 

ay una lul = 1, tal EDIAL = [Vy 
rección para la dua |Da/(3)] totka su valor mínimo" 


6-9. Calcular el vector gradiente V/(x, y) en todos los puntos (x, y) de E, en los cuales 


a) He, s) = aty dog (49 SAO oh A0, 0) = 0. 
D) Ara SAO A0, 0) =o. 
6-10. Sean / y g funciones reales definidas en E, con derivadas segundas /” y g” con- 


tinuas. 
F(z, y) = jix +80] para cada (s, y) de Ej. 


Encontrar las fórmulas para todas las parciales de F de primero y segundo orden en 
Función de las derivadas de / y g. Comprobar la relación 


(D,PND, a) = (D,PND,,F) 
6-11. Dada una función j definida en E,. Sea 
Fir, 0 = flr cos 9, r sen 0). 
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a) Suponer las propiedades adecuadas de diferenciabilidad de / y demostrar que 
D,F(r, 0) =cos 0 Diz, y) + sen 0 Diis, Y 
D,a Flr, 0) = cost0D, fx, y) + 2 sen 0 cos OD, a/l, y) + sent ODs afix, 3), 
donde x =r cos 0, y=r sen ô. 
b) Hallar fórmulas parecidas para D,F, D,,F y DiaF. 
c) Comprobar la fórmula 


IVI cos 0. y sen 0) = [D,F(r, 0) + Š CDF (r 0°. 


6-12. Si / y g tienen vectores VHR) y Veta) ito x de E,, demostrar 
ane e tanada producto Y detal por Ata) E (0 00) Cambia poses ve gradiente 
en x y que 

Vala) = 109 Ve(x) + eVa). 
Establecer y probar un resultado análogo para el cociente f/g. 


6-13, Sean una función derivable en cada punto de E, y g uaa función definida en 
E, mediante la ecuación 


innate 
Si A representa la función compuesta A = /g, demostrar que 
IVA(x, y. 2)1=4e(x, y, 2) Telo, y. 113% 


cold, Son $ vas función terna en cad (x, y) de E, Sean f Y la 
E pda punto e) EY t otras 


E AI EIA 
y consideremos la función vectorial g cuyos valores (en E,) están dados por 
Elo y, 3) = (elos y, 2) ea Y 2) 
SI h representa la función compuesta“ = fg demostrar que 
de E 


homogénea de grado A sopre S ai J0 = W cal y pza todo 208 8 pata 
= N 
Jos que AS. qa t Er FUE i demostrar que 
pr - „e 


Esta: las funciones 
tomagis dicción: Para Ho, delai pO) = f Seah paad 
cena be repo, o Se que ad a lame 


Teoremas del Valor Medio. 


6:16. Dada una función / de dos variables, diferenciable en todo un entomo (2) 
de un punto x= (s, xy) de Ep Demostrar que si 


Y= 0 y) N'A, 
tenemos 
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AD — HO = 0 — ADA Ya) + Oa — Dain 2), 
donde z,e Llay y) Y e Llan y 
[Indicación : Considerar g(t) = f[ty, + (1 — Mx, ya) + lrn tya + (1 — 940) 


6-17. Dada una función f diferenciable en todo, un entorno N(x) de un punto x = 
det Demostrar que si y = (yı Ys Ya) €N'(2), tenemos 
AY) = Ha) = Dr — ADD Y Va) + O — ADD A ty Y) 


+ la — AD Ap 24). 
donde 
aL Y meli rd eLis y 


6-18. Establecer y demostrar una generalización del resultado del Ejercicio 6-17 
para funciones de n variables. q 


ct. ¿rt ls detras parciales DL, 0) y Das 0) en alguno de los dos 


6-2 ¡a enel punto (x, 

gE cda pda By Dy cia gi tamno delo y e Aer. 

EX 

ab 
2) para probar que Js eta pros de / de orden A sop, continues 

o E j, entonces todas las parciales mixtas da la forma 
riene ID o Po ala en (xa, ya) si la sucesión de Índices (1, .-. 7a) 
lants ná de amos que la 2 

iaa N DAE RE y Jl da 

6-22. Definimos las derivadas direccionales de orden superior mediante la fórmula 


DAPR DDN, si ju) = 1. 


a) Demostrar que D5/(x) = d*/(x; u) cuando uno de los miembros existe y siendo 
b) Demostrar que la fórmula de Taylor (Teorema 6-22) puede expresarse como sigue: 


10910 E Joya ah + È Dara a, 
E 
donde u = (b — a)/ib — al. 
6-23. Si una función de dos variables con parciales continuas de orden A en un 


conjunto abia S de Ey, demostrar que 
20 - E (0) 44D af sacs, t= (h h) 


donde en sl término résimo tenemos A = 
lizar este resultado para dar una nueva 


have 
Tabor (ore 
e a pams dir oat e de de a E e Ch E 
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6-24. Utilizar la fórmula de Ta) desarrollar las funciones siguientes en po- 
abre dl 


a eharra ANA 


3 h = gt, donde h satisfacen las uba Teorema 6-14. 
e o eme 
a DA = p P Diag Na) DL (2D hla) 

+ 5 Dag (12) D, shl2). 
b dhia; N) = Pea); va) + dela); 
donde hm dj t) y wm Pilz 0, i=l, 2, ooy 
A e i E 
6-28, Son f ze u + de y supongamos que existe Pla), Bactibamon y re eeg 


geal y fijo) y hagamos r= 0 en el cociente incremental [fia) — aali =a para ot 
tener 


Pie = e-la(Das + ¡Dao), 
iie ngi a Taa: Deu ii isana 
(cos B, sen B) donde B = a + } 7, demostrar mediante razonamiento parecido 

Ple) = ema Dw — iDo). 


Deducir que Dau = Dw, Dav = — Dyu. (Las ecuaciones de Cauchy-Riemann son un caso 
pastis) A Joa detras Arconada dabas tzads Jo valores msn co. 


6-27. 1) En cada uno de los ejemplos siguientes escribir / = u + iv y encontrar 
fórmulas explícitas para u(x, y) y v(x, y): 


a) He) = sen s, D) Ala) = cos z, 

o) Ha) = eh 0-5 

9 Mysan C#0 D Mi=lgz GAO 

y me, mM à= (a complejo, z #0). 


(Estas funciones están definidas como se indicó en el Capitulo 1.) 


11) _ Demostrar que w y y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann para los si- 
guientes valores de £ cualquier en a). b). 8); valo- 
Tes reales de z < Oen f), A). (En el caso A 

lidas para todo = si x es entero no negativo y para todo z # 0 si a es entero negativo.) 


XII) Calcular la derivada f(2) en a), b), 1), g), b), siempre que exista. 
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6-28. Poner f = u + iv que f es derivable en cada punto de un conjunto 
errado S de E a e Y 7 en puc a Es ss 
que 


a) Si w es constante en S, f es constante en S. 
b) Si 1% + v? es constante en S, f es constante en S. 
ah Si gl) = JG): demostrar que g(a) existe en todo el conjunto S, imagen simétri- 
ca de S respecto al eje real. 

¡poner u y v satisfacen las condiciones del Teorema 6-26, poner f = u + iv, 
TE y demostrat que 
a) Vh = kg, b) Vh = WVXlog A). 
r e 


$ es contínua en $ y derivable en todo elfconjunto S. además 
et = siat Hyt Ly que C) # Osi z€ S. Demostrar que 


CAPITULO 7 
APLICACIONES DE LA DIFERENCIACIÓN PARCIAL 


7-4 Introducción. Este capítulo comprende dos partes principales. La pri- 
mera parte está dedicada a demostrar un teorema muy importante del aná- 
Bis, el teorema de la función implicita ; la segunda trata de los problemas de 
extremos. 

El teorema de la función implícita en su forma más sencilla se refiere a una 
función y = f(x) que está determinada « implícitamente » mediante una ecua- 
ción de la forma F(x, y) =0. El problema aquí es este: Dada la ecuación 
F(x, y) = 0, ¿cuándo podemos + resolver » esta ecuación respecto a y y obte- 
mer una solución explícita y = /(x)? Asimismo, si conocemos algo referen- 
te a la continuidad o diferenciabilidad de F, ¿qué podemos concluir en 
relación a la continuidad o diferencialidad de f? El problema toma una forma 
más general cuando sextrata de una función F de varias variables (p. ej. n), 
y pretendemos saber si podemos resolver una ecuación de la forma F(x}, 
=.., Xx) = 0 con respecto a una de las variables en función de las demás. 
Con mayor generalidad aún, podemos considerar un sistema de varias ecuacio- 
mes que relacionan varias variables, y estudiar el problema de su resolución 
con respecto a algunas de las variables en función de las restantes. Bajo con- 
diciones algo generales, siempre existirá una solución, y el establecimiento 
exacto de tales condiciones, con algunas conclusiones relativas a dicha solu- 
ción, constituye el teorema de la función implícita, 

Un caso particular importante de este teorema es el conocidísimo problema 
de álgebra de la resolución de n ecuaciones lineales de la forma 


» Eb li=1 2...) 


5 
donde las ay y la b; se consideran como números dados y 4 . .., #4 represen- 
tan las «incógnitas ». Es conocido que existe una sola solución para este sis- 
tema si el determinante de los coeficientes no es nulo, y recíprocamente, 
En el teorema general de la función implícita, también se considera la no anu- 
lación de un cierto determinante, llamado Jacobiano. Los determinantes ja- 
cobianos se definirán y serán deducidas sus propiedades en el próximo párrafo, 
pero antes deseamos hacer algunas observaciones concernientes a las nota- 
ciones y a la terminología. 

Muchos de los resultados de este capítulo se refieren a colecciones de fun- 
ciones, en las que cada una es una función de varias variables. En consecuencia, 
el establecimiento de muchos de esos resultados es, por lo general, algo compli- 
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cado. Puede conseguirse alguna simplificación utilizando la terminología 
vectorial. Por ejemplo, si consideramos una colección de » funciones reales 
fu +, fn definidas en un conjunto S, representamos por f la función vectorial 
cuyo valor en el punto x de S es t(x) = (f(x), ..., /a(x)). Escribimos también 
t= (fy - » - , fn) para indicar esa relación, y fy'se llama entonces el componente 
k-ésimo de 1. Diremos que f es diferenciable en el punto x si cada componen- 
te de f es diferenciable en x. Esto se abreviará escribiendo fc D en x. Diremos 
además que 1 es diferenciadle con continuidad en x si cada componente f de 

ji ri 1, 2, ..., n) continuas en x. 
Esto se expresará simbólicamente escribiendo f e C' en x. Escribimos también 
te C' en S si te C' en cada punto de S ; la notación f e D en S tiene un signi- 
ficado semejante. Observemos que f e C' en x implica 1 e D en x, en virtud del 
Teorema 6-18. 


7-2 Jacoblanos. 


'—1 DEFINICIÓN. Sean fy... , fa n funciones reales definidas en un conjunto 
abierto S de E, y consideremos t= (fy, ..., fa). Llamamos Jacobiano 
de 1 a la función real Jy cuyos valores vienen dados por el determinante 


Dihi Dah ta). Dh) 


DA DAD 
en todos los puntos x de S en los que existan todas las parciales Dida). 


Nora. También se utiliza la notación Alf, ..., fa)/0(%p, - +. , xa) en lugar 
de Jya) si x= (žy -> -p 2a). 

Abreviadamente, una matriz A se escribirá A = [ay] siendo a,y el elemento 
perteneciente a la fila ¿ y a la columna j, y el determinante de esa matriz se 
expresará mediante la notación [A] = det {ay}. Los elementos de la fila i 
de la matriz [D,f(x)] son los componentes del vector gradiente V/,(x). 

Recordamos de la teoría elemental de las matrices cuadradas de orden n 
que el producto AB de las matrices A = [ay] y B = [b] (dadas en este 
orden) es la matriz [cy], donde 


sm D eab 


y que det[A B] = det[A]det[B]. Esto se utilizará en la demostración del 
teorema, (Para un repaso de la teoría de matrices y determinantes, 


J= 


ver Ref. 7-2.) 


7—2 Teorema. (Teorema de multiplicación de Jacobianos). Sea la función 
vectorial Y= (fa, .... fa) definida en un conjunto abierio S de E, y g = 
= (Ev -+ -> 8) otra función vectorial definida en un “onjunto abierto T 
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de En, siendo US) € T. Deipuemos por = (h + ha) e función 
compuesta definida mediante la ecuación 


m0) EM), si xes. 
Entonces, para cada x de S tal que te D en x y ge D en Hx), se verifica 
Jul) = JN. 


Demostración. Las hipótesis te D en x y ge D en 1(x) nos aseguran que 
he D en x a causa de la regla de la cadena (Teorema 6-14). La multiplicación 
de determinantes da 


JANJA) = det (DM) det (0/49 
- ufs A] } 


Pero también la regla de la cadena nos dice que la última suma es D(x), 
y esto demuestra el teorema, 

En particular, si g = 1-1, entonces h(x) = x para todo x de S y Jp(x) = 1. 
Luego del teorema anterior resulta 


JNJ = 1. 
Esto se expresa algunas veces así : 
Blhan -s a fa) En] 
a Dm 
La ecuación Ju(x) = J [100] Jy(x) del Teorema 7-2 presenta un fuerte pare- 
e ala regla de la cadena h'(x) = g' [f(x))/'(x) de la teoría de la derivada 
lis y sugiere que el Jacobiano deberia ser considerado, quizás, 
como una generalización (en las funciones vectoriales) de la derivada. Otras 
razones para adoptar este punto de vista se verán en alguno de los próximos 
capítulos, en particular cuando estudiemos la fórmula para el cambio de 
variables en una integral múltiple. No obstante, debe señalarse que para las 
funciones complejas definidas en E,, el Jacobiano J;(z) no es lo mismo que 
la derivada Ps). Efectivamente, si escribimos f = w + iv, f'(z) viene dada 
por la ecuación 
P'e) = Dyula, y) + ¡Dpla, y), z= x + iy, 
mientras que el Jacobiano J;(2) es 


MO DEA DAE |= Date, Dt 9 


— Dels, Dala, 9). 
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Por lo tanto, si las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen, podemos 
escribir 

JA) = (Diao 9119 + (Dipte, 91? 
y vemos que, en este caso, J;(z) y f'(a) están relacionados mediante la ecuación 


Ji = rar. 


7-3 Funciones con Jacobiano no nulo. En esta sección obtenemos algunas 
propiedades de las funciones vectoriales que tienen el Jacobiano no nulo en 
ciertos puntos. Estos resultados se utilizarán después en la demostración 
del teorema de la función implicita. 


7—3 Teorema. Sean K una-esfera abierta en E, con centro en Xy y K la 
correspondiente esfera cerrada. Designemos por 1 = (fu... , fh) una fun- 
ción vectorial continua en K y supongamos que todas las derivadas parciales 
Difkx) existen si x e K. Supongamos además que Y es uno a uno en K y 
que el Jacobiano J[x) #0 para todo x de K. Entonces (K), imagen 
de K originada: por 1, contiene un entorno del punto Nx). 


Demostración. Designemos por B(K) la frontera de K, esto es 
BR) = (al = r). 
siendo y el radio de la esfera K. B(K) es un conjunto certado y acotado. Defi- 
namos una función real g en B(K) como sigue : 
e = Ma) — al, si xe BIK). 


Entonces g(x) > 0 para cada x de B(K) debido a que f es uno a uno en K. 
Además, g es continua en B(K), ya que f es continua en K. Pero B(K) es un 
conjunto compacto y, por lo tanto, g debe alcanzar su mínimo absoluto m 
en algún punto de B(X). Este mínimo m debe ser positivo, puesto que g(x) > 0 
para todo x de B(K). Utilizando este número positivo m, sea T la esfera abierta 
con centro en T(x) y radio m/2. Demostraremos que T € 1(X) con lo cual 
queda demostrado el teorema. (Ver Fig. 7-1.) 


E © 


Fig. 7-1. Teorema 7-3 en Es. 
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Para ello, tenemos que demostrar que y e T implica que y € (K). Elegido 
un punto y en T, mantengámosle fijo y definamos una mueva función real 
hen K como sigue 


MOM) sixeR. 


Entonces h es continua en el conjunto compacto K y, por tanto, tiene en él 
un mínimo absoluto. Queremos demostrar que k alcanza ese mínimo en algún 
punto de la esfera abierta K. En el centro tenemos h(xy) = |I(x,) — y| < m/2, ya 
que y e T. Por lo tanto, el valor mínimo de A en K debe ser también < m/2. 
Pero en el punto frontera x de B(K), h tiene el valor 


MR) 100) — y 10) — NaO — (Y — 1) 
> 1100 — a)l- MM — > 00) g 
así que el mínimo no puede presentarse en la frontera de K. Luego existe un 
unto interior a de K en el que h alcanza su mínimo, En ese punto el cuadrado 


de h debe tener también un mínimo. Puesto que /*(x) = [1(x) — yl" 
= Fis [1 (x) — y0)* y que cada derivada parcial D,(*) debe anularse en a, se 
verificará 


35, 

A 
Pero este es un sistema de ecuaciones lineales cuyo determinante Ji(a) no 
es cero, ya que a e K. Esto implica (a) = y, para cada v, o f(a) = y. Esto es, 
y eN(X). Luego T c 1(X) y el teorema está demostrado. 


— y Deo) =O (h m d,2,.. 1). 


Volvamos ahora al sistema de ecuaciones lineales 
ÓN 
A 


Es sabido que si deta] + 0, este sistema posee solución única, Efectivamente, 
la solución puede obtenerse con la regla de Cramer que expresa cada x, como 
un cociente de dos determinantes, a saber xı = A/D, donde D = det [au] 
y As es el determinante de la matriz obtenida reemplazando la columna 4 
de [ay] por b, (Para la demostración de la regla de Cramer ver Ref. 7-2 
del final del capitulo.) Si definimos fx) = Ff.14y%;, donde x = ¿a 
entonces la función vectorial f= (f, ..., fa) tiene el Jacobiano Ji(x) 

= det(a¿]. Decir que el sistema precedente de ecuaciones lineales tiene so- 
lución única siempre que det [ay] +0 equivale a decir que esta función f es 
uno a uno siempre que Ji(x) #0. [¿Por qué?) Este resultado es análogo 
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al Teorema 5-7, en el que demostrábamos que una función real f es uno a uno 
en un cierto entorno del punto x siempre que la derivada /'(4) # 0. En el 
próximo teorema, el resultado se extiende a las funciones vectoriales que son 
diferenciables con continuidad. 


7—4 Teorema. Consideremos la función Y = (f, - 
abierto S de En, y supongamos que el Jacobiano Ji(x,) #0 en un punto 
X de S. Existe entonces un entorno N(x,) en el que Y es uno a uno. 


Demostración. Sean Z, ..., Za, n puntos de S y designemos por Z = 
= (Z, .. .; Z,) el punto de E, cuyos n primeros componentes son los compo- 
nentes de Zy; los » siguientes Son los componentes de Z, etc. Definamos una 
función real h de la manera siguiente: 


A(Z) = det [D/A TZ). 


Esta función es continua en todos los puntos Z de E, en los cuales A(Z) está 
definida, en virtud de que cada D,/: es continua en S y de que un determinante 
es un polinomio en sus n? elementos. Sea Z, un punto de E, obtenido poniendo 
Z, = Z, = . . . = Z, = xy Entonces h(Z,) = Ji(x,) #0 y por tanto, por la 
continuidad, existe algún entorno n-dimensional N(x,) tal que det [D;/:(2)] # 
++ 0 si cada Z; e N(x,). Podemos ahora demostrar que f es uno a uno en este 
entorno. En efecto, supongamos que 1(x) = 1(y), siendo x e N(x), y e N(x), 
xX % y. Puesto que N(x) es convexo, el segmento rectilíneo L(x, y) c N(x) 
y podemos n el Teorema del Valor Medio n-dimensional para escribir 


= hh) 10) = VHB li 0, 


donde cada Z; e L(x, y) y por tanto Z, € N(x). Pero esto es un sistema de 
ecuaciones lineales de la forma 


» fa) € C' en un conjunto 


con aa = DafAZ). 


Y a — naa 
15 


El determinante de este sistema no es cero, ya que Z; e N(Xy). Por consiguiente 
Ja — 24 = 0 para todo A, y esto está en contradicción con la hipótesis de que 
X 4 y. Hemos demostrado, por tanto, que x # y implica 1(x) + fly) luego f 
es uno a uno en N(x). 


Nora. El lector debe advertir que el Teorema 7-4 es un teorema local 
y no un teorema global. La no anulación de J¡(x) garantiza la existencia 
de 1-1 en un entorno de xy. No se deduce que f tiene inversa en S, aun cuando 
JH) +0 para todo x de S. El ejemplo siguiente ilustra este punto : Sea f 
una función compleja definida por f(z) = e si z e Ey. Escribiendo z = z + iy, 
tenemos 

Jà = o= iep == 
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y vemos que J,(z) # 0 para todo z de E. Sin embargo, f no es uno a uno en 
E, ya que f(z) = f(24) para todo par de puntos z, y z, que difieran en 2mi 


Se deduce del Teorema 7-4 que, en las condiciones citadas, f es lo que podría 
lasuarse una e inversa local en un entorno de un punto xy en el que Ja) 40. 
En el próximo teorema deducimos algunas propiedades locales de diferen- 
ciabilidad de esta función inversa local. 


7-4 Teorema de la función inversa. 


7—5 Teorema (Teorema de la función inversa). Sean t= (ly ..., fa) € C' 
en un conjunto abierto S de E, y T = 1S). Supongamos que el Jacobiano 
JA) +0 en algún punto x, de S. Existen entonces una función g determi- 
hada de forma única y dos conjuntos abiertos X € S e Y € T tales que 


1) eX y M0) e Y, 
mM Y=18X), 
III) Tes uno a uno en X, 
IV) gestá definida en Y, g(Y) = X, y g[1(0)] = x para todo x de X, 
N) geC eh Y. 

Demostración. El Jacobiano J, es continuo en S y, "puesto que Ji(x,) + 0 
existe un entorno N;(Xp) tal que Je(x) # O siempre que x c N,(x,). Según el 
Teorema 7-4 existe un entorno N(x) € N,(Xy) de manera que f es uno a uno 
en N(x). Si K es una esfera cerrada contenida en N(x) (con centro en X), y 
K es la esfera abierta correspondiente, Ħ(K) debe contener un entorno de 
Mx), según el Teorema 7-3. Llamemos a este entorno Y, y consideremos 
X =1-4Y) n K (Fig. 7-2.) El conjunto X es abierto, en virtud del Teorema 
4-15. Aplicando el Teorema 4-17 a K, encontramos que existe una función g 
(la función 1-1 del Teorema 4-17) definida en I(K) tal que gíI(x)] = x para 
todo x de K. Además, que K es compacto, g es continua en 1(X). Ya 
que X a Ke Y c (Ñ), quedan demostradas las partes 1), I1), III) y IV). 


Fig. 72, Teorema de la función inversa en Ey. 


142 APLICACIONES DE LA DIFERENCIACIÓN PARCIAL 


Queda por verificar V). A tal fin, definamos una función real A mediante 
la igualdad A(Z) = det(D/f.(Z,)], donde Z,, ..., Z, son m puntos de S, y 

= (Zi; ...; Z.) es el punto correspondiente en E, Entonces, razonando 
como en la demostración del Teorema 7-4, existe un entorno N,(xẹ) tal que 
MZ) # 0 si cada Z; € N,(x,). Podemos suponer ahora que en la primera parte 
de la demostración el entorno N(xy) fue elegido de manera que N(x) € N(x). 
Entonces K € N,(x,) y MZ) #0 si cada Z; e K. 

Para demostrar V), escribamos g = (£y .- - , ga). Tenemos que demostrar 
que cada ga e C' en Y. Al objeto de demostrar que D,g, existe en Y, supon- 
gamos y e Y y consideremos el cociente incremental [gu(Y -+ Au) — ga(y)] M 
donde u, es el r-ésimo vector coordenado unidad. (Ya que Y es abierto, y + 
-+ àu, € Y si [A] es suficientemente pequeño.) Consideremos x = g(y) y x 
= gly + Mu). Entonces x y x’ están ambos en X y Hx') — I(x) = M. Por 
tanto, fi(x°) — f(x) = O si $ 4 r, y es igual a à si i = 7. Por el Teorema 6-17 
tenemos 


1430 19 wzy. 


donde cada Z; está en el segmento que une x y x' y por consiguiente Z; e K. 
La expresión del primer miembro vale 1 ó 0, según que i = 7 0 4% r respec- 
tivamente. Este es un sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas 
EAN, tiene solución única, ya que det[D/f(Z,)] = A(Z) 4 0. Resol- 
viendo respecto a la k-ésima incógnita por medio de la regla de Cramer, obte- 
nemos una expresión para [guy + Mu) — ga(Y)] /h en forma de un cociente 
de determinantes. Cuando à > 0, el punto X' -> x, puesto que g es continua, 
y por lo tanto cada Z; -» x, ya que Z; pertenece al segmento que une x a x’. 
El determinante que aparece en el denominador tiene como limite el número 
det[D;(x)) = Jx), y este no es 0, ya que x e T. Por consiguiente, existe 
1 


el límite siguiente 
tE) — E — 0), 
1 A 


Esto establece la existencia de D,gu(y) para cada y en Y y cadar =1,2,....,M 
Además, este límite es un cociente de dos determinantes en los que figuran 
únicamente las derivadas D;/,(x). De la continuidad de las Df, resulta, por 
consiguiente, la continuidad de cada parcial D,g,. Esto completa el teorema. 


Observemos que la demostración precedente nos proporciona al propio 
tiempo un método para calcular Daly) Sin embargo, las derivadas Di 
pueden obtenerse más fácilmente (sin recurrir a un proceso de límite) utili- 
zando el teorema de la multiplicación de Jacobianos, que en este caso, asegura 
que Ju6)J (y) =1 si y = t(x), xe X. El desarrollo de las correspondientes 
ecuaciones matriciales, es equivalente al siguiente sistema de n? ecuaciones : 
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È penon =a;  (@onde y 100). 


Para cada à fijo, obtenemos n ecuaciones lineales al recorrer j los valores 
1, 2, ..., n. Estas pueden entonces resolverse respecto a las » incógnitas. 
Digdy), +.» Dagi(y), por la regla de Cramer. 


7-5 Teorema de la función implícita, El lector sabe que la ecuación de 
una curva en el plano xy puede expresarse bien en forma « explícita » y = (a), 
o en forma «implícita» F(x, y) =0. No obstante, si tenemos una ecuación 
dela forma F(x, y) = 0, no siempre representa ésta una función. (Por ejemplo, 
Y +3? — 5 = 0.) La ecuación F(x, y) =0 siempre representa una relación, 
esto es, el conjunto de todos los pares (x, y) que satisfacen la ecuación, Es- 
pontáneamente se presenta la siguiente pregunta : ¿Cuándo la relación defi- 
nida por F(x, y) =0 es también una función? En otras palabras, ¿cuándo 
la ecuación F(x, y) =0 puede resolverse explícitamente respecto a y en 
función de x, obteniendo solución única? El teorema de la función implícita 
trata localmente esta cuestión, y nos dice que, dado un punto (xo. y) tal que 
Ft yo) = 0, en-determinadas condiciones existirá un entorno de (xy, yy) de 
manera que en este entorno la relación definida por F(x, y) = 0 es también 
una función. Esas condiciones son que F y D,F sean continuas en un entorno 
(o. 94) y que DaF (xo yo) 7 0. En su forma más general, en lugar de una ecua- 
ción con dos variables, el teorema trata de un sistema de m ecuaciones con 
n+ k variables: 


Mave Bi h 


Este sistema puede ser resuelto respecto a xy ..., x en función de f, ..., 
th, con tal de que ciertas derivadas parciales sean continuas y que el Jacobiano 
de orden n alfi, --- » faO(%» ---» a) mo sea nulo. 

Para abreviar, utilizaremos la siguiente notación en este teorema : Los 
puntos del espacio (n + A) — dimensional Ena se escribirán en la forma 


O (=h 2a) 


(x; 8), donde x = (žy ---, 2) € En y t= (4, c En 
7—6 Teorema. (Teorema de la función implicita). Sea = (fy, .. . , la) una 
función vectorial definida en un conjunto abierto S de Eny, cuyos valores 


pertenecen a En. Supongamos Y e C' en S. Sea (xy; te) un punto de S para 
el cual Ue 4) = 0 y el determinante de orden n det [Df t) + 0. 


Existen entonces un entorno k-dimensional Ta de t, y una, y sólo una 

función vectorial g, definida en Ta que tiene los valores en En, de modo que 
DEC enT, 

I) glt) =x% 


ID) tglt); t) = 0 para todo t en Ty. 
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Demostración. Aplicaremos el teorema de la función inversa a una cierta fun- 
ción vectorial F = (F,..., Fa; Fasi,- - - , Fasa) definida en S y con valores en 
Ena. La función F está definida así: Para 1 < m < n, tomamos Fn(x; t) = 
= falx; t), y para 1 <m < k, Fusn[x; f) = la. Podemos escribir F = (f; 1), 
donde f = (f,..., fa) € Les Ta función identidad definida por I(t) = t para cada 
t en E. El Jacobiano Jr(x; t) tiene entonces el mismo valor que el deter- 
minante de orden » det [Dif;(x; 1)] debido a que los elementos que aparecen 
en las k últimas filas y en las 4 últimas columnas de Jp(x; t) forman un deter- 
minante de orden k con unos a lo largo de la diagonal principal y ceros los 
restantes elementos ; la intersección de las n primera filas y n primeras co- 
Tumnas es el determinante det [D//(x; t)), y D,Fu.,(x; t) =0 para 1<¡<n, 
1<j <k. Luego el Jacobiano Jp(xẹ: ty) # . Como F(xy; ty) = (0; f), según 
el Teorema 7-5, existen los conjuntos abiertos X e Y que contienen (xo; to) 
y (0; 1), respectivamente, de manera que Fes uno a unoen X, y Y= F(X) 
Por consiguiente, existe una función inversa local G, definida en Y y teniendo 
valores en X, tal que G[F(x; t)) = (x; t) y además G c C' en Y. 

Ahora G puede expresarse poniendo de manifiesto sus componentes así: 
G = (v; w) donde, v = (4. ..., »,) es una función vectorial definida en Y 
con valores en E, y w = (w, ..-, w) también está definida en Y pero tiene 
Tos valores en E,. Podemos ahora expresar v y w explicitamente. La ecuación 
G[F(x; t)] = (x; t), cuando está escrita en función de los componentes v y w. 
nos da las dos ecuaciones v[F(x; t)] =x y w[F(x; 1)] = t. Mas ahora, todo 
punto (x; t) de Y puede ser escrito de manera única en la forma (x; t) = 
= F(x’; t) para algún (x'; Y) de X, en virtud de que F es uno a uno en X y la 
imagen inversa F-! (Y) contiene X. Además, según la manera con que se definió 
F, cuando escribimos (x; t) = F(x; Y), debe verificarse t = t’. Por consi- 
guiente, v(x; t) = v[F(X; 1] = x' y w(x t) = w[F(x'; t)] =t. Luego la fun- 
ción G puede ser descrita como sigue; Dada un punto (x; t) en Y, tenemos 
G(x; t) = (x'; t), donde x' es aquel punto de E, para el que (x; t) = F(x"; t). 
Esto implica que F[v(x; t); t) = (x; t), para todo (x; t) de Y. 

Estamos ahora en condiciones de definir el conjunto 7, y la función g del 
teorema. Consideremos Ty = (tit e E, (0; 1) c Y), y para cada t en 7, defi- 
namos g(t) = v(0; t). El conjunto Tọ es abierto. (¿Por qué?) Además, g c C” 
en To porque G e C' en Y y los componentes de g son tomados de los compo- 
nentes de G. También, g(ty) = v(0; t4) = X, porque (0; te) = F(xy: ty); Final- 
mente, la ecuación F[v(x; t); 1] = (x; t), que se verifica para todo (x; t) de Y, 


Tomando x = 0, vemos que para todo t en T, tenemos f{g(t); t, = 0, 
completa la demostración de las proposiciones 1), 11) y ITI). Queda por de- 
mostrar que existe únicamente una tal función g. Pero esto se deduce inmedia- 
tamente del hecho de ser f uno a uno. Si existiera otra función, lamémosla h, 
que satisficiera III), tendríamos fíg(0); t) = t{h(t); t], y esto implicaría 
(8l); t) = (M0); t), o sea g(t) = h(t) para todo t de To- 
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7-6 Problemas de extremos. En lo que sigue en este capítulo consideraremos 

funciones reales / con objeto de determinar todos los puntos (si existen) en los 
que f tiene un extremo local, esto es, o un mínimo local o un máximo local. 
Hemos obténido ya un resultado (Teorema 5-8) en tal sentido para fun- 
ciones de una variable. En aquel teorema encontrábamos que una condición 
necesaria para que una función f tenga un extremo local en un punto xy in- 
terior a un intervalo es que /'(x,) = 0, con tal que f(x) exista. Esta condición, 
sin embargo, no es suficiente, como podemos ver considerando f(x) = 2, x = 0. 
Deducimos ahora una condición suficiente. 


7-7 Trorema. Admitamos que para algún entero n >1, f tenga derivada 
seósima continua en el intervalo abierto (a, 0). Supongamos también que 
para algún punto xa interior al intervalo (a, b) se tiene 


A A AA 


Entonces si n es par, f tiene un mínimo local en xa si [U(xo) > 0, y un 
máximo local en xy si ["(x,) < O. Si n es impar, no existe mi máximo 
local mi minimo local em Xp. 


Demostración. Puesto que f"(x,) #0, existe un entorno N(x,) tal que 
para todo x de N(xp), la derivada /“(x) tendrá el mismo signo que CAN 
Según la fórmula de Taylor (Teorema 5-14), para todo x de N(x) podemos 
escribir 


10 160 =P eange, donde me Nid. 


Si n es par, esta ecuación implica /(x) > /(x,) cuando f"(xp) > 0, y /(2) < (xo) 
cuando /"(x,) < 0. Si n es impar y /"(x,) > 0, entonces f(x) > f(x) cuando 
x > Yo, pero f(a) < J(1a) cuando x < xo. y no puede existir extremo en xe- 

conclusión se obtiene suponiendo » impar y [9(x)) < 0. Esto demues- 
tra el teorema. 


Volvamos ahora a las funciones de varias variables. En el Ejercicio 6-1 
hemos dado una condición necesaria para que una función tenga un extremo 
local en un punto x interior a un conjunto abierto. La condición es que cada 
derivada parcial D,f(x) debe ser cero en tal punto. También podemos esta- 
blecer esto utilizando las derivadas en una dirección diciendo que D,/(x) debe 
ser cero para toda dirección u. 

El recíproco, sin embargo, no es cierto. Consideremos el siguiente ejemplo 
de una función de dos variables reales : 


He, y) = y 1024. 


Arosat. — 10 
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(0,0) = 
e pero 


“Aquí tenemos D;/(0, 0) 
=0. Ahora bien [(0, 0) 
la función toma valores 

negativos en todo entorno de (0, 0). 
(Ver Fig 7-3.) Este ejemplo ilustra 
otro interesante fenómeno. Si toma- 
mos una recta fija que pase por el 
origen y hacemos que un punto (z, 
y) se desplace siguiendo esa recta 
hacia (0, 0), el punto penetraró en 
Ja región situada por encima Saan 

la parábola y = 242 ds detal dele peral en dal y 
llega a ser y permanece positiva para todo (x, y) # (0, 0). Por consiguiente, 
a lo largo de toda recta como la considerada, / tiene un mínimo en (0,0), 
pero el origen no es un mínimo local en ningún entorno bi-dimensional de (0, 0). 


7-7 Condiciones suficientes para un extremo local. El próximo teorema 
contiene una condición suficiente para la existencia de un extremo local de 
una función de dos variables. 


7—8 Teorema. Sea f una función que tiene derivadas parciales de segundo 
orden continuas en un conjunto S de Es. Supongamos que ro yd € S y 
que Diflzo, yo) = Duflto, yo) = 0. Sea A = AC — B*, donde c 
son las siguientes derivadas parciales de segundo orden: 


Am Diafun) B= Dife yd, C= Drafta y) 
Tenemos entonces: 
a) Si A> 0y A> O, f tiene un minimo local en (xo, Ya)» 
b) SiA>0yA <0, /.tiene un máximo local en (zo yo). 
€) Si A <O, f no tiene ni máximo ni minimo locales en (xy yo). 
Nora. Si A = 0 puede ocurrir que en (xp, yo) exista un máximo local, un 
mínimo local o ni uno ni otro, 


Demostración. Consideremos Q(x, y) = Ax* + 2Bxy + Cy”. La función Q 
se denomina forma cuadrática binaria y el número A = AC — B es el discri- 
minante de Q [también se llama el Hessiano de f en (za. yo)]. Por el método 
de completar cuadrados encontramos 


Omn = GUA + BAY ARO 
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Quando A > 0, la expresión que amipls a Y e a suma de dos curado, 
pe» cuando A < 0 es la diferencia de dos cuadrados. Por consiguiente, la 
imbmraleza de esta forma cuadrática en las proximidades del origen está dc- 
fleaminada por el signo algebraico de A. 


E primer paso de la demostración es probar que en las cercanías del punto 
Eo, ya) la diferencia Js, y) — JC y) tiene un comportamiento muy parecido 
al de Q(x, y) en las cercanías del origen. A tal fin elegimos dos números rea- 
les b y $, no nulos simultáneamente, tales que el rectángulo R(h, A) cuyos 
wéxtices son (Xp Yo), wth Ya), (%o +h, Yo + R), (Xo Yo +R) esté conte- 
mido en S. Aplicando la fórmula bidimensional de Taylor (Teorema 6-22 con 
== n = 2), encontramos que para un cierto punto (Z, J) perteneciente al 
sgmento que une (Ya, Ya) COn (zy + h, Jo +A) se verifica 


» He thy +A) — Han yd y DAR, 3): 0,00) 


~ H (aht 4 2bhh + cht), 


dende a =D /(,7), b = Daaf. 7), y € = Daaf). Al Negar a este punto 
de la demostración, consideramos dos casos según sea el signo algebraico de A. 

Caso 1.9 (A > 0). La condición A > 0 implica A +0. Introducimos una 
meva función D definida en cada (x, y) de S por la ecuación 


Dix, y) = Dial) Dalla, y) — Dalla 3). 


Esta función D es contínua en S y Dx, ya) = A > 0. Existe por lo tanto un 
entorno de (xa, yo) en el que D(x, y) > Oy D, J(x, y) tiene el mismo signo que 
A. Si elegimos h y k de manera que el rectángulo R(x, y) quede contenido en 
ese entorno, entonces (Z, 7) e R(h, A) y por consiguiente ac — b? > 0 y a tiene 
el mismo signo que A. Completando cuadrados, la igualdad (1) se convierte en 


e) Mts + h Yo + R) — fto Ya) = gla + DR) 4 (ac — bA). 


Ta expresión entre corchetes es positiva (por ser una suma de dos cuadrados) 
y por or tanto la diferencia de primer miembro tiene el mismo signo que a (que 
a su vez tiene el mismo signo que A). De esto se deducen inmediatamente 
as conclusiones a) y b). 


Caso 2.9 (A < 0). En este caso demostraremos que todo entorno de 


(o. Yo) contiene puntos (x, y) en los que f(x, y) > f(%o. Ya) y Puntos para los 
que f(x, y) < f(%o, Yo). Si A 40, elegimos un entorno de (xp, yo) en el que 
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D (x, y) < 0 y D, f(x, y) tenga el mismo signo que A. Elijamos ahora } y A de 
modo que el rectángulo R(h, A) quede interior al entorno. Entonces, como 
antes, la igualdad (1a) es cierta, pero ahora ac — 6* < 0 y a tiene el mismo 
signo que A. Si tomamos $ =0 y 40, el segundo miembro de (1a) tiene el 
mismo signo que A, pero si tomamos 40 y A= —bk/a el segundo miembro 
de (ta) tiene el signo opuesto al de A. Esto demuestra c) si A # 0, y en el 
caso en que C 40 se sigue un razonamiento parecido. 

Supongamos ahora que Á=C=0. La condición A < 0 implica B # 0. 
Si elejimos h = k, la igualdad (1) se convierte en 


Mah hn + land y a++ 
de la que obtenemos la relación 


Umia tA y tA eyd tim 4240 AC, pup, 
Coia w o a Bs 


Por consiguiente, para un valor suficientemente pequeño de |A| el cociente 
[itza + h, Yo + A) — flo. ya)1/A* (y por tanto el numerador) tiene el mismo 
signo que B. Por otra parte, si elejimos A = —A y utilizamos el mismo tipo 
de razonamiento, encontramos que el límite de ese cociente es — B de donde 
resulta que para un valor suficientemente pequeño de |à| el numerador tiene 
signo opuesto al de B. Esto completa la demostración de la parte c). 


Con un razonamiento parecido al seguido en la anterior demostración pue- 
de conseguirse la generalización del Teorema 7-8 al caso de # variables inde- 
pendientes. Tal demostración, no obstante, la omitimos. Nos limitaremos a 
enunciar el Teorema. 


7—9 Teorema. Sea f una función que tiene derivadas parciales segundas con- 
tinuas en un conjunto abierto S de E,. Sea xy un punto de S para el cual 
Dif(%) = +- = Dof) =0. Supongamos que el determinante A = det 
Pla Consideremos Ay=1 y sea An, el determinante oblenido de 

prescindiendo de las k últimas filas y columnas. Si los n + 1 números 

re ., A, son todos positivos, entonces f tiene un mínimo local 

en Xy. Si esos números son alternativamente positivos y negativos, f tiene 
un máximo local en Xy. 


7-8 Problemas de extremos condicionados. Consideraremos el siguiente tipo 
de problema de extremos. Supongamos que f(x, y, z) representa la temperatura 
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en el punto (x, y, 2) del espacio y preguntamos por el valor máximo o mínimo 
de la temperatura sobre una cierta superficie. Si la ecuación de la superficie 
está dada explicitamente en la forma z= h(x, y), entonces en la expresión 
1(x, y, 2) podemos substituir z por h(x, y) para obtener la temperatura sobre 
la superficie como una función solamente de x e y, F(x, y) = /{x, y, h(x, 9))- 
El problema se reduce entonces a encontrar los valores extremos de F. Sin 
embargo, en la práctica, surgen ciertas dificultades. La ecuación de la su- 
perficie podría darse en forma implicita, g(x, y, z) = 0, y entonces ser impo- 
sible el despejar z en función de x e y o igualmente x o y en función de las res- 
tantes variables, El problema podría complicarse aún más al querer conocer 
los valores extremos de la temperatura en todos los puntos que pertenecen 
a un curva del espacio, Una tal curva es la intersección de dos superficies, 
g(x, y, 2) = 0 y g(x, y, 2) = 0. Si pudieramos despejar de estas dos ecuaciones 
x e y en función de 7, introduciríamos estas expresiones en / y obtendríamos 
“una nueva función con la única variable z, cuyos extremos podríamos entonces 
buscar. En general, sin embargo, no puede realizarse, y debe buscarse un mé- 
todo más practicable, Un método muy elegante y útil para atacar tales pro- 
blemas fue desarrollado. por LAGRANGE. 

El método de Lagrange proporciona una condición necesaria para un ex- 
tremo y puede describirse como sigue. Sea /(%,, ..., Xa) una expresión cuyos 
valores extremos se piden cuando las variables están sometidas a un cierto 
número de condiciones, sean estas £(x, 2) = Balto + + + Xa) = O. 
Formamos entonces la combinación 


Pto co 09) Ho 


a) eee H Dil + + a) 


donded,- . ; Anson m constantes, Diferenciamos $ respecto a cada coordenada 
y consideramos el siguiente sistema de n+ m ecuaciones : 


Lagrange descubrió que si © punto (x, . . ., xs) es una solución del problema, 
debe también satisfacer ese sistema de n +m ecuaciones, En la práctica, 
se intenta resolver ese sistema respecto a las n + m «incógnitas » M, «++, Aa 
Y Xp >>>; Au. Los puntos (x, .. . , 1.) así obtenidos deben entonces compro- 
barse para determinar si originan un máximo, un mínimo, o ninguna de las 
dos cosas. Los números )y, .  ., Am, que son introducidos únicamente como 
ayuda para resolver el sistema respecto a sy, ..., %n se llaman los multipli- 
cadores de Lagrange. Se introduce un multiplicador por cada condición, 
Existe un complicado criterio analítico para distinguir entre máximos y 
mínimos en tales problemas. (Ver, p. ej. Ref. 7-1.) No obstante, este criterio 
no es muy útil en la práctica y en algunos problemas particulares es normal- 
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mente más fácil hacer uso de otros medios (por ejemplo, consideraciones fi- 
distinción. 


sicas o geométricas) para hacer esta 
sE puta Diao sai válidas dl cd de Jogos 


7110 Tuonrma. Sea f una función real tal que f c C' en un conjunto abierto 
Sde En. Sean g, 
en S, y supongamos que m < n. Sea Xy aquel 
cual g se anula, esto es, 

X, = (ilze S, gi) = 0). 


Supongamos que Xy € Xy y que existe un entorno N(x,) tal que f(x) Sl 
para todo x en Xy MN(X). o que f(x) > f(x.) Para todo x en Xo n 
Supongamos asimismo que el determinante de orden m det [Dg AN +0. 
Existen entonces m números reales d, .... hn de manera que se satis- 
facen las n ecuaciones siguientes : 


2 Dix) + E MDI) =O (r= 1,2, oan). 
ss 


Nora. Las n ecuaciones 2) equivalen a la siguiente ecuación vectorial ; 
E = 0. 
Demostración. Consideremos el siguiente sistema de n ecuaciones lineales 
con m incógnitas M, ..., Aa: 


2 IN = 1, 2, «a.» m). 


Este sistema posee solución única ya que, por hipótesis, el determinante del 
sistema no es nulo. Por consiguiente, las m primeras ecuaciones de 2) son com- 
patibles. Tenemos que demostrar ahora que con esta elección de N, ..., Aw 
las n — m ecuaciones restantes también se satisfacen. 

Para ello, aplicamos el teorema de la función implícita. Ya que m < n, 
todo punto x de S puede ponerse en la forma x= (x'; t), donde x' c En y 
pao qe ero la -s žm) y t para repre- 
sentar (mpy +- Utilizando la función vectorial 
E= (ev -2 - En), podemos ahora escribir EX; ty) = 0 si xy = (x's; h). Puesto 
que g « C' en S, y el determinante det [D;g;(x; t4)] # 0, todas las condiciones 
del teorema de la función implicita quedan satisfechas. Por consiguiente, 

rno (n — m)-dimensional 7, de t, y una sola función vectorial 
» hu), definida en Ta y que tiene los valores en E tal que he C' 

Cy. y para todo t de Te tenemos g(h(1); t] = 0. Esto equivale 

a decir que el sistema de m ecuaciones 


A A R S) 
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puede ser resuelto» respecto a %,, . . . , xa en función de Xuyy,..., Xu dando 
a solución en la forma x, = hi%m.y, .--, 15), r = 1, 2, . . ., m. Ahora esubs- 
títuiremos » estas expresiones de x, ..., zu en la función [(%, ..., 25) Y 
también en cada expresión g(x, xa). Es decir, definimos una nueva 
función F de la manera siguient 


Flint +++ 


Ai atea]; 
y definimos m nuevas funciones Gy, ..., Ga ast: 


A) 
A A A 0 Ba); Bnn + + o al- 


Más brevemente, podemos escribir F(t) = /[H()] y G,(t) = g,[H(}], donde 
HG) = (h(t); 1). Aquí t debe pertenecer al conjunto Te 

Cada función Gp así definida es idénticamente nula en el conjunto T según 
el teorema de la función implícita. Por lo tanto, cada derivada D,G, es también 
idénticamente nula en 7, y, en particular, D,G,(ty) = 0. Pero según la regla 
de la cadena (Teorema 6-14), podemos calcular estas derivadas así: 


DG,lt) = É DAD HS (1,2... n — m). 
=i 


Pero Hilt) = hlt) si 1 < k <m, y H(t) = xa si m +1 < k < n. Por consi- 
guiente, cuando m +1 <k<n, tenemos D,Hi(t) =0 si m+r#k y 
D,Hm,(t) = 1 para todo t. Luego el anterior conjunto de ecuaciones se con- 
vierte en 


3 $ Dat, ADAN) + Dasstpit) = 0 peir 
2 ar 


Por la continuidad de h, existirá un entorno N(t) c 7, tal que teno 
implica (h(t); t) e N(x), donde N(x) es el entorno del A del teo- 
rema. Por tanto, te N(ty) implica (h(t); t) e X, n N(x) y por consiguiente, 

según la hipótesis, tenemos o bien que F PAS para tdo t en NG 0 
bien F(t) > F(t) para todo t en N(t). Esto es, F tiene un máximo local 
o un mínimo local en el punto interior t,. Cada derivada parcial D,F(t,) debe 
pues ser cero. Si utilizamos la regla de la cadena para calcular esas derivadas, 
encontramos 


D,Flt) = Y DD) = 
1 


s-s), 


y podemos pues escribir 
o] $ DDA + Dard =0 tr 
a 
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Si multiplicamos ahora 3) por 3, sumamos respecto a $, y agregamos el re- 
sultado a 4), encontramos 


2 Dijin) + $ apua] Dht) + Da4/(%) 
= m 


+ Eat) = 0. 


parar = 1, ..., n — m. En la suma relativa a A, la expresión entre corchetes 
se anula en virtud de la manera como fueron definidos M, +. ., Am Así que 
obtenemos como resultado 


Doll) + A AR EN A m), 


y estas son exactamente las ecuaciones que necesitábamos para completar 
le demostración 


Al intentar la Solución de un problema de extremos por el método de La- 
grange, ordinariamente es muy fácil determinar el sistema de ecuaciones 2) 
pero, en general, no es cosa fácil «resolverlo » en realidad. Con frecuencia 
pueden emplearse artificios especiales para obtener los valores extremos de / 
directamente a partir de 2) sin encontrar de antemano los puntos particulares 
donde esos extremos son alcanzados. El ejemplo siguiente pone de manifiesto 
alguno de esos artificios: 


EjmurLo. Una cuádrica con centro en el origen tiene la ecuación 
Asi 4 By + Ce + 2Dyr + Esx + 2 Fay = 1. 

Calcular las longitudes de sus semi-ejes. 

Solución. Escribamos (xy Xy xa) en lugar de (z, y, 2), e introduzcamos la forma 

cuadrática 

5 «2-3 Da 


donde x= (1, Xy 19) y los ay = ap son elegidos de manera que la ecua- 
ción de la superficie tenga la forma g(x) = 1. (En consecuencia la forma 
cuadrática es simétrica y definida positiva) El problema es equivalente a 
encontrar los valores extremos de [(x) = |x|? = a} + 13 + x3 con la condición 
(8) = 0, donde g(x) = g(x) — 1. Utilizando el método de Lagrange, intro- 
ducimos un multiplicador y consideramos la ecuación vectorial 


ol Yi) + Vala) = 0 
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(ra que Vg = Ve). En este caso particular, f y g son ambas funciones homogé- 
meas de grado 2 y podemos aplicar el teorema de Euler (ver Ejercicio 6-15) 
en 6) y obtener 


x-V/(a) + Ax- Vala) = 2/(1) + 2Dg(2) = 0. 
Puesto que sobre la superficie g(x) = 1 obtenemos à =—/(x), y 6) se convierte 
a 


n AVH) — Vala) = 0, 
dende m 110 (En este problema no puede ser f(x) = 0.) La ecuación 
vectorial 7) conduce entonces a las tres ecuaciones siguientes en xy, Xp, % 3 
(mt tn a 0, 
annt DF O, 
Mmt tamt le — m = O 


Puesto que x = 0 no es solución para nuestro problema, el determinante 
de este sistema debe ser nulo. Esto es, debe ser 


La ecuación 8) se llama la ecuación característica de la forma cuadrática 5). 
En este caso, la naturaleza geométrica del problema nos garantiza que las 
tres raices f, ty, ly de esta cúbica deben ser reales y positivas. [Puesto que 
gla) es simétrica y definida positiva, la teoría general de las formas cuadráticas 
también asegura que las raíces de 8) son todas reales y positivas. (Ver Ref. 


7-2, Teorema 9-25.)] Los semi-ejes de la cuádrica son ty 1, ty", (4, 
Ejercicios 
Jacobianos. 
7-1; Sea una función o definida para todo complejo z # O mediante la ecua- 
cf at Demostrar que Jaa) = 1 Pi Demostrar que / es uno a uno y calcular 


7-2, Sea t= (f, fy f) una función vectorial definida todo punto (%,. Xy x) 
e a a: EN ió 


Ma 0 


Demostrar que, Jl se m) = (1 +, + a +2. Demostrar que Y es uno a uno 
y calcular explícitamente f- 


Se (no, vectorial definida “o 
ca En, Y decos por JIG) el Jacobiano. Sean go ==. Eon funciones rol Sebdas 
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in ds o hla = Nalad, -+++ 
JNA = Jill -+> o ealed eil Sa 
T-A. a) Si a(r, 0) = 1 008 0, yir, 0) = r sen 6, demostrar que 

AUN 
Ka 


b) Si (r, O, $) = r cos O sen $, y(r, O, $) = r sen 9 sen $, z = cos $, demos- 
trar que 


1-5, a) Establecer las condiciones precisas a las que deben satisfacer / y g que nos 
aseguren que ls ecuaciones x = 4 t), y= gl.) puedan resolverse con 

w y v en un entorno de (xy, ya). Si las soluciones son u = F(x, y),w = G(x, y), y si 
= alf. £)/0(u, v), demostrar que 


a lae E 1A 2G__1% G 1a 
aJa g“ Tæ GJE dy” Jo 

b), Calcular J y las derivadas de F y G en (Xu. yo) = (1, 1) cuando f(u, v) = 

1) tl Y y las derivadas parciales de F y G (sy = (1, 1) Huo) 


1.4, Sean y g dos funciones como las descritas en el Teorema 7-5, Considerar el caso 
n= 3 y demostrar que se verifica 


bia Dhi) Diala) 
Bs Dhila) Difai) 
Bia Dita) Dafal) 
donde y = t(x). Utilizar esto para deducir la fórmula 


De = eh 


Jih Diely) = (=1,2, 3, 


y obtener expresiones análogas para las otras ocho derivadas Dag. 


7-7, Sea f = u + iv una función compleja que satisface las condiciones siguientes : 
aa du no A s U 21 ci ea bs ed 
F= UASD; alo p) = 0 aia, 9) m y siempre que at + 1 = 1: el Jacobiano 
Ta EEE E a an az A por f. Se trata de demostrar: 


ey SEX es un subconjunto abierto de A, entonces (X) es un subconjunto abierto 


b) A EE 

o o u, + iy de B, existen tan sólo un número finito de puntos z 
ena taies e ma is 
Problemas de extremos, 


7-8. Encontrar y clasificar los valores extremos (si existen) de las funciones defini- 
das por medio de las ecuaciones siguientes : 


EJERCICIOS 155 


a in =y, 
DARE RA A 
ar, 
a =r- 
7-4. Encontrar la minima distancia entre el to b) del la parábola 1* — 
oiver ate problema zando el inoda de Lagran y también sta usario, 
1-10. Resolver los problemas geométricos siguientes por el método de Lagrange: 
Encontrar la mínima distancia entre el punto (4, de Ey al cuya ecua- 
A rn dnd pos 
b) Encontrar el punto de la recta común a los dos planos 
A + ayta + ayta + ap m O 
Y ba + daa + Dita + dam O 


que está más próximo al origen. 


7-11, Encontrar el máximo valor de Y$ ayn}, si ES... 7} = 1, utilizando 
_a) la desigualdad de Cauchy-Schwarz. 
b) el método de Lagrange. 
7-12, Encontrar el máximo de (x,x, +-+ xy)! bajo la condición 
4+ 


Tiitsa al nenltedo para deci la dguaidad gueto, válida para números reales 
positivos a, 


-+e 


(apea ts attan, 
1-43. Sif = 4] +... Had X = (to 2), demostrar que un extremo local de / 
sujeto a la condición x, + ==» + Xp a di, 


7-14. Demostrar que todos los (tu Xp 3», 14) donde xl + 
ogai sujeto ajas den condiciones at EAEAN E Bf F ar 


0.0, +vV5, + 1), (0, El, +2,0), (Ł1,0,0, 4V/3), (+2, +3, 0, O), 
¿Cuales originan un máximo local y cuales un minimo local? Razonar las respuestas, 


7-15, Demostrar que los valores extremos de f(z} 1}, 20) = 2} A 
el Dn Ha 21) =} +} 4x8, sujetos a 


(ay = 2) 


dr + de + do 0, (by bar Ba) # (0, 0,0), 
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tyt, donde f, y f son las raices de la ecuación 


a ah a o 

E lo, 

au m=i a ba 

în an lat b 
Demostrar que esta es una ecuación cuadrática en f y dar una razón geométrica que ex- 
plique por qué las raices 1 f Son reales y positivas. 


TIA Caitie à 30 ia). Un famoso teorema de Ha- 
que JA] < d, uant n constantes positivas tales que 
de 


ES e e 
slando A llene un extremo bejo esas condiciones, debe verificarse 

oo 
a [o 2e 


1-1. Hancock, HL, Theory of Marima and Minima. Boston : Ginn, 19 
17-2. Piezas, S., Theory of Matrices. Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1952. 


CAPÍTULO 8 


FUNCIONES DE VARIACIÓN ACOTADA, CURVAS 
RECTIFICABLES Y CONJUNTOS CONEXOS 


8-1 Introducción. Algunas de las propiedades fundamentales de las fun- 
ciones monótonas fueron deducidas en el Capítulo 4. En la primera parte 
de este capítulo trataremos de las funciones de variación acotada, una clase 
de funciones íntimamente relacionadas con las funciones monótonas. Vere- 

que estas funciones están en conexión con las curvas que tienen longitud 
finita (curvas rectificables). Asimismo desempeñan un papel fundamental en 
Ta teoría de la integración (que se desarrolla en el próximo capítulo). En la 
fáltima parte del presente capítulo estudiaremos las propiedades de los con- 
juntos conexos. 


8-2 Propiedades de las funciones monótonas. 


8—1 Trorema. Sean f una función creciente definida en [a, Ù] Y xo Xy.. 
An n +1 puntos tales que 


1 <%<4<0 < Mm b, 


Se verifica entonces la desigualdad 
.. 
Y Un +) — Ho 31 < 10) — Ma). 
ds 


Demostración. Supongamos que ya € (%a, 2241). Para 1 < k < n — 1, tenemos 
Hat) <10 y fona) < Mx), así que fiat) — Hr) < 100) — form): 


Si sumamos estas desigualdades obtenemos 
E ln +) 01 < fon) — 100 <N) — Ho. 
A 


Esta es la desigualdad del teorema. 

La diferencia f(x, +) — /(si—) es, naturalmente, el salto de / en z. El 
teorema anterior nos dice que para toda colección finita de puntos #, en 
(a, b), la suma de los saltos en dichos puntos está siempre acotada por f(b) — 
Ha). Este resultado puedė ser utilizado para demostrar el teorema siguiente. 


8—2 Teorema. Si f es monótona en [a, b), el conjunto de las discontinui- 
dades de | es mumerable. 


Demostración. Supongamos que f es creciente y 'sea Sm el conjunto de 
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puntos en (e, 9) en los que el salto de f excede a t/m, me > 0. Six << 
+ < Xa; Pertenecen a Sm, el Teorema 8-1 nos dice que 


1 < 10) — Hoy. 


Zato sguiica que Se debe ser un conjunto finito, Pero el conjunto de ls 
discontinuidades de / en (a, 8) es un subconjunto de la reunión m Y 
por tanto, es numerable. (Si f es decreciente, a pai 
a —/) 

8-3 Funciones de variación acotada. 

8—3 Demmación. Si [a, b) es un intervalo finito, un conjunto de puntos 

EA] 
fin la laiptiniai Etn < tami < 1a = D se 

llama una partición de [a, b). El intervalo [Xy xa] es el subintervalo 

k-ésimo de P y escribimos Asa = 3%, — Xu así que Din, Ax = b — a. 
La colección 'de todas las particiones posibles de (a, b) se designa por 
Cía, b). 

8—4 Desrmición. Sea f una función definida en (a, b). Si P = (Xy Xy, 
es una partición de [a, b), escribimos Afa = f(a) — (1-1), k = 1,2, 
Si existe un número positivo M tal que 


P= (s 


Aah 


Y Al SM 
a 


para todas las particiones de (a, b), se dice que f es de variación acotada 
en [a, b). 


Los dos próximos teoremas proporcionan ejemplos de funciones de varia- 
ción acotada. 


8—5 Tuorema. Sif es monótona en [a, b), es de variación acolada en [a, b). 


Demostración. Sea f creciente. Entonces para toda partición de [a, b] 
tenemos Af, > 0 y, por tanto, 


ion E $ is) — end] = 10) — Hal. 
8—6 Teorema. Si jf es continua en [a, Uy ción f y e bt sia en d 


interior, |f'(x)| < A para todo x de (a, b), entonces f es de variación acotada 
en [a, b). 
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Demostración. Aplicando el Teorema del valor medio, podemos escribir 
Afa = Han) — Ha) FU — a-i), donde ta (r-i 13) 

Esto implica 
È anl = E ruan <A Y An = 400). 
ai a A 
8—7 Teorema. Si f es de variación acotada en [a, b), es decir |A| < M 
para todas las particiones de [a, b), entonces f es acotada en [a, b). En 
realidad, |f(x)1 < lla)! + M si xe (a, b]. 


Demostración. Supongamos que x e (a, b). Utilizando la partición particu- 
lar P = (a, x, b}, encontramos 


Ma) — Ha)! + 100) — MJ] < M. 
Esto implica que |/(x) — f(a)| < M, 1/(x)1 < |/(a)| 4 M, como queríamos 
demostrar. 


EJEMPLOS. 
1. Es fácil construir una función continua que no es de variación acotada. 
ld ejemplo, f(x) = x cos (x/2x) si x + 0, 10) = 0. Entonces f es continua 
en (0, 1), pero si consideramos la partición 
1 1 tig 
P= fonra h 
un sencillo cálculo demuestra que 


PUTA + + 


Esta suma no puede ser acotada para todo n, ya que la serie J3., (1/n) diverge. 
En este ejemplo la derivada /' existe en (0, 1) pero no está acotada en (0, 1). 
Sin embargo, f es acotada en cualquier intervalo cerrado que no contenga 
el origen y, por tanto, / es de variación acotada en un tal intervalo. 

2. Un ejemplo parecido al anterior es el siguiente f(x) = #* cos (1/x) si 
x 40, 1(0) = 0. Esta f es de variación acotada en (0, 1], ya que f' está acota- 
da en [0, 1]. En efecto, '(0) =0 y, para todo x #0, f'(x) = sen (1/x) + 
+ 2x cos (1/x), así me IF ()1 <3 para todo x en [0, 1). 

3. La acotación de f' no es necesaria para que f sea de variación acotada, 
Por ejemplo, /(x) = x'%. Esta función es monótona (y, por tanto, de variación 
acotada) en todo intervalo finito. Sin embargo, f'(x) > + oo cuando x > 0. 
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8-4 Variación total. 

8—8 Dernución. Sea f de variación acotada en [a, b), y designemos por 
2(P) la suma Yi118ja] correspondiente a la partición P = (xp, Xy, +, 2a) 
de (a, b). El número 

Vila, b) = sup (E(PIIP<O (a, BY 
se llama la variación total de j en el intervalo (a, b). 


Nora. Cuando no haya peligro de confusión, escribiremos V; en lugar de 
Via, b). 

Puesto que / es de variación acotada en [a, 5], el número V; es finito, 
También, V, >0, ya que cada suma (P) >0. Además, V, (a, b) =0 si, 
y únicamente si, / es constante en (a, b). [¿Por qué?] 

8—9 Teorema. Supongamos que f y g son dos funciones de variación acotada 
en (a, b). Entonces también lo son su suma, diferencia, y producto. Asi- 
mismo tenemos 


VES Y +V Y Voes AV, + BY 
donde A = sup (lg(x)l lx e [a, BJ), B = sup (U/(2)] lx e [a, 5). 


Demostración. Consideremos h(x) = j(x)g(x). Para toda partición P de 
[a, b), tenemos 


1AA = Hd) — Hr 
= Ulla) — Hadet] 
+ [del — dem )11 S AAA + Blag- 


Esto implica que h es de variación acotada y que V, < AV, + BV. Las 
demostraciones para la suma y la diferencia son sencillas y las omitiremos. 


Los cocientes no han sido incluidos en el teorema anterior debido a que 
la función recíproca de una función de variación acotada no es necesariamente 
de variación acotada. Por ejemplo, si f(x) + O cuando x + xp, 1/f no será 
acotada en cualquier intervalo que contenga xa y (por el Teorema 8-7) 1// 
no puede ser de variación acotada en tal intervalo. Para extender el Teore- 
ma 8-9 a los cocientes, basta excluir las funciones cuyos valores lleguen a ser 
tan próximos a cero como se quiera, 


8—10 Teorema. Sea f una función de variación acotada en [a, b) y supon- 
gamos que está acotada inferiormente por un número positivo, es decir, 
supongamos que existe un número positivo m tal que O< m < |f(x)| 
para todo x en [a, b). En tal caso g = 1/f es también de variación acotada 
en [a, b), y Ve < Vyjmè. 
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En los dos últimos teoremas se conservó fijo el intervalo [a, b] y V;(a, b) 
fue considerada como una función de /. Si conservamos fija / y estudiamos 
la variación total como una función del intervalo (a, b), podemos demostrar 
la siguiente propiedad «aditiva ». 
8—11 Teorema. Sea f una función de variación acotada en [a, b), y supon- 
gamos que ce (a, b). Entonces f es de variación acotada en [a, c) y en 
(0, b) y se tiene 
Vila, b) = Va, 6) + Ve, b). 


Demostración. En primer lugar demostramos que / es de variación acotada 
en [a, c) y en [c, b). Sean P, una partición de (a, c) y P, una partición de 
fe, b). Entonces Py = P, u P, es una partición de (a, b). Si 3(P) representa 
la suma FAA] correspondiente a la partición P (del intervalo que se con- 
sidera), podemos escri 


» X(P) + E(P) = X(P) < Vla, 8). 


Esto demuestra que cada suma X(P,) y X(P,) está acotada por V¡(a, b) 
lo cual significa que / es de variación acotada en [a, c) y en [c, b). De 1) 
obtenemos también la desigualdad 


Va, 6) + Ve, b) < Va, 0) 


por el Teorema 1-8. 

Para obtener la desigualdad inversa, tomemos P = (tẹ. Xy, +. , 24} € Ola, b) 
y sea Pp =P u (c) la partición (posiblemente nueva) obtenida adjuntando 
él punto c. Si ce [x-y 21), tenemos entonces 

116) — 1-01 < H) — Mel + IA — Mol 


y, por tanto, X(P) < X(P4). Ahora bien, los puntos de Pa en (a, c) deter- 
minan una partición P, de (a, c) y los pertenecientes a [c, b) determinan una 
partición Pa de e, b). Jay corspondleates samsas para todas can pasticones 
están relacionadas así 

XP) < E(P) = E(P) + E(P) < Va, o) + Vyle, b). 


Por consiguiente, V;(a, c) + V;(c, b) es una cota superior para toda suma 
(P). Ya que dicha cota no puede ser menor que la cota superior mínima, 
tenemos 
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Vha, b) < Vja, À + Vje, 9). 
y esto completa la demostración. 


Estamos ahora en condiciones de mantener fijos la función f y el extremo 
izquierdo del intervalo y estudiar la variación total como una función del 
extremo de la derecha, La propiedad aditiva que acabamos de demostrar im- 
plica importantes propiedades para esa función. 

8-12 Tuonzua. Sea f una función de variación acotada en [a Ù). Sea V 
la función definida en [a, b) asi : V(x) = Via, aJsia < x < b, 
Entonces : 


1) V es una función creciente en [a, Ù). 
I) V— j es una función creciente en [a, b). 
Demostración. Sia<x<y<b, escribir Va, y) = Vya, x) + 
+ Vilx, y). Esto implica V(y) — V(x) = Vilx, y) > 0. Por lo tanto V(x) < V (y), 
y 1) es cierta. * 
Para demostrar 11), pongamos D(x) = V(x) — f(x) si x « [a, b). Entonces, 
sia <x < y <b, tenemos 
DO) — Dia) = VO) — Via) — (0) — 169] = Vyle. y) — UO) — 16. 
Pero según la definición de V/(x, y) se sigue que 
19) = Ne) < Va, Y, 
Esto significa que D(y) — D(x) >0, y 11) queda demostrada. 


La siguiente caracterización sencilla y elegante de las funciones de varia- 
ción acotada es una consecuencia del Teorema 8-12. 


8—13 Teorema. Sea f una función definida en (a, b). La condición necesaria 
y suficiente para que f soa de variación tada en [a, B) que pueda 
expresarse como la diferencia de dos funciones crecientes. 


Demostración. Si f es de variación acotada en (a, b), podemos escribir 
{=V — D, donde V es la función del Teorema 8-12 y D = V — f. Ambas 
funciones V y D son crecientes en (a, b]. 

El recíproco del teorema se deduce inmediatamente de los Teoremas 8-5 
go: 

Ta representación de una función de variación acotada como una diferen- 
cia de dos funciones crecientes no es única. Si f = fı — fa, donde f, y f, son 
crecientes, también tenemos f = (f, + g) — (fa + 8). donde g es una función 
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creciente arbitraria, y conseguimos una nueva representación de f. Si g es 
estrictamente creciente, lo mismo ocurrirá con f, + g y fa + g. Por consiguiente, 
el Teorema 8-13 es también cierto, si «creciente» se reemplaza por «estric- 
tamente creciente». 


8-5 Funciones continuas de variación acotada. 


8—14 TEOREMA. Son Tas Jana arre co [Ss b). Si x e (a, ah 
consideremos V(x) = V;(a, x) y pongamos V(a) = 0. Todo punto de 
continuidad de f es también un punto de continuidad de V. El reciproco 
es también ciento. 


Demostración. Puesto que V es monótona, los límites a la izquierda y a 
ta derecha V(x+) y V(z—) existen para cada punto x de (a, 1). Según el Teo- 
sema 8-19, lo mismo ocurre para +) y [G) 

Si a <x <y <b, tenemos [según la definición de V(x, y)). 


OS 110) — Nò < VO) — Vi 
Considerando que y -» x, encontramos 
0 < iha +) = MeN < VW +) — Via. 


Análogamente, 0 < l/(x) — /«—)1 < V(a) — V(x—). Estas desigualdades im- 
plican que un punto de continuidad de V también lo es de f. 

Para demostrar el recíproco, sea f continua en el punto c de (a, 0). Dado 
£> 0, existe entonces un 3>0 tal que 0 < |x — c| < 3 implica [/(+) — 
—fle)| < e2. Para este mismo e, existe también una partición P de [c, b], 
sea P= (to ža» o-s Xah, Xo = C, 3a = D, para la cual 


vee, »-i<È iafl 
La incorporación de más puntos a P únicamente puede aumentar la suma 
Jlf] y, por tanto, podemos suponer que 0 < x, — xo < 3. Esto significa 
que 

hi = d -AA <S 
y la desigualdad anterior se transforma ahora en 

Vje D- 5<5+ D Ahl <$ + Vae 8) 
Ga 

ya que (%, %p..., xa} es una partición de [x,, b]. Tenemos, por tanto, 

Ves 9) — Vi 0) <€ 
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Pero 0< Vx) — Vi) = Va, z) — Vila, 0) = Vje, 4) = Vie, 5) — 
— Vf, b) <e. Hemos demostrado pues que 0<% —c<8 implica 
0 < V(x) — Ve) < e. Esto prueba que V (c+) = V (c). Por un razonamiento 
análogo se llega a V(c—) = V(c). El teorema está pues demostrado para todos 
los puntos interiores de [a, b]. (Para los extremos son necesarias pequeñas 
modificaciones.) 


Combinando los Teoremas 8-14 y 8-13, podemos establecer 


8—15 Teorema. Sea f continua en [a, b). La condición necesaria y suficiente 
para que | sea de variación acotada en [a, b) es que pueda expresarse como 
la diferencia de dos funciones continuas crecientes. 

Nora. El teorema también es cierto si « creciente » se reemplaza por « es- 
trictamente creciente». 
Naturalmente, las discontinuidades de una función de variación acotada 

(cuando existen) deben ser discontinuidades de salto en virtud del Teorema 

8-13. Además, el Teorema 8-2 nos dice que forman un conjunto numerable, 


8-6 Curvas. En el estudio del cálculo elemental, el lector se habrá familia- 
rizado con el método de representar una curva plana paramétricamente me- 
diante un par de ecuaciones de la forma 

A asish 

El intervalo [a, b) en el que las dos funciones a, y a, están definidas se llama 
intervalo paramétrico y las funciones a, y a, corrientemente se suponen conti- 
nuas y que gozan de ciertas propiedades de diferenciabilidad en este inter- 
valo, Esta manera de representar una curva es particularmente útil, en especial 
en problemas físicos relativos al movimiento de una partícula a lo largo de 
una trayectoria curva, El intervalo paramétrico puede ser interpretado como 
un «intervalo de tiempo» y las ecuaciones paramétricas dan la posición de 
la partícula en el tiempo £. Consideraciones parecidas, naturalmente, se apli- 
can a las curvas en el espacio tridimensional. En este caso, se usan tres ecua- 
ciones paramétricas para representar la curva. Podemos ganar mucho en 
plicidad, sin embargo, escribiendo una ecuación vectorial mejor que varias 
ecuaciones paramétricas, y en lo que sigue adoptaremos este procedimiento. 
Además, no es necesario limitarnos a E, o Ey, ya que es igualmente fácil dar 
una definición de lo que entendemos por curva en Ej. 


8—16 Dermicióx. Sea a =(0,...., a) una función vectorial continua de- 
finida en un intervalo cerrado [a, b). La imagen de [a, b] originada 
por a se dice que es la curva determinada por a y que une los puntos 
ala) y a(b). Si aa) = a(b), la curva se llama cerrada. Si ala) + a(b), 
se dice que es un arco con extremos en ala) y a(b). Si a es uno a uno en 


EQUIVALENCIA DE FUNCIONES VECTORIALES CONTINUAS 165 


[a, b), la curva se llama un arco simple, o arco de Jordan. Si a es uno 
auno en el intervalo semiabierto[ a, b) y a (a) = a (b), se llama curva sim- 
ple cerrada, v curva de Jordán. Si œ es constante en [a, b) la curva se llama 
curva punto. (Ver ejemplos en la fig. 8-1). 

Nora. Funciones distintas pueden representar la misma curva. Si deci- 
mos, por ejemplo, que el conjunto de puntos C es un arco de Jordan, se 
entenderá que existe por lo menos una función a, contínua y uno a uno en 
algún intervalo fa, b), tal que C es la imagen de (a, b] originada por a. 


gs w O 


areo de Jonian cua errada curva de Jordan 
Fig. 5, Curvas en Ep. 


8-7 Equivalencia Ue funciones vectoriales continuas. Se presentan ciertos 
casos en los que una descripción de una curva como un nuevo conjunto de 
puntos no es satisfactoria. Esto ocurre, en particular, en problemas físicos 
relativos al movimiento de una partícula, en los que es importante conocer 
no solamente el conjunto de puntos de la curva descrita por la partícula, sino 
también el orden de esos puntos durante el movimiento. Por ejemplo, supon- 
gamos que una partícula se mueve en el plano xy de manera que su posición 
en el tiempo £ viene dada por 
2 E ETE 


La curva así descrita es el círculo unidad xt + y1 = 1. Si en lugar de 2) la 
ecuación del movimiento es 
3 agat, dosis 


la partícula recorre el mismo conjunto de puntos pero el movimiento tiene 
Jugar en «dirección» opuesta que en 2). Aun más, la ecuación 


4 a=, TES 


representa un movimiento parecido al 2) pero con distinta « velocidad». La 
a dirección » del movimiento, sin embargo, es la misma en 2) y 4). Por el mo- 
mento no nos ocuparemos de la « velocidad » con la que es descrita la curva, 
sino más bien del conjunto mismo de puntos de la curva y del orden en el cual 
dichos puntos se suceden. Todos los movimientos que describen una curva 
dada en la misma « dirección » se llamarán propiamente equivalentes. El sig- 
nificado preciso de esta idea lo da la definición siguiente. 
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8—17 DEFINICIÓN. Sean a= (a, ...,a) y B= (Pr - - - » Ba) dos funciones 
vectoriales definidas y continuas en [a, b) y [c, d) respectivamente, 
La función B se llama propiamente equivalente a a si existe una 
función real h, continua y estrictamente creciente en [c, d), tal que 
Me) = a, hd) = b, y que 

Pi) = ajh] para todo t en [c, d). 
Por otra parte, B se llama impropiamente equivalente 

PU) = ahh] para todo £ en [c, d), 
donde k es continua y estrictamente decreciente en [c, d), siendo k(c) = b 
y hd) = a. Dos funcions a y P st aman aqunaenes 3i 301 propis- 
mente o impropiamente equivalentes. 


Nora. Cuand P describen curvas cerradas, la definición anterior 
requiere a(o) lo BO Bl 

Si usamos una terminología física e imaginamos a como la descripción de 
un movimiento de A a B, por ejemplo, a lo largo de una curva P, entonces 
todas las funciones propiamente equivalentes a a determinan también movi- 
mientos de A a B a lo largo de F, en tanto que todas las funciones impropia- 
mente equivalentes a a describen movimientos de B a A a lo largo de P. 

Puesto que las funciones continuas estrictamente crecientes poseen inversas 
continuas y estrictamente crecientes (Teorema 4-29), se deduce que f es pro- 
piamente equivalente a a si, y únicamente si, a es propiamente equivalente 
a B. Además, si a es propiamente equivalente a B y B es propiamente equiva- 
lente a Y, a y y son propiamente equivalentes. (Análogas observaciones son 
válidas, como es natural, para la equivalencia impropia.) Asimismo, es evi- 
dente que dos funciones equivalentes describen siempre la misma curva, 
El recíproco subsiste para aquellas funciones que describen arcos simples. 
Es decir, tenemos 
8—18 Teorema. Dos funciones a y f que describen arcos de Jordan son 

equivalentes si describen el mismo arco y recíprocamente. 

Demostración. Las funciones equivalentes describen necesariamente la 
misma curva, Toda la dificultad radica en la demostración del recíproco. 

Consideremos a definida en (a, b] y B en (c, d), y supongamos que ambas 
describan el mismo arco de Jordan T. Puesto que B es uno a uno y continua 
el conjunto compacto [c, d), el Teorema 4-17 nos dice que B~! existe y 
es continua en P([c, d)) = a(ía, b)) = P. Definamos h(() = B""(a(6)] sit e (a, b]. 
Entonces h es continua en (a, b] (según el Teorema 4-11) y a(f) = B(A(0)] 
según la misma definición de 4. El teorema quedará demostrado si podemos 
probar que h es estrictamente monótona en (a, b). 

ida 1 son ambas uno a uno, lo mismo ocurre para h. Para pre- 

cisar, supongamos que h(a) < h(b). Deseamos demostrar que h es estrictamente 


asi 
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creciente en [a, b] y que hla) =c, A(b) = d. Si a < h < f < b, entonces 
Mt) + hit). Supongamos que A(4) > Alh). Si h(a) < (h), en el intervalo [a, f] 
todos los valores comprendidos entre h(a) y h(t) serán alcanzados por h, en 
particular A(f,). Esto contradice la uniunivocidad, Si A(a) > A(t), entonces A(a) 
sería alcanzado en el intervalo [ty, b], lo cual es imposible. Por lo tanto, la 
desigualdad (tj) > h(t;) no puede verificarse, Luego h(ty) < (h), y esto sig- 
nifica que h es estrictamente creciente en el intervalo abierto (a, b). Por la 
continuidad, lo mismo ocurre en (a, b). De la definición de h se deduce que 
Ma) = c y Mb) = d. Por consiguiente hemos demostrado que a y @ son pro- 
piamente equivalentes. (En el caso en que h(a) > A(), un razonamiento se- 
mejante demuestra que a y f son impropiamente equivalentes.) 


En la segunda parte del teorema anterior hemos considerado esencial el 
que a y P describieran arcos de Jordan. El teorema debe ser modificado al 
considerar curvas de Jordan. En efecto, dos funciones que describen la misma 
curva de Jordan no son necesariamente equivalentes, Por ejemplo, si a y B 
son tales funciones (definidas en [a, b] y [c, d), respectivamente), debe 
verificarse a(a) = a(b) y P(c) = Bla). Si ala) + Blc) las funciones no pueden 
ser equivalentes (de acuerdo con la Definición 8-17). Sin embargo, el hecho 
de que describen la misma curva implica a(a) = B(¢) para algún punto e de 
(e, d). En este caso, podemos hacer un « traslado » del intervalo paramétrico 
y obtener una mueva función y, definida en [e, d — c + e], que es equivalente 
a a y describe la misma curva que f. Esta idea de «trasladar » el intervalo 
paramétrico es lo bastante importante para justificar una definición formal. 


8—19 Deenvición. Sea B una función continua definida en [c, d), siendo 
Ple) = Bla), y supongamos que e c(c, d). La función y, definida en 
(e, d — c+ e] por las ecuaciones 
X0=B0 si tele d) =P 44d) si teld d- e+e) 
se dice que se ha obtenido de B trasladando el intervalo [c, d) hasta el 
le, d— e+e] 
Nora. Es evidente que y y f describen la misma curva cerrada. No obs- 
tante, Y y B no son equivalentes. 
Un teorema, análogo al Teorema 8-18, para curvas cerradas puede estable- 
cerse ahora como sigue : 
8—20 Teorema. Supongamos que dos funciones continuas a y PB, definidas 
en [a, b) y [c, d) respectivamente, describen la misma curva de Jordan. 
Si ala) = Blc), entonces a y B son equivalentes. Si ala) + Blc), existe 
exactamente un punto e en (c, d) tal que ala) = Ple). En este caso, a es 
equivalente a la función obtenida de $ trasladando [c, d] hasta [e, d — c+ 
+a 
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Demostración. Deseamos dar un bosquejo de la demostración. Los detalles 
puede completarlos fácilmente el lector. 

Caso 1. Supongamos que a(a) = Blc). Para cada £ en (a, b), existe exacta- 
mente un x en (c, d) tal que a(f) = B(x). Definamos h en (a, b) como sigue : 
M0 = x si a(f) = Pla). Es fácil demostrar que h es continua y estrictamente 
monótona en el intervalo abierto (a, b). Tomando h(a) = lim,,a, A() y 
Kb) = lim, s...h(0), lo mismo ocurre en el intervalo cerrado, Además, a(() = 
=P[n(t)] para cada £ en (a, b] y, por tanto, a y B son equivalentes. 

Caso 2. Si ala) # Blc), consideremos a(a) = Be) y reduzcamos este caso 
al Caso 1 cambiando el intervalo [c, d] en el [e, d—c+e). 


El Teorema 8-20 sugiere una manera de extender la definición de la pala- 
bra equivalencia, de forma que el Teorema 8-18 sea también cierto para curvas 
de Jordan. 


8-21 Deemución. Sean a y B dos funciones (definidas en (a, b) y [c, d] 
respectivamente) que describen dos curvas cerradas. Diremos que a y B 
son propiamente equivalentes siempre que se satisfacen las siguientes 


condiciones : 
1) Si ala) = Blc), a y B deben ser propiamente equivalentes en el sen- 
tido de la Definición 8-17. 


x n Si ala) Be), dect ma fueci 1; obtenida a partir de B 
rasladando [c, d) hasta [e, d — c + e), donde e e (c, d), de manera que a 
A plc I S moi a la Definición 237. 


La extensión de la definición de equivalencia impropia es parecida. Con 
esta generalización del significado de la palabra equivalencia, se deduce que 
dos funciones que definen curvas simples som equivalentes si, y únicamente si, 
describen la misma curva. 

Es importante observar que la afirmación precedente no es legítima si las 
curvas no son simples, Por ejemplo, la función compleja a, definida en [0, 1] 
por la ecuación a(() = e**, describe la misma curva que la función f definida 
en [0, 2] por la misma fórmula : B(() = e**, No obstante, $ no describe una 
curva de Jordan, ya que e2%+1) = ¿bw y cada punto de la curva se obtiene 
de dos valores distintos de £ en (0, 2]. Es sencillo demostrar en este caso que 
a y B no pueden ser equivalentes. (Ver Ejercicio 8-8.) 


8-8 Caminos dirigidos. Utilizando el concepto de equivalencia introducido 
en el número anterior, podemos atribuir un significado matemático preciso 
a la idea intuitiva de « recorrido» de una curva en una + dirección » dada. 
Esto se consigue introduciendo la noción de camino dirigidr 
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8—22 Dermición. Sea T una curva descrita for una función vectorial con- 
tinua a definida en [a, b), y pongamos A = a(a), B = a(b). Asociados 
a T, tenemos dos conjuntos de funciones, a saber; 


I) Todas las funciones propiamente equivalentes a a. 
II) Todas las funciones impropiamente equivalentes a a. 


Estos dos conjuntos, designados por Pía] y —Tía), respectivamente, 
se llaman caminos dirigidos a lo largo de T y se dice que tienen direcciones 

. Si A # B, es decir cuando T es un arco, escribimos también 
T(A, B) en lugar de Pía] para designar el conjunto 1), y decimos que 
T(A, B) es el camino desde A hasta B a lo largo de T. El punto A se llama 
el punto inicial de VÍA, B) y B es su punto final. Análogamente, —T [a] 
se designa por P(B, A). 


Si usamos una terminología física e imaginamos P como un conjunto 
de puntos que van siendo ocupados por una partícula móvil, entonces una 
función perteneciente a P(A, B) describe un movimiento desde A hasta B 
a lo largo de P, mientras que una función de P(B, A) describe un movimiento 
de B a A a lo largo de T. 

Para una mayor flexibilidad del lenguaje, en algunas ocasiones usaremos 
la palabra camino para referirnos a cada una de las funciones de los conjuntos 
Pía] y —Pía]. Así, cuando hablamos de un camino a desde A hasta B, sig- 
nificaremos que a e P(A, B). 


Un ejemplo importante de un camino ce- 
trado en el plano es el circulo orientado posi- 
tivamente. (Ver Fig. 8-2.) Este se define como 
sigue : 

8—23 DEFINICIÓN. Sean zo un punto en E, yr 
un número positivo dado. Consideremos la 
función compleja adefinida por la ecuación 

a= ntra, donde 0131 
La colección de funciones propiamente equrvalentes a a se llama círculo 
orientado positivamente con centro en z, y radio r, y se dice que tiene 
un sentido positivo o contrario al de las agujas del reloj. El camino en 
sentido opuesto tiene sentido negativo, el de las agujas del reloj. 


8-9 Curvas rectificables. Recordemos que el segmento rectilíneo cerrado 
L(x, y] que une dos puntos distintos x e y en E, es el conjunto 


LG y)= (+ (—0y 10510. 


Fig 82. Circulo orientado positi- 
amente. 


10 VARIACIÓN ACOTADA, CURVAS Y CONJUNTOS CONEXOS 
Por consiguiente, L{x, y] es la curva descrita por la ecuación paramétrica 
aenta- si 0St<1 


La longitud de L(x, y] es, naturalmente, |x— y]. Ahora se introducirá el 
concepto de longitud para curvas más generales. Como es corriente, éste 
se da mediante la aproximación de una curva por polígonos inscritos. (Ver 
Fig. 8-3) 


8—24 DrrIxicióN. Consideremos una curva en En descrita por una función 
continua a = (0, ..., as) definida en [a, b). Para cada partición 
Pablo hoc dad 

de [a, b), el conjunto de puntos 
AP) = (xix c L{alhi), al) A= 120... m} 


se llama el polígono inscrito determinado por P. La longitud de (P), 
designada por |a(P)|, se define como la suma 


IPN 2 lalh) — afai) 


Si existe un número positivo M tal que |a(P)| < M para toda partición 
de (a, b), la curva descrita por a se llama rectificable. En este caso, el 
número 

sup (la(P) IP O fo, b) 


se llama la longitud del arco de curva y se representa por A (a, b). 


Fig. 82. Una partición de a, è] en seis intervalos y el correspondiente poligono inserito. 


Nora. Si ey p son funciones equivalente, definidas en [s, b) y [e 4] 
respectivamente, toda partición P de [a, b] da origen a una partición P’ 
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[c, d] de manera que a(P) = a(P”), y reciprocamente. Luego la curva des- 
crita por a es rectificable si, y únicamente si, la descrita por B es rectificable. 
En tal caso, tenemos Ala, b) = Ag(c, d). De ahí resulta que para curvas 
simples la longitud está completamente determinada por el conjunto de puntos 
de la curva y no depende de la función particular utilizada para describir 
dicha curva. En este caso escribiremos A(F) para indicar la longitud de P, 
No es difícil caracterizar todas las curvas rectificables. 
8—25 Teorema. Una curva descrita mediante una función 
definida en [a, b) es rectificable si, y únicamente si, 
an es de variación acotada en [a, b). Si la curva es rectificable, tenemos 
las desigualdades 
2 Vala b) SAn (a, b) < Vila, B) + ee + Valas b) ML Boae m) 
donde Vula, b) representa la variación total de a, en [a, b). 


Demostración. Si P = (y hy, ==, tu) es una partición de (a, b], tenemos 


= (ap - , 4) 


C] z lalt) — E ES Š Y logt) — alt-a) 
= AA 


para cada k= 1, 2,..., n. Todas las afirmaciones del teorema resultan fá- 


cilmente de 6). 


8-10 Propiedades de la longitud de un arco. Si una función a (definida 
en (a, b)) describe una curva rectificable, cada componente a, es de variación 
acotada en todo subintervalo [x, y] © [a, b). En esta sección mantenemos 
fija a y estudiamos la longitud A,(x, y) como una función del intervalo [x, y]. 
8—26 TrorEMa. Si una curva rectificable es descrita por una función a de- 

finida en [a, b) y si ce(a, b), tenemos 
Aala, b) = Aala, ©) + Aale, b)- 

Demostración. Agregando el punto c a la partición P de [a, b], obtenemos 

una partición P, de [a, c] y otra P, de (e, b] de modo que 

la(P)| < In(P)I + la(P,)| S Aala, 6) + Aale, b). 
Esto implica que A,(a, b) < A,(a, c) + A,(e, b). Para obtener la desigualdad 
inversa, sean P, y P, particiones arbitrarias de (a, c] y [c, b] respectivamente, 
Entonces P =P, u P, es una partición de (a, b] para la cual tenemos 

IB)! + Int. = IAP) < Aala, 8). 

Puesto que el extremo superior de todas las sumas [a(P,)| + |a(P;)| es la 
suma A,(a, c) + A,(c, b) (ver Teorema 1-8), resulta inmediatamente el teo- 
Tema. 
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mps peen aa aara e e 
ción a= (ap. -o a) definida en [a, b). Si xe (a, b], consideremos 
s) ne x) y s(a) = 0. Tenemos entonces : 


1) La función s así definida es creciente y continua en [a, b). 
IN) Si no existe un subintervalo de [a, b) en el que a es constante, 
enionces s es estrictamente creciente en [a, b). En particular, esto es 
cierto cuando a describe una curva simple. 


Demostración. Si a<x<y<5, el Teorema 8-26 implica que s(p) — 
—s(x) = Aalz, y) > 0. Esto demuestra que s es creciente en [a, b). Además, 
s(x) > Oa noser que A,(x, y) = 0. Pero según 
5), Aslz, y) = O implica Va(x, y) = 0 para cada k, lo que implica que a es cons- 
tante en [x, y]. Luego I) es cierta. 

Para demostrar que s es continua, utilizamos nuevamente la desigualdad 5) 
para escribir 


959) — sa) = Aala, Y) S Y Vals, 3) 
a 


Si hacemos y — x, encontramos que cada término V(x, y) + 0 y por tanto 
sx) = s(x-+). Análogamente, s(x) = s(x—) y con ello la demostración está 
completa. 


8-11 Conexión. Los restantes párrafos de este capítulo están dedicados a 
ciertos conceptos de la teoría de conjuntos de puntos que serán indispensables 
para temas posteriores, particularmente en el estudio de las integrales múl- 
tiples y de las integrales curvilíneas. Entre esos conceptos, uno de los más 

importantes es la noción de conexión, En la actualidad, existen conexiones 
de distintas «clases» utilizadas en análisis, dos de las cuales serán tratadas 
aquí. La primera se llama arco-conexión y se define así: 


8—28 Dernución. Un conjunto S de En se llama arco-conexo si todo par de 
puntos de S puede ser unido por un arco situado en S. 

Así, por ejemplo, todo conjunto convexo es arco-conexo, ya que el segmento 
rectilíneo que une dos puntos de tal conjunto está situado en él. En particular, 
las esferas abiertas y las esferas cerradas son conjuntos arco-conexos. El lector 
puede verificar con facilidad la arco-conexión del conjunto de la Fig. 8-4 (la 
reunión de dos discos cerrados tangentes). El conjunto de la Fig 8-5 consiste 
en los puntos de la curva descrita por y = sen (1/x), 0 < x < 1, y los del seg- 
mento horizontal —1 < z < 0. Este conjunto no es arco-conexo. (¿Por qué?]. 

La Definición 8-28, si bien sugerida por la intuición, es con frecuencia de 
difícil manejo para deducir propiedades de los conjuntos que tienen tal tipo 
de conexión. Definimos ahora una nueva clase de conexión más general que 
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la anterior, y que tiene la ventaja de poderse expresar más simplemente 
con la terminología de la teoría de conjuntos, 


8—29 Deenvición. Un comjunto S de E, es «no-conexo » siempre que S = 
= A u B, donde A y B son conjuntos disjuntos no vacios, ambos abiertos 
con relación a S (y, for tanto, cerrados con relación a S). Un conjunto S 
se llama conexo si no es «mo-conexo». 


En otras palabras, un conjunto conexo S es el que no puede ser cubierto 
por dos conjuntos abiertos (o por dos conjuntos cerrados) cuyas interseccio- 
nes con S sean conjuntos disjuntos no vacios. (El lector puede recordar la De- 
finición 4-30 y el Teorema 4-31.) 

Como consecuencia del Teorema 3-9 resulta que un intervalo abierto en E, 
es un conjunto conexo. En la Fig. 8-6 se representan ejemplos de conjuntos 


conexos en Ey. 


Pig. 84, Arcoconezo. Fig. 85. No arcoconexo. 


La relación entre la conexión y la arco-conexión viene dada por el teorema 
siguiente : 


8—30 Teorema. Todo conjunto arco-conexo es conexo. 


Demostración. Sea S un conjunto arco-conexo y supongamos que 
S= A u B, donde A y B son disjuntos no vacíos, ambos abiertos con re- 
lación a S. Queremos demostrar que esto conduce a una contradicción, Eli- 
jamos xo en A, e yo en B, y los unimos por un arco C contenido en S descrito 
por una función æ (definida en (a, b)), siendo a(a) = Xy, a(b) = yy. Designe- 
mos por 1, e Ip los siguientes subconjuntos del intervalo abierto (a, b) : 

1,= pire (a, Dala) eA), 1, = {rl ela, b), alo) € B). 
Entonces (a, 0) = 1,415 e 4NI es vacio. Si Ia es vacio, es a-{BnC) = 
= (b). Pero esto es imposible, ya que a—!(8 nC) debe ser abierto con relación 
a (a, b] (según el Teorema 4-32). Luego Is es no-vacio, y, análogamente, 14 es 
no vacío. Por otra parte, tenemos 7, = a-!(A nC) — (xo) e Is = aB nC)- 
— (Yo). Pero (A NC) — txo} y (B NC) — (yo) son abiertos respecto a C [ ¿Por qué?] 
y por consiguiente, por la continuidad de æ, Z4 e 1 deben ser abiertos respecto 
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a (a, b). Esto significa que Z4 e Ig son no-vacios, disjuntos y abiertos cuya 
reunión es el intervalo abierto (a, b). Esto está en contradicción con el hecho 
de ser (a, b) conexo. [La conexión del intervalo abierto (a, è) es una conse- 
cuencia del Teorema 3-9. 


Fig. 8%, Conjuntos conexos y no conexos en E 


Nora. El Teorema 8-30 implica, naturalmente, que toda curva es conexa. 
En particular, un intervalo cerrado [a, b] en E, es conexo. 

El recíproco del Teorema 8-30 no es válido en general. Existen conjuntos 
conexos que no son arco-conexos, un ejemplo de ellos es el conjunto de la 
Fig. 8-5. (Ver Ejercicio 8-21.) Sin embargo, podemos demostrar que para 
conjuntos abiertos esos conceptos son equivalentes, 


8—31 Trorrma. Todo conjunto abierto conexo es arco-conexo. 


Demostración. Sea S un conjunto abierto conexo y supongamos que x € S. 
"Tenemos que demostrar que x puede ser unido a todo punto y de S por un arco 
perteneciente a S. Designemos por A el subconjunto de S que puede ser 
unido a x de ese modo, y consideremos B = S — A. Entonces S = A u B, 
siendo A y B disjuntos. Vamos a demostrar qué A y B son ambos abiertos. 

Supongamos que ac A y unamos a a x por un arco contenido en S, que 
llamaremos P. Puesto que a c S, existe un entorno Na) € S. Todo y de N(a) 
puede ser unido con a por un segmento rectilíneo (contenido en S) y desde 
allí a x por medio de I. Así pues y e A si y c Vía). Esto es Nía) € A y por 
tanto A es abierto, 

Para ver que B es también abierto, supongamos que b c B. Existe entonces 
un entorno N(b) € S. Pero si un punto y de N(b) ha podido unirse a x por 
un arco, tal como T”, contenido en S, el mismo punto b pudo también unirse 
a x uniéndolo primero a y [con un segmento rectilíneo contenido en N(b)] 
y utilizando entonces I”. Pero ya que b ¢ A, ningún punto de N(b) puede estar 
en A. Esto es, N(b) C B y, por tanto, B es abierto. 

Por consiguiente, tenemos la descomposición S =A u B, donde A y B 
son conjuntos abiertos disjuntos. Además, A es no vacío ya que x e A. Puesto 
que S es conexo, resulta que B debe ser vacío. Pero esto significa que S = A. 
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Evidentemente A es arco-conexo, porque dos cualesquiera de sus puntos pue- 
den ser unidos, uniendo primero cada uno de ellos a x. Por lo tanto, S es arco- 
conexo y el teorema está demostrado, 


Es fácil probar que la conexión de un conjunto es una propiedad invariante 
respecto de las aplicaciones continuas. En particular, es una propiedad 
topológica. 

8—32 Teorema. Sea Y una función vectorial definida y continua en un con- 
junto conexo S de En y supongamos que US) € Eu. Entonces N(S) es 
un conjunto conexo. 


Demostración. Supongamos que 1(S) es no conexo y escribamos 1(S) = 
= A, U Bj, donde A, y B, son conjuntos disjuntos no vacios, ambos abiertos 
con relación a (5). Por la continuidad, los conjuntos A = 1-1(4,) y B = 1={B,) 
son abiertos con relación a S. Pero 

S HA, U B,) = (4) u PUB) = A u B. 


Asimismo, A y B son disjuntos porque A, y B, lo son. Además, A y B son 
no vacíos ya que Ay y B, también son no vacios. Esto contradice la conexión 
de S. 

En particular, este teorema nos da otra demostración de que una curva 
es un conjunto conexo (por ser la imagen de un intervalo cerrado). Además, 
el Teorema 4-16 nos dice que una curva es también un conjunto compacto. 
Esta sencilla observación nos permite demostrar que todo conjunto abierto 
conexo es de conexión poligonal, Esto es, llegamos al teorema siguiente : 


8—33 Teorema. Sea S un conjunto abierto conexo. Todo par de puntos de S 
puede unirse por una curva poligonal situada en S. 
Nora. Una curva se llama poligonal (o poligono) si puede representarse 
como la reunión de un número finito de segmentos rectilíneos. Así, por ejemplo, 
los polígonos x(P) de la Definición 8-24 son curvas poligonales. 


Demostración. Si x e y son dos puntos de S, existe un arco I'en $ que une 
x e y. Construiremos un polígono inscrito correspondiente situado en S. 


El arco I está descrito por una función continua a definida en [a, b]. Cada 
punto z de T puede recubrirse por un entorno N(z;7,) € S. Por la compacidad 
de T, es fácil encontrar un radio y > 0 tal que para todo z de T' se tenga 
Niz; ») € S. Por la continuidad uniforme de a, existe para dicho y un 3 > 0 
de manera que para toda partición P = (fo t,,...., ta) de [a, b], con cada 
|h — h-il < 8, se tiene jafn) — alf] < 7. Pero para tal P el polígono 
x(P) € S. Efectivamente, si z e a(P) y está en el segmento que une a(f-1) 
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con a(ts), entonces |z — a(t)| < ja(th-) — ata)! < r. Luego, z € Nía(t); 7) © S. 

Esto es, a(P) € S. (Ver Fig. 8-7.) 

Nora. SiS c E, cada uno de los segmentos 
del polígono =(P) utilizado en la anterior demos- 
tración puede reemplazarse por la reunión de un 
segmento vertical y otro horizontal como sugiere 
la Fig, 8-7. Una curva poligonal en E, que consta 
exclusivamente de segmentos horizontales y verti- 
cales se llama folígono escalonado. Así pues, todo 
par de puntos de un conjunto abierto conexo S 
de E, pueden ser unidos mediante un polígono 
escalonado situado en S. Además, siempre pueden 
unirse utilizando un polígono escalonado simple, PT 
esto es, que no se corta a sí mismo. Desde luego, i 
cualquier par de puntos pueden también unirse por una curva poligonal 
desprovista de segmentos rectilíneos verticales u horizontales. 

8—34 Tuorema: Sea F una colección de conjuntos conexos tales que la inter- 
sección T = N acp A es no vacía. En tal caso, la reunión S = U scp A €s 
un conjunto conexo. 

Demostración. Supongamos que S es no conexo. Vamos a obtener una con- 
tradicción. Escribamos S € U u V, donde U y V son conjuntos abiertos 
tales que $ n U y S n V son conjuntos no vacios disjuntos. Tomemos x € T. 
Entonces x e S y, por tanto, uno de los conjuntos U o V contiene x. Sea U 
el que contiene x. Puesto que S N V es no vacio, existe un punto y en $ N V. 
Entonces y e A para algún A de F. Así pues, tenemos xcA N Uey eA N V. 
Luego los conjuntos A n U y A N V son no vacios. También son disjuntos, 
por ser subconjuntos de S n U y S n V, respectivamente. Puesto que 
A © S c U y Y, concluimos que Á es no conexo. Esto es una contradicción. 


8-12 Componentes de un conjunto. Vamos a demostrar que un conjunto 
cualquiera de E, puede ser reducido de manera única a « fragmentos », llamados 
componentes. 

8—35 Deemación. Supongamos que S c En. Si T es un subconjunto conexo 
de S que no está contenido en ningún otro subconjunto conexo de S, se 
le llama un componente de S. 

En otras palabras, los componentes de S son los máximos subconjuntos 
conexos de S. 

8—36 Teorema. Todo punto de un conjunto S de E, pertenece únicamente 
a un determinado componente de S. Si S es abierto, cada componente de 
S es un conjunto abierto conexo. 
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con a(t), entonces |z — alta)! < falfr-,) — alt)] < r. Luego, z € Míalt); 1) E S. 
Esto es, a(P) € S. (Ver Fig. 8-7.) 


Nora. SiS € E, cada uno de los segmentos 

del polígono x(P) utilizado en la anterior demos- 
tración puede reemplazarse por la reunión de un 

segmento vertical y otro horizontal como sugiere 

la Fig. 8-7. Una curva poligonal en E, que consta 

exclusivamente de segmentos horizontales y verti- 

cales se llama poligono escalonado. Así pues, todo 

par de puntos de un conjunto abierto conexo S 

de E, pueden ser unidos mediante un polígono 

escalonado situado en S. Además, siempre pueden 

unirse utilizando un polígono escalonado simple, ==, 
esto es, que no se corta a sí mismo, Desde luego, 

cualquier par de puntos pueden también unirse por una curva poligonal 
desprovista de segmentos rectilíneos verticales u horizontales. 


8—34 Tuoxrma. See F una colección de conjuntos conexos tales que la inter- 
sección T = N acp A es no vacía. En tal caso, la reunión S =U er A €s 
un conjunto conexo. 

Demostración. Supongamos que S es no conexo. Vamos a obtener una con- 
tradicción. Escribamos S € U u V, donde U y V son conjuntos abiertos 
tales que S n U y S n V son conjuntos no vacios disjuntos. Tomemos x € T. 
Entonces xe S y, por tanto, uno de los conjuntos U o V contiene x. Sea U 
el que contiene x. Puesto que S N V es no vacio, existe un punto yen $ N V. 
Entonces y e A para algún A de F. Así pues, tenemosxe A N Uey eA N V. 
Luego los conjuntos A N U y A N V son no vacios. También son disjuntos, 
por ser subconjuntos de S n U y S n V, respectivamente. Puesto que 
A € S c U y V, concluimos que Á es no conexo. Esto es una contradicción. 


8-12 Componentes de un conjunto. Vamos a demostrar que un conjunto 
cualquiera de E, puede ser reducido de manera única a 4 fragmentos », llamados 
componentes. 


8—35 Deenución. Supongamos que S c En. Si T es un subconjunto conexo 
de S que no csi comedo on nlngín oiro mdcomjundo como de, se 
le llama un componente de S. 

En otras palabras, los componentes de S son los máximos subconjuntos 

conexos de $. 

8—36 Teorema. Todo punto de un conjunto S de E, pertenece únicamente 
a un determinado componente de S. Si S es abierto, cada componente de 
S es un conjunto abierto conexo. 


REGIONES m 


Demostración. Si x e S, la reunión de todos los subconjuntos conexos de S 
oe contienen x debe ser un componente de S que contiene x. Dos componentes 
de S distintos no pueden contener x, de otro modo su reunión sería un subcon- 
Janto conexo mayor que contendría x. Esto demuestra la primera proposición. 

Si S es abierto, existe un entorno N(x) € S. Si x pertenece al componente 
T de S, entonces N(x) c T, ya quelos entornos son conexos. Por consiguiente, 7 
es abierto. Esto demuestra la segunda parte. 

Otra manera de establecer el Teorema 8-36 consiste en decir que los com- 
ponentes de S forman una colección de conjuntos disjuntos cuya reunión 
e S. En particular, todo conjunto abierto es una reunión de conjuntos conexos 
abiertos. Según el teorema de Lindelöf (Teorema 3-36), los componentes de 
un conjunto abierto constituyen una colección mumerable. (El Teorema 3-9 
e un caso particular.) 


Terminamos esta sección con la siguiente generalización del teorema de 
Jos valores intermedios para funciones continuas (Teorema 4-29). 


8-37 Teorema. Sea'f una función real definida y continua en un conjunto 
conexo S de Es. Si f toma dos valores distintos en S, sean estos a y b, 
para cada número c comprendido entre a y b existe un punto x en S tal 
que ix) = c. 

La demostración es una sencilla consecuencia del Teorema 8-32 y la de- 

jamos al lector. (Ver Ejercicio 8-22.) 


8-13 Regiones, 


8-38 Deriición. Supongamos que S C E,. Un punto x de E, se llama 
punto exterior a $ si existe un entorno de x que no contiene puntos de S. 
Si, en cambio, todo entorno de x contiene por lo menos un punto de S 
y por lo menos un punto que no pertenece a S, entonces x se llama punto 
frontera de S. El conjunto de todos los puntos frontera de S se llama 
la frontera de S y se representa por ôS. 


Así pues el interior de S (ver Definición 3-24), la frontera de S, y el conjunto 
de puntos exteriores a S son tres conjuntos dos a dos disjuntos cuya reunión 
es el espacio E, completo, Naturalmente, ningún punto exterior puede per- 
ténecer a S y un punto frontera puede o no pertenecer a S. Un punto frontera 
de S no es necesariamente un punto de acumulación de S ; no obstante, un 
punto de S que no es de acumulación de S (llamado punto aislado de S) 
es necesariamente un punto frontera. Un conjunto cerrado contiene todos 
sus puntos frontera ; un conjunto abierto no contiene ninguno de sus puntos 
frontera. 
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8—39 Dermución. Un conjunto se llama una región si es la reunión de un 
conjunto abierto conexo con alguno, ninguno o todos sus puntos frontera. 
La región se llama abierta si mo se incluye minguno de los puntos fron- 
lera. Si todos los puntos frontera se incluyen, la región se llama cerrada, 


Nora. Algunos autores utilizan la palabra dominio en lugar de región 
abierta, especialmente en Es. 


Una curva C en E, es un conjunto cerrado y acotado. En consecuencia, su 
complemento E, — C es un conjunto abierto que (según el Teorema 8-36) 
es la reunión de regiones abiertas disjuntas. Si consideramos estas regiones 
abiertas como subconjuntos del plano ampliado E,*, existirá un componente 
que contendrá el punto œ, En otras palabras, uno y sólo uno de los compo- 
nentes de E, — C no está acotado. (En la Fig. 8-8 la región no acotada es la 
porción no sombreada del plano.) 


8-14 Teorema de la curva de Jordan y resultados con él relacionados. Una 
curva simple cerrada C en el plano divide E, — C en dos componentes que 
tienen C como frontera común. (Ver Fig. 8-9.) Si bien esta afirmación puede 
parecer intuitivamente « evidente » para ciertas curvas de Jordan conocidas 
tales como círculos, elipses, o polígonos, la demostración para una curva de 


7 AL E 
25 a 


Fig. $8. Unacurva C parala que EC Fig. $9. Una curva de Jordan C y los 
tiene diez componentes. dos componentes de Ey—C. 


Jordan cualquiera no es sencilla y no será tratada aquí. CAMILLE JORDAN 
(1892) fue el primero en indicar que esta proposición (conocida ahora como 
el teorema de la curva de Jordan) debía ser demostrada. Aunque JORDAN y 
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otros publicaron demostraciones incompletas de este teorema, hasta 1905 
no fue dada una demostración correcta por VeBLen. El citado teorema se 
establece con precisión así: 


8—40 Teorema. Sea C una curva de Jordan en E, y consideraremos S = 
E, — C. Entonces S = A u B donde A y B dos regiones abiertas, 
siendo tan solo una de ellas acotada. Además 2A = ôB = C. 


El componente acotado de E, — C se llama el interior (o región interna) 
de C y se representa por 1(C). El componente no acotado de Es — C es el 
exterior (o región externa) de C. Se dice que los subconjuntos del interior están 
dentro de C y los subconjuntos del exterior están fuera de C. 

El teorema de la curva de Jordan (y algunos teoremas relacionados con 
él que se citan a continuación) se necesitará más adelante en la teoría de las 
integrales curvilíneas. Los resultados, todos ellos referentes a curvas en Ey, 
se enuncian aquí (sin demostración) para podernos luego referir a ellos. 


8—41 Teorema. Sea C una curva de Jordan en Ey. Si xe Ce ye I(C), 
cristo mun ero que ame x e y qud (colo dl cts 2) aelh aun 
enteramente dintro de C. (El arco no es necesariamente vectificable) 


8—42 Teorema. Sean C y C' dos curvas de Jordan en E. Si C' € I(C), 
entonces 1(C') € NC). 


Nora. Las demostraciones del teorema de la curva de Jordan pueden 
encontrarse en las Referencias 8-1, 8-3 y 8-4. Las Referencias 8-1 y 8-3 con- 
tienen también demostraciones del Teorema 8-41. La Referencia 8-4 tiene 
una demostración del Teorema 8-42 y también del teorema que sigue. 


8—43 Teorema, Sean I una curva de Jordan en E, y C un círculo situado 
dentro de T.. Sean a y b dos puntos distintos de C. Existen entonces dos 
Aunls ay P de Y y dos curas faignal simple P y O que no se corian 
y que unen a con a y b con B, respectivamente, teniendo las propiedades 
siguientes : 

1) Exceptuando los extremos, P y Q están ambas situadas dentro de 
T y fuera de C. 

II) Los puntos a y b descomponen C en dos arcos, C, y Ca que unen 
a con b. Análogamente, a y B descomponen T en dos arcos, Py y Ty, 
que unen a y B. Definimos 


G=CuRuPUg y G=CuTuPVO 


Entonces G, y G son curvas de Jordan tales que o bien el interior 
de C está dentro de G, y G, o bien el interior de C está fuera de 
Gr y Gr 
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» b 3 
Fig 8-10. Teorema 843, 


Nora. Combinando adecuadamente C, y C, podemos lograr que el in- 
terior de C quede fuera de G, y Gy 


Este teorema está representado en la Fig 8-10. En este caso, P y Q son seg- 
mentos rectilíneos. Las Figuras 8-10 b) y 8-10 c) representan las dos posibi- 
lidades que puede. presentarse en la parte IT) del teorema. 


Ejercicios 
Funciones monótonas. 


3 función creciente 
are ptes nte en lo. B] y deienemos pas 


a) UEM Y quel ERER 
Un 


Don {tis žy ++) el con- 


converge y tiene una suma que no excede a /() — ¡(a). 
a1) Ss deis na fanción fp amada función de salio de f, como gue: jo) = 0, y 
a<x 


ila) = Ha +) — Na) + 2 Us +) — Men 11 + 160) — Hie —), 


Gak ei tos 'n (a, x). Es evidente que jp es cre- 
<a (a, b]. Deducir las rempan epo E 


a Heya f si è ass<y<b 
D) jde +) = ie) =1 + 10) y ida) 40) = No —) — 160). 
IM) fla) = jla) + eia), donde g es creciente y continua en [a, b] 
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Funciones de variación acotada. 
8-2, Determinar si las siguientes funciones son o no son de variación acotada en 
[o, 1. 

a) =p ¥ 40, 10) = 0. 

D) fla) = V sen (1/a)si x 40, O) = 0. 


4-3, Se dice y 1, definida en [a, b], satisface una condición uniforme 
de Lil ia d orden a dela.) eniste ima constante A O lu Y = 
= /0)1 < M |x — yla para todo par x e y de [a, b). (Comparar con el Ejercicio 8-1). 


1) 8 y ua če cona facina, dense que a ~ plc qie s constan on 
(o, b), mientras que si « = l, f es de 
b) Darun una función / que satisface una condición. de Lipschitz 
lay mo de Vaca ao en a Dh 
Dar función / de variación acotada en [a, b satis- 
9 Taz u denia de vae imc ia atada en a, par que so 


-4. Demostrar que un polinomio / es de variación acotada en todo intervalo finito 
alp Dar ua lo part encontrat Ja variación tetat de f en (ab) si Jos ceros de la 


a15, 81 tá Salida en todo B,, oo dice que es de variación acotada en (— oo, -+ oo) 
de variación en todo" primo de 


ER extremo tods mes o, De 
cache representa + 
plc aos intervalos Tatin ARS na 

Establece y demostrar teoremas para el intervalo infinito (— 
a O RO, E ea, cias deca 


b) Demostrar el Teorema 8-5 es válido + 00) si se reemp la 
palora elias por acta y menta cnica Eta! y proar una ntc 


8-6. Suponemos que f es de variación acotada en [a, 5] y consideramos 
Pa ln ty...) CO To, b). 
Como de costumbre, escribimos Af, = f(2) — f(21-4), A =1,2,... 
A(P) = (HA) > 0, — BP) = (MAN <0). 


Los números 
pi, 0) sup |, E, SIP coto, 41] 


nja, b) = ml Hp? coo, 1) 


ag laman, respectivamente, Ja variación positiva y la variación negativa de / en [a, 
Para cada x en (a, b], consideramos V(2) = V; E W= 
poes y as =y Gei CEN Pa gae A e ma 
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a) Vi) = pia) + nfa). 
b) 0 <pl) < Via) y 0 < mía) < Via). 
e) p y n son crecientes en [a, b). 
3) H) = fa) + P) — nia). 
Nora. La parte d) da una mueva demostración del Teorema 8-13. 
e) 2p) = Via) + a) — Ha), 2m(3) = Va) — fa) + Ma) 
1) Todo punto de continuidad de f lo es también de p y de n. 
Curvas 
8-7. Completar los detalles de la demostración del Teorema 8-20. 
8-8. Definidas dos funciones complejas a y 8 como sigue: 

all) mem si te [0,1], pl) Ar si te (O, 2) 


pelasta quee y $ describen Ia misma curva pero que a y $ no son equivalentes 
b) Demostrar que Ag(0, 2] = 2Aa[0, 1). 

Probar que toda curva de Jordan es una imagen topológica del circulo unidad 
Sen Es: S= {xlr c Ep man” 


ta) de (a, b), el número |P] (lamado la nor- 
es plative hy nm. 


1P) <a implica Viste) — LI < e 


8-11. Sea T una curva simple rectificable de A(T) descrita por una función 
a dencia en lo B). Pongamos sia) = Aala a) SEa £ X Sbn AO O, 

a) Demostrar que s=! existe y es continua en (0, A(T)). 

b) Definir $ por la = aís—40] si £e (0, A(U)), y demostrar 

) Dolinie B por la ecuación BI) = als-H0] si fe [ACY]. y que pes 


Nora. Puesto que a(i) = (1 dice la función $ proporciona una represen- 
tación de T con w h, E ará cado e ee demuestra 
ST tna tal representación existe empre que T es uma Curva simploreclicale 


Sean / y g dos funciones reales continuas, de variación acotada y definidas 


en ia, b) siena d E cada x B). Ha) = gla), 1(0) = gl). Sea h 
mnia 1, 7 ) < hry AN ataa: elb). 
MO = t + iA, sastsb 
MO = t+ igbi, si bSIS Wa 


a) Demostrar que 4 describe una curva de Jordan rectificable P. 
b) Explicar, por medio de un dibujo, la relación geométrica entre /, g y A. 
©) Demostrar que el conjunto de puntos 
R = (a, yla < x < b, fla) <y < e) 
es una región en E, cuya frontera es la curva T. 
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d) Sea H la función compleja definida en a, 2 — a] como sigue; 


HU) = t — 451610 — AAL siastsd, 
H =1+4 4620020) sibSt< Ma 


pa Demostrar que H describe una curva de Jordan rectiicable Y, quee la frontera de 


Ry = (y) la <x <b Na) — el < 2y < et) — Me. 
Demostrar que R, tiene de simetría el eje x. (La región R, se Ilama la 
PA Bine e ot e sega iii 
A) Demostrar que la longitud de T, no excede a la Iongitud de T. 


Conjuntos conexos. 
E13. Demostrar que un let S en E, es no omero si S = A u B, 
donde 4 y B son conjuntos al disjuntos, ninguno de los cuales es vacio. Demos- 
trar que la misma. es también cierta reemplazando, donde figure, la palabra 
E Te 


8-14, Probar que un conjunto S en E, es conexo si, y únicamente si, los únicos sub- 
«amjantos de S que son abiertos y ceradós con relación a S son el mismo S y el conjunto 


B-15, Demostrar que la reunión de dos esferas abiertas N(x; a) y Niy; b) en En cs un 
conjunto conexo si, y únicamente si, |x — y| < a + b. ¿Qué puede ES 
qeda ers dea ds Grua le cada on am 
8-16. Sea S un subconjunto de E,. Una función real continua / definida en S se lama. 
a dos valores en S si [(S) c (0, 1) (En otras palabras, una función a dos valores es una 
función continua cuyos valores posibles son únicamente 0 y 1). Demostrar que S es 
conexo si, y únicamente si, toda función a dos valores en $ es constante, 


8-17. Utilizar el resultado del Ejercicio 8-16 para dar nuevas demostraciones de los 
Teoremas 8-30, 8-32, y 8-34. EEN 


8-18. Sea S un conjunto conexo en E, y designemos con 3 su adherencia. (Ver Ejer- 
dicio 3-12.) Si S © T c S, demuestra que T debe ser también conexo. (En particular, 
esto demuestra que la adherencia de un conjunto conexo es conexo.) 

8-19. Demostrar que el producto cartesiano de dos conjuntos conexos es conexo. 

indicación : Utilizar el resultado del Ejercicio 8-16.] 


8-20. Demostrar que los únicos subconjuntos de E, conexos que contienen más de 
me panto son los intervalos (abiertos, cerrados, o senii abiertos). 


8-21. Consideremos 
A= (my 10 < ¥ < 1, y = sen (1/8). B = (9) |y = 0, -1 <4 <0), 


y sea S m A U B. Demostrar que S es conero pero no arcoconezo, (Ver Fig. 85 + 
İaciovada con la Definición 8-28.) pee di 
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8-22. Probar el Teorema 8-97, 
23. Sean x e y dos puntos de una región abierta S en E, 

a) Probar que x e y pueden ser unidos en S por una poligonal escalonada simple, 
b) Probar que x e ser unidos en S sim de 
Berria TETONA pez unidos en S pat tu pllcoo chagi Onggaoriso: 


8-24, Sea F = (Ej, Fa...) una colección mumerable de conjuntos conexos 
tales que F,4ı © Fs (n = 1, 2,...). Demostrar que la intersección n ¥~1 F, es cerrado 


abierto conexo en E,. Sea T un componente de E, — S. 
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CAPÍTULO 9 
TEORÍA DE LA INTEGRACIÓN DE RIEMANN-STIELTJES 


9-1 Introducción. Puede considerarse que el Cálculo trata principalmente 
dos problemas fundamentales : encontrar la tangente a una curva, y calcular 
el área limitada por una curva. El primero es resuelto por un proceso de paso 
al límite conocido con el nombre de diferenciación ; el segundo mediante otro 
proceso llamado integración, 

El lector recordará que en Cálculo elemental cuando se trata de hallar el 
área limitada por la gráfica de una función positiva / definida en [a, b], sub- 
dividimos el intervalo (a, b] en un número finito (p. ej. n) de subintervalos, 
siendo Axa la longitud del k-ésimo subintervalo, y consideramos sumas de la 
forma J3, /(6) A», donde f es un cierto punto del ¿+ésimo subintervalo. 
Cada una de tales sumas representa una aproximación del área que calculamos, 
por medio de rectángulos. Si la función / tiene un comportamiento normal 
en [a, b) p. ej. és continua), entonces cabe la posibilidad de que esas sumas 
tengan un límite cuando n -» o, haciendo las sucesivas subdivisiones cada 
vez más pequeñas. Esto, hablando sin precisión, es lo que implica la definición 
de Riemann de la integral definida /?/(x)dx. (Una definición precisa será 
expuesta más adelante.) 

Los dos conceptos, derivada e integral, se presentan por caminos comple- 
tamente distintos y es un hecho realmente notable que los dos tienen una 
íntima conexión. Si consideramos la integral definida de una función conti- 
nua f como una función de su límite superior, es decir escribimos 


E f 10 ae, 


entonces F posee derivada y F'(x) = f(x). Este importante resultado pone 
de manifiesto que diferenciación e integración son, en cierto modo, opera- 
ciones inversas. 

En este capítulo estudiaremos el proceso de integración con cierto detalle, 
En realidad consideraremos un concepto más general que el de Riemann : 
éste es la integral de Riemann-Stieltjes, que incluye no una función sino dos 
$ y a. El símbolo para tal integral es ft (x) da(2), o alguno similar, y la inte- 
gral de Riemann se presenta como un caso particular en el que a(x) = x. 
Cuando a tiene derivada continua, la definición es tal que el símbolo da(s) 
puede interpretarse como la diferencial a'(x) de y la integral de Stieltjes 
12 /(2) da(x) se convierte en la de Riemann fè f(x) a'(x) dx. Sin embargo, la 
integral de Stieltjes tiene aún sentido cuando a no es diferenciable o incluso 
cuando a es discontinua. En realidad, es al tratar con funciones a discontinuas 
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cuando se hace patente la importancia de la integral de Stieltjes. Mediante 
una elección adecuada de una función discontinua a, una suma finita o infi- 
nita puede expresarse como una integral de Stieltjes, y la sumación y la in- 
tegración Riemann ordinaria llegan a ser entonces casos particulares de este 
proceso más general, Los problemas físicos que consideran distribuciones de 
masas que son en parte discretas y en parte continuas pueden ser abordados 
utilizando la integral de Stieltjes. En la teoría matemática de la probabilidad 
esta integral es un instrumento muy útil que hace posible la consideración 
simultánea de variables aleatorias continuas y discretas. 


9-2 Notaciones. Para abreviar, estableceremos ciertos convenios concer- 
nientes a las notaciones y a la terminología que debe usarse en este capítulo, 
"Trabajaremos en un intervalo finito (a, b] y, mientras no se advierta lo con- 
trario, todas las funciones designadas por f, g, a o f se supondrán funciones 
reales definidas y acofadas en (a, b). En la última parte del capítulo se tratará 
de funciones complejas, En el Capítulo 14 serán discutidas las extensiones a 
funciones no acotadas y a intervalos infinitos. 

Como en el Capítulo 8, una partición P de (a, b] es un conjunto finito de 
puntos, P = (Xp Xy ..., %a), tal que a=2<H < +t < Ang < Xa = de 
La norma de P es el mayor de los n números Ax, = z4 — %4-1, Y Se representa 
por |P]. La partición P” de (a, b] es más fina que P (o un afinamiento de P) 
si P c P’. Así que, P c P’ implica |P'] < |P], pero el recíproco no es cierto, 
El símbolo Ao, representa la diferencia Am = a(x) — a(x), de donde 
Jr- Aa, = a(b) — a(a). Finalmente, el conjunto de todas las particiones 
posibles de (a, b] se representa por Pía, b). 


9-3 Definición de la Integral de Riemann-Stieltjes. 


9—1 DEFINICIÓN. Sean P= (Xp %y»---,%) una partición de [a, b) y h 
un punto del subintervalo [xı xa). Una suma de la forma 


SP, 1, a) = Y Ma) bo 


se denomina suma de Riemann-Stieltjes de f com respecto a a. Decimos 

que f es integrable-Riemann com respecto a a en (a, b), y escribimos 

i, b)» si existe un número A que goza de la propiedad si- 

todo e > O existe una partición P, de [a, b) tal que para 

Partición P más fina que P, y para todo t, en [2,1 x), tenemos 
IS(, f.a) — A| < e- 

Cuando un tal número A existe, es único y se representa por /$ f da o por 


J? flx) da(x). Entonces se dice también que existe la integral de Riemann- 
Stieltjes /2 / da. Las funciones f y a se denominan respectivamente integrando 
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e integrador. En el caso particular en que a(x) = x, escribimos S(P, f) en lugar 
de S(P, f, a), y fe R en lugar de f € Río). La integral se llama entonces in- 
tegral de Riemann y se representa por fè f dx o por fè f(x) dx. El valor nu- 
mérico de f? f(x) da(x) depende únicamente de f, a, a y b y no depende del 
símbolo x. La letra x es una « variable ficticia » y puede ser reemplazada por 
un símbolo conveniente. 


Nora. Esta es una de las varias definiciones aceptadas de la integral de 
Riemann-Stieltjes. Otra definición distinta (pero no equivalente) se establece 
en el Ejercicio 9-3. 

9-4 Propiedades lineales. Es fácil demostrar que la integral opera en forma 
lineal sobre el integrando y el integrador, Éste es el contenido de los dos pró- 
ximos teoremas. 

9-2 Teorema. Sif c Ría) y ge Ría) en (a, b), entonces cif + cag € R(a) 
en [a, b) (para cualesquiera constantes c, y Cs) y tenemos 


à > 
[esraot=af paraf esa 


Demostración, "Tomemos h = cf + cg. Dada una partición P de (a, b], 
podemos escribir 


Sip,» Ma) doy =e Y) 10) 80, +e Y) el) Ao, 
A A 


«SP, f. a) + aS(P. g. a). 


Dado e > 0, elijamos P; de modo que P; c P implique |S(P, f, a) — f? } da] < 
<e, y Py de manera que Py’ c P implique |S(P, g, a) — fè g daj < e. Si 
tomamos P, = P; u Py , entonces para P más fina que P,, tenemos 


a 23 
fria - af e de| sjaje + jeje, 
lo que prueba el teorema. 


9—3 Tuorema. Si fe Ría) y fe R(B) en [a, b), entonces | e Bla + ca) 
en [a, b] (para cualesquiera constantes c, y cp) y tenemos 


S(P. h, a) 


[itaran i fda+ef tap. 


La demostración es parecida a la del Teorema 9-2 y la dejamos como ejercicio. 
Un resultado un tanto parecido a los dos teoremas anteriores nos dice que 
la integral es también «aditiva» con respecto al intervalo de integración. 
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9—4 Trorzma. Supongamos que ce (a, b). Si dos de las tres integrales de 1) 
existen, también existe entonces la tercera y tenemos 


» [roof sn f'ra 


Demostración. Si P es una partición de (a, b] tal que ce P, tomamos 
P' = P n [a, c) y P” =P n (e, b) que designan las particiones correspon- 
dientes de [a, c] y [c, b), respectivamente. Las sumas de Riemann-Stieltjes 
para estas particiones están relacionadas por la igualdad 

S(P, f, a) = SIP’, f. a) + SIP”, 1 a) 


Supongamos que y4 f da y 1? / da existan. En tal caso, dado e > 0, existe 
una partición P; de [a, c] tal que 


[sero fra 


y una partición Py de [c, b] tal que 


<e/2 siempre que P” sea más fina que P'a 


ij 
[serno f'ra <er P sea más fina que P%. 


U Py es una partición de (a, b] tal que el ser P más 
fina que P, implica P; e P’ y Py c P”. Luego, si P es más fina que P, 
podemos combinar los resultados precedentes para obtener la desigualdad 


"ia 
da [10 <e 


Esto prueba que /$ f da existe y esigual a f; f da + f? f da. El lector puede fá- 
cilmente verificar que un razonamiento parecido demuestra el teorema en 
los restantes casos. 

Utilizando el método de inducción, podemos demostrar un resultado pa- 
tecido para una descomposición de a, b] en un número finito de subintervalos. 

Nora. El tipo de razonamiento anterior no puede usarse para demostrar 
que la integral f$ / da existe siempre que f? f da existe. La conclusión es, no 
obstante, correcta. Para integradores a de variación acotada, esto será demos- 
trado más adelante en el Teorema 9-21. 
9—5 DEFINICIÓN. Sia< b, definimos fif da =—52 f då siempre que 52] da 

exista. También definimos få f da = 0 
La igualdad del Teorema 9-4 puede escribirse así : 


ES ha- 
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da T da = 0. 
[ias frias fr 


9-5 Integración por partes. En una integral de Riemann-Stieltjes existe 
una notable relación entre el integrando y el integrador. La existencia de 
ff da implica la de fè a df, y el recíproco es también cierto. Además, entre 
las dos integrales se verifica una relación muy sencilla, 


9—6 Teorema. Si fe Ría) en [a, b), entonces. a e R(f) en [a, b] y tenemos 
fro da(x) + dila) = Hbra(0) — Hajala). 


Nora. Esta igualdad, que proporciona una especie de ley de reciprocidad 
para la integral, se conoce como la fórmula de integración por partes. 

Demostración. Tomemos un e > 0. Puesto que fè f da existe, hay una par- 
tición P, de [a, b] tal que para toda P’ más fina que P, tenemos 


. 
2 [særa f'ra] <e 


Consideremos una suma de Riemann-Stieltjes cualquiera para la integral 
Skad}, sea ésta 


SP.an = X aan X ar) — È atd a 
i i fa 


donde P es más fina que P,. Escribiendo A = {(b)a(b) — f(aJa(a), tenemos 
la identidad 


A= $ fado) — Él fdo: 
A à 
Restando las dos igualdades, encontramos 


A- SP, a, N= $ fadla) — a) 
Pa 


+ $ Madia — alma): 
ss 


Las dos sumas del segundo miembro pueden combinarse en una sola suma 
de la forma S(P”, f, a), donde P’ es la partición de (a, b] obtenida tomando 
juntos los puntos x y f. Entonces P” es más fina que P y, por consiguiente, 
más fina que P,. Por lo tanto, la desigualdad 2) es válida y esto significa que 
tenemos 
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. 
IS 


siempre que P es más fina que P, Pero esto equivale a afirmar la existencia 
de f? a df y que es igual a A — f$ f da. 


<e 


9-6 Cambio de variable en una integral de Riemann-Stieltjes. 


9—7 Teorema. Consideremos f c Ría) en (a, b) y sea g una función continua 
y estriclamente monólona definida en un intervalo S cuyos extremos son 
© y d. Supongamos que a = glc), b= gld). Sean h y $ las funciones 
compuestas definidas como sigue : 


Ma) = tiea) alga si reS. 
Entonces h c R(f) en S y tenemos 


pe-p 


Demostración. Para precisar, suponemos que g es estrictamente creciente 
en S. (Esto implica c < d.) Entonces g es uno a uno y tiene función inversa 
g- continua y estrictamente creciente definida en [a, b). Por lo tanto, a toda 
partición P = (yo - Ya) de fe, d], corresponde una partición P' = (ze, 
x,) y sólo una de [a, b] siendo xa = gly). De hecho, podemos escribir 
= g(P) y P = g-4P'). Además, un afinamiento de P produce un afinamiento 
correspondiente de P’, y recíprocamente. 

Si se da un e > 0, existe una partición P; de a, b] tal que P más fina 
que P implica [S(P», f, a) — ff dal < e. Sean P, = g-(P;) la correspon- 
diente partición de [c, d), y P = (Yw---. Ja) una partición de [c, d] más 
fina que P,. Formemos una suma de Riemann-Stieltjes 


S(P, h, P = Y, Mud Afa 
A 


donde u € [yap Ya] y Aa = Bb) — POr). Si ponemos h = gfu) y xa = 
= glya), entonces P'= {xe ..., xx) es una partición de [a, b] más fina 
que P. Además, tenemos entonces 


S(P, h, P) = 3 Heta) aleo] — alevn— 1D 


= Y faala) — also) = SIP’, 4 o). 
a 
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ya que ta € [Xy Xa]. Por consiguiente, |S(P, h, B) — $f da] < e y el teorema 
está demostrado. 


Nora. Este teorema se aplica, en particular, a la integral de Riemann, 
esto es, cuando a(x )= x. Otro teorema de este tipo, en el cual no se requiere 


que g sea monótona, será demostrado más tarde para las integrales de Rie- 
mann. (Ver Teorema 9-33.) 


9-7 Reducción a una integral de Riemann. El próximo teorema nos dice 
que podemos reemplazar el símbolo da(z) por a'() decae integral /2/(x) da(x) 
siempre que a tenga derivada a' continua. 


9—8 Teorema. Consideremos fe Ría) en [a, b) y supongamos que a tenga 


derivada a' continua en [a, b). En tal caso la integral de Riemann 
P Hal(x) dx existe y tenemos 


” 
jf: Na) dala) = f Ha) a'la) dx. 


Demostración. Pongamos g(x) = j(x)a'(x) y consideremos la suma de Rie- 
mann 


SIP e) = Y eh) An m 2 Hiada(1) Ar, 
s ʻi 


La misma partición P y la misma elección de 4 puede utilizarse para formar 
la suma de Riemann-Stieltjes 


SIP, fo) = 


Mia) Bay. 


Aplicando el Teorema del Valor Medio, podemos escribir 
Aos = a'(va) Axa donde vpe (fay 2). 
y, por tanto, 


S(P, f, a) — S(P, 8) = Y alaton) — (49) Ara 
1 


Puesto que / es acotada, podemos escribir |/(x)] < M para todo x de [a, b], 
donde M > 0. La continmidad de a' en [a, b] implica la continuidad uniforme 
en (a, b]. Luego, dado e > 0, existe un 3 > 0 (que depende únicamente de e) 
tal que 


OSIASÓ impia a'a) 0) < a aj 
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Si tomamos una partición P; de norma |P¿| < 3, entonces para cualquier 
partición más fina P tendremos en la anterior igualdad 


ed — <p" 
Para tal P tenemos pues 
IS(P. 1.0) — SIP. o)l < 3- 


Por otra parte, ya que je Ría) en (a, b), existe una partición Py’ tal que 
P más fina que P£ implica 


IS 


Combinando las dos últimas desigualdades, vemos que cuando P es más fina 
que P, = P; u Py, tendremos |S(P, g) — f$ f da] <e, y esto demuestra 
el teorema. —. 


9-8 Funciones escalonadas como integradores. Si a es constante en todo 
(a, b), la integral /è / da existe y tiene el valor 0, ya que cada suma S(P, f, a) = 
= 0. Sin embargo, si a es constante salvo en un punto en el que presenta una 
discontinuidad de salto, la integral /2/ da no existe necesariamente y, si existe, 
su valor no es necesariamente cero. Este hecho se expone con precisión en el 
siguiente teorema : 

9—9 Trorema. Dados a < c< b. Definimos a en [a, b] como sigue: Los 
valores ala), a(c), a(b) som arbitrarios; alx) =ala) si a <x <c, y 
alx) = a(b) si c < x < b. Sea f una función definida en (a, b] de manera 
que por lo menos una de las funciones f o a sea continua a la izquierda 
de c y una por lo menos sea continua a la derecha de c. Entonces f e R(a) en 
[a, b] y tenemos 


[iare ae- Y 


Nora. También es cierta la conclusión si con tal de que escribamos 
ale) en lugar de a(c—), y, asimismo, subsiste si c = b si escribimos a(c) en 
lugar de a(c-+). Más adelante (Teorema 9-28) demostraremos que la integral 
no existe si f y a son ambas discontinuas a la derecha o a la izquierda de c. 

Demostración. Si c € P, todo término de la suma S(P, f, a) es nulo salvo 
los dos términos procedentes del subintervalo bisecado por c, pongamos pues 


SIP, 1, 0) = fta) lale) — ale —)] + Na) lale +) — ald). 
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donde fı < ¢ <h. Esta igualdad puede también escribirse así: 
(a) —HeMalo — ale—)] + Ha) — HelMale+) — alo). 
donde A = S{P, f, a) — H(é)[a(c+) — alc—)]. Luego tenemos 
IAL < i-d) — Hellat) — ale)! + 14) — Melll(e+) — alo! 
Si f es continua en c, para todo e > 0 existe un 3 > 0 tal que |P] < 3 implica 
Wa- AAE y Wa- <e 
En este caso, obtenemos la desigualdad 
lal selale) — ale—)I + elale+) — ala. 


Pero esta desigualdad es legitima si f es continua o no en c. Por ejemplo, 
si f es discontinua a la derecha y a la izquierda de c, entonces afc) = a(c—) 
y alo = ale) y conseguimos A = 0. Por otra parte, si / es continua a la iz- 
quierda y discontinua a la derecha de c, debemos tener afc) = a(c+) y obte- 
nemos |A] < ela(c) — alc—)l. Análogamente, si / es continua a la derecha 
y discontinua a la izquierda de c, tenemos a(c) = a(c—) y |A] < eja(c+) — 
— a(c)l: Luego la última desigualdad escrita es válida en cualquier caso. Esto 
demuestra el teorema. 


El Teorema 9-9 nos dice que el valor de una integral de Riemann-Stieltjes 
puede ser modificado cambiando el valor de f en un solo punto y es fácil 
ver que la existencia de la integral puede quedar afectada por tal cambio, 
Consideremos el ejemplo siguiente : 

a(x) =0 si x 40, a(0) =— 1, 

à= si—1SIS+1 
En este caso el Teorema 9-9 implica /!, fda = 0. Pero si volvemos a definir 
f de modo que /(0) =2 y f(x) =1 si x40, fácilmente podemos ver que 
fta f da no existirá. Efectivamente, cuando P es una partición que incluye el 0 
como uno de los puntos de subdivisión, encontramos 

SIP, f a) = Kalala) — al0)) + Na) lal) — als) 

= f) — rado 
donde xa- < h1 < 0 <f < ta. El valor de esta suma es 0, 1, ó —1, depen- 
diendo de la eeción de h y fe- aego, fia fda no existe en este caso. Sin 

de Riemann 
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función es evidente que [S(P, /)| < I/(c)I1PI. rd IP! puede hacerse 
arbitrariamente pequeño, se deduce que /2 f(x) 


El integrador a en el Teorema 9-9 es un caso particular de una clase impor- 
tante de funciones conocidas con el nombre de funciones escalonadas. Estas 
son funciones constantes en todo un intervalo salvo en un número finito de 
discontinuidades de salto. 


9—10 Dewmución (Función escalonada). Sea a una función definida en 
[a, b) de tal manera que sea discontinua en un número finito de puntos 
cn siendo 


1S4<4 << sb 


Si a es constante en cada intervalo abierto (cs, cs), se dice que a es una 
función escalonada y el número a(cx+) — alca—) se llama el salto en ca. 
Si c, = a, el salto en cy es a+) — alcı), y si Ca = b, el salto en cn es 
ale) — al). 
Las funciones escalonadas proporcionan el eslabón de enlace entre las inte- 
grales de Riemann-Stieltjes y las sumas finitas : 


9—11 Teorema. (Reducción de una integral de Riemann-Stielijes a una suma 
finita). Sea a una función escalonada definida en [a, b) con salto ay en 
Xy siendo a <% <x <->". <x < b. Consideremos f definida en 
(a, b) de tal manera que f y a mo sean ambas discontinuas a la derecha 
o a la izquierda de cada x. En estas condiciones f3 f da existe y tenemos 


» . 
fu daja) = 2 US 


Demostración. Según el Teorema 9-4, 52] da puede escribirse como una 
suma de integrales del tipo considerado en el Teorema 9-9. 


Uno de los ejemplos más sencillos de funciones escalonadas es la función 
parte entera de x. Su valor en x es el mayor entero que es menor o igual que x 
y se representa por [x]. Así pues, [x] es el único entero que satisface las des- 
igualdades [x] <z < (x] +1. 


9—12 Teorema. Toda suma finita puede escribirse como una integral de 
Riemann-Stielijes. En realidad, dada una suma 3-10 definimos f 
en [0, n] como sigue: 


1)=0% si A1<xSk (=L2 0...) HO) = 0 
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Entonces 
a= Dim f Maia. 
AA 


donde [x] es el mayor entero < x. 


Demostración. La función parte entera es una función escalonada, con- 
tinua a la derecha y con salto 1 en cada punto x entero. La función f es conti- 
nua a la izquierda de 1, 2, ..., n. Ahora se aplica el Teorema 9-11. 


Utilizaremos las integrales de Riemann-Stieltjes para obtener una fórmula 
notable conocida con el nombre de jórmula de sumación de Euler, que relaciona 
la integral de una función en un intervalo (a, b] con la suma de los valores 
de la función en los puntos enteros de [a, b]. Con frecuencia se usa para apro- 
ximar integrales mediante sumas o, inversamente, para estimar los valores 
de ciertas sumas por medio de integrales. 

9—13 Trorema. (Fórmula de sumación de Euler). Si f tiene derivada f' com 
dinua en [à, b), tenemos 
. 
3,10 [tds f NL) d+ HANAN — NONON 

cía a A 
donde ((x)) = x — [x]. Cuando a y b som enteros, se obtiene 

, » 

È 19= [raras fren» Q] -3)e +10, 


Nora. Sacaco Significa la suma desde n = [a] +1 a n= [b]. 
Demostración. Aplicando el Teorema 9-6 (integración por partes), pode- 
mos escribir 
» a 
[ie ens f'e en a 
= MONO — (5) — falla — (o). 
Pies quela fc pet eur last idad en E, ts ceros 
x= (a]+1, [a] +2,..., [b], podemos escri 
f 10) 4)= Y fm. 
A es 
Si combinamos esta igualdad con la anterior, el teorema se deduce inmedia- 
tamente. 
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9-9 Integradores crecientes con monotonía. Integrales superior e inferior, 
La teoría de la integración de Riemann-Stieltjes será ahora desarrollada para 
integradores crecientes con monotonía, y veremos más adelante (Teorema 9-20) 
que esto es precisamente tan general como estudiar la teoría para integrado- 
es que son de variación acotada, 

Cuando a es creciente, las diferencias Aa, que aparecen en las sumas de 
Riemann-Stieltjes son todas no negativas. Este simple hecho desempeña un 
papel esencial en el desarrollo de la teoría. Para simplificar, utilizaremos la abre- 
viatura ea o 1 [a, b]» para indicar que «a es creciente en (a, b)». 

Se estableció al principio que el problema de encontrar el área limitada 
por la gráfica de una función / se planteaba considerando las sumas Riemann 
3/(1) Axa como aproximaciones del área por medio de rectángulos, Tales sumas 
se presentan también espontáneamente en ciertos problemas físicos que re- 


ejemplo, en el caso de las áreas, podemos considerar. hear por exceso 
y por defecto mediante las sumas JM, Asa y Xm, Ara, donde M, y ma repre- 
Sentan, respectivamente, el sup y el inf de los valores de la función en el 4-ésimo 
subintervalo, Nuestra intuición geométrica nos dice que las sumas superiores 
son por lo menos tan grandes como el área que buscamos, mientras que las 
sumas inferiores no pueden exceder de dicha área. (Ver Fig. 9-1.) No obstante, 
parece natural preguntar : ¿Cuál es el menor valor posible de las sumas supe- 
riores? 


y a 
Fig. 9-1. Sumas superior e inferior de Riemann como áreas. 


Esto nos lleva a considerar el inf de todas las sumas superiores, que es un nú- 
suero llamado 1a integral superior de /.Análogamente se define la integral iw- 
Jerior como el sup de todas las sumas inferiores, Para funciones « razonables » 
(pc, es roza mb integrados serán kulsa JA de in em- 
general, estas integrales serán distintas y es, por consiguiente, un 
el encontrar condiciones relativas a la función que ase- 


Faremos ahora este tipo de problema para las integrales de Riemann - Stieltjes, 
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9—14 Dermución. Sea P una partición de [a, b) y consideremos 
Malf) = sup (la) |r la 22» 


UP. È iaa y Leo sl de 


se llaman, respectivamente, sumas de Stieltjes superior e inferior de f 
respecto a a para la partición P. 

Nora. Siempre tenemos m(/) < Milf). Si a 7 en [a, b], entonces Aa, > 0 
y podemos también escribir m (f) Aa, < Milf) Aan de lo que se deduce que 
las sumas inferiores no exceden a las sumas superiores. Además, si fh € [%1 
xa], entonces mf) < (ta) < Milf). Por lo tanto, cuando a, tenemos las 
desigualdades 

L(P.1,0) < S(P, 1.0) < UP, ho) 
que relacionan las sumas superior e inferior con las sumas de Riemann-Stieltjes, 
Estas desigualdades, que son frecuentemente usadas en lo que sigue, no son 
necesariamente ciertas cuando a no es una función creciente, 

El próximo teorema demuestra que, para a creciente, un afinamiento de 
la partición aumenta las sumas inferiores y disminuye las sumas superiores, 
9—15 Tuorema. Supongamos que a 4 en (a, b). Entonces: 

I) Si P es más fina que P, tenemos 
U(P, 1,0) S U(P, 1,0) y LiP; fa) > LP, f, a) 
II) Para dos particiones cualesquiera P, y Pa tenemos 
L(Pa, f, a) < U(Pp 1, a). 

Demostración. Basta demostrar 1) cuando P” contiene exactamente un 
punto más que P, sea éste el punto c. Sic pertenece al subintervalo i-ésimo de 
P, podemos escribir 


a) 


Ma 
i 
+ M"Ta(x) — ald), 
donde M' y M” designan el sup de f en [x,.., c] y [c, 14]. Pero, como M' < 
< Mil) y M” < Mi), tenemos U(?, f, a) < UIP, f, a). (La desigualdad 
para las sumas inferiores se consigue en forma semejante.) 
Para demostrar 11) consideremos P = P, u Py. Tenemos entonces 


LP. ho) SLP. 1.0) < UIP, f, a) < UPa f a). 
Nora. Se deduce de este teorema que también tenemos (para a creciente) 
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mía(8) — a(a)] < L(P, f. a) < U(P,, f. a) < M falò) — ala)), 
cuando M y m representan el sup y el inf de f en [a, b). 
9—16 Dermación. Supongamos que ax en [a, b). La integral superior de 
Stieltjes de | con respecto a a se define ast: 
> 
[raro reos. 
La integral inferior de Stieltjes se define análogamente: 
a 
friso ue. 1.017co1. ». 


Nora. Algunas veces escribimos Z(f, a) e Z(f, a) para las integrales superior 
e inferior. En el caso particular en que a(x) = 5, ls sumas mupesos e infe- 
ob por U(P,f) y L(P.f) y se llaman sumas superior e inferior 
de Riemann. Las correspondientes integrales representadas mediante 72 f(x) dx 
e [è x) dx, se llaman integrales superior e inferior. El primero que las introdujo 
fue J. O. Darpoux (1875). 


9—17 Tuorewa. Supongamos que ax en [a, b]. Entonces I (f, a) < I(f, a). 
Demostración. Si se da e< 0, existe una partición P, tal que 


UP, ho) < IU, a) +e 


Según el Teorema 9—15, se deduce que 1(f, a) + e es una cota superior para 
todas las sumas inferiores L(P, j, a). Luego, J(f, a) < 1(f, a) + e, y, puesto 
que e es arbitrario, esto implica (f, a) < 1(, a). 


Es fácil dar un ejemplo en el que Z(f, a) < I(f, a). 
Ejewro. Tomemos a(x) =x y definamos j en (a, ò] = [0, 1) asi: 
Ha) = 1, si x es racional, f(a) = O, si x es irracional. 


Entonces para toda partición P de (a, b), tenemos Milf) = 1 y mf) = 0, 
ya que todo subintervalo contiene números racionales e irracionales. Por 
consiguiente, U(P./) = 1 y L(P,f) = 0 para toda P, en consecuencia 


i 
ls y ai 


Observemos que el mismo resultado es válido si f(x) = 0 cuando x es racional, 
y f(a) =1 cuando x es irracional. 
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Las integrales superior e inferior gozan de muchas de las propiedades de la 
integral. Por ejemplo, tenemos 


fria frias f 16 


sia<c<), y la misma TTT A No 
obstante, ciertas igualdades que son válidas para integrales deben reempla- 
zarse por desigualdades cuando se establecen para las integrales superior e 
inferior. Por ejemplo, tenemos 


fura] ias fosa 
» 
[irouz Jaa [esa 


El lector puede fácilmente verificar estas observaciones. (Ver Ejercicio 9:7.) 


9-10 Condición de Riemann. Si se espera la igualdad de las integrales 
superior e inferior, también debemos esperar que las sumas superiores lleguen 
a ser tan próximas a las sumas inferiores cuanto queramos, Parece pues natural 
buscar aquellas funciones / para las cuales la diferencia U(P, f, a) — L(P, f, a) 
puede hacerse arbitrariamente pequeña. 

9-18 Dernación. Decimos que f satisface la condición de Riemann respecto 
a a en (a, b] si, para lodo e > O, existe una partición P, tal que si P 
es más fina que P, se verifica 

0 < U(P, f, a) —L(P, f. a) < e, 

9—19 Teorema. Supongamos que az en [a, b). Entonces las tres proposi- 

ciones siguientes son equit r 

D feR(a) en [a, b]. 

II) f satisface la condición de Riemann respecto a a en [a, 5). 
ID 14, a) = I, a). 

Demostración. Probaremos que la parte 1) implica IT), la parte 11) impli- 
ca III), y que la IH) implica 1). Supongamos que es cierta 1). Si a(d) = a(a), 
es trivial la justificación de 11) ; así pues, podemos suponer que a(a) < a(b). 
Dado e > 0, elegimos P, de modo que para cualquier P más fina y cualesquiera 
he y Pa en [Say 20), se obtenga 
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[Esvsm—a|<; y | $ ensa -a| 


donde A = fè f da. Combinando estas desigualdades, encontramos 


È 


Puesto que Mi(f) — ma(/) = sup (f(x) — f(x)lz, X en [in 24)), se deduce 
que para todo h > 0 podemos elegir f y Y, de modo que f(t) — (1) > 
> Milf) — milf) — h, y tomando 


ue —re18m|<¿e 


h m 4 e/fa(0) — ala)), 
se puede escribir 


UIP, 1.0) — LIP, 1.0) = Y) MAN — mal) 80, 
2 


<Y Wa) -Medba +A Y, May < e 
-A “i 


Luego, 1) implica 11). 

Supongamos, ahora, que IT) es cierta. Dado e >0, existe una partición 
P, tal que si P es más fina que P, se verifica U(P, f, a) <L(P, f, a) + e. 
Luego para tal P tenemos 

1.0) < U(P, f, a) < LIP, f, a) + e < 10.0) +e 
Esto es, 1(/, a) < I(f, a) + e para todo e> 0. Por consiguiente, /(/, a) < 
< 16, a). Pero, según el Teorema 9-17, también se cumple la desigualdad 
opuesta, Luego 11) implica IIT). 

Finalmente, supongamos que 7(), a) = 1(/, a) y designemos por A su valor 
común. Queremos demostrar que /2/ da existe y es igual a A. Dado e > 0, 
elijamos Pr de manera que U(P, f, a) < I(f, a) + e para toda P más fina 
que Pi: Elijamos asimismo P tal que L(P, f, a) > 1(/, a) — e para toda P 
más fina que Py’. Si P, =P; u PX, podemos escribir 


10, < L(P, f, a) <S(P.f.0) < U(P, f a) < ÑY, a) + € 


para toda P más fina que P,. Pero, ya que 1(/, a) = I(f, a) = A, esto significa 
que |S(P, f, a) — A| < e siempre que P sea más fina que P,. Lo que prueba 
que fè} da existe y es igual a A, con lo cual se ha completado la demostración 
del teorema. 


9-11 Integradores de variación acotada, En el Teorema 8-13 encontrá- 
bamos que toda función a de variación acotada en [a, 5] puede expresarse 
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como la diferencia de dos funciones crecientes. Si a = a, — a, es una tal des- 
composición y si f e R(ay) y f € Ría,) en (a, b), se deduce por la linealidad que 
$e Ría) en [a, b). No obstante, el recíproco no siempre es cierto. Si f e R(a) 
en (a, 5], es posible elegir dos funciones crecientes a, y ay tales que a = a, — ap 
pero de tal manera que ninguna de las integrales /3 f da, f f day exista. La 
dificultad, naturalmente, estriba en que no hay unicidad en la descomposición 
a = a — a, Sin embargo, podemos demostrar que existe por lo menos una 
descomposición a = a, — a, para la cual el recíproco es cierto, a saber, cuando 
a, es la variación total de a y a, = a — a. (Recordar la Definición 8-8.) 
9—20 TEOREMA. Supongamos que a es de variación acotada en [a, b). Desig- 
nemos por V(x) la variación total de a en (a,x] si a < x < b, y tomemos 
Vía) = 0. Sea f una función definida y acotada en [a, b). Si } e Ría) 
en [a, b), entonces fe R(V) en (a, b]. 

Demostración. Si V(b) =0, V es constante y el resultado es trivial. Su- 
pongamos, por lo tanto, que V(b) > 0. Supongamos también que 1/(x)] < M 
si x e [a, b]. Puesto que V es creciente, necesitamos tan sólo verificar que / 
satisface la condición de Riemann con respecto a V en (a, b]. 

Dado e > 0, elijamos P, de modo que para cualquier P más fina y todo par 
de puntos 4 y fi en [X+-ı %2] se tenga 


le A A á 
[E um-naaj<; y vo< Y batai 
Para P más fina que P, estableceremos las dos desigualdades 


È MN — mN AV, — 84D < $ 


E Ma- miN) bol <5. 
ue, por adición, originan UP, /, V) — LIP, f, V) < e. 
Para demostrar la primera desigualdad, observemos que AV, — Aa] > 0 
y, por assaini 
É MAN — ma) (SVa — Hant) < 2M El (AV; — 180) 
= a 
US $a) <i. 


Para probar la segunda desigualdad, consideremos A(P) = (tAm > 0), 
B(P) = (hiba, < 0} y h= }e/V (b). Si k e A(P) elijamos h y t de modo 


202 TEORÍA DE LA INTEGRACIÓN DE RIEMANN-STIELTJES 


que jin) — HE) > Mil) — milf) — h; pero, si ke B(P), elijamos th y t 
para que /(6) — f(a) > Milf) — milf) — h. Entonces 


Y MN- mi al< Y 10) — A] laol 
t- rate) 
+ E, VICO — 1001100144 D asl 
5 


a 3 00 = NEN] Aa + iD È ba 


itir 


<A) 


Se deduce pues que / e R(V) en (a, b). 


Nora. Este teorema (junto con el Teorema 8-12) nos permite reducir la 
teoría de la integración de Riemann-Stieltjes para integradores de variación 
acotada al caso de integradores crecientes. La condición de Riemann se hace 
entonces manejable y proporciona un instrumento particularmente útil en 
esta teoría. Como primera aplicación obtendremos un resultado que está 
estrechamente relacionado con el Teorema 9-4. 


9—21 Teorema. Sea a de variación acolada en (a, b) y supongamos que 
Fe Ría) en [a, b). Entonces f € Ría) en todo subintervalo [c, d] © [a, b). 


Demostración. Basta suponer que az en (a, b). Según el Teorema 9-4, 
es también suficiente demostrar que existe cada una de las integrales fë / da 
e fi da. Supongamos que a < c < b. Si P es una partición de [a, x), desig- 
nemos con A(P, x) la diferencia 


A(P, x) = U(P. f, 0) — L(P,1. a) 


de las sumas superior e inferior asociadas al intervalo (a, x). Puesto que 
Fe Ría) en [a, b), la condición de Riemann es válida. Luego, dado e > 0, 
existe una partición P, de (a, 5] tal que A(P, ô) < e si P es más fina que P, 
Podemos suponer que c e P,. Los puntos de P, en (a, c) forman una partición 
P; de [a, c]. Si P’ es una partición de (a, c) más fina que P;, entonces P 
P’ y P, es una partición de (a, b] compuesta de los puntos de P’ unidos 
* a aquellos puntos de P, pertenecientes a [c, b]. Ahora bien, la suma que define 
A(P, c) contiene únicamente parte de los términos de la suma que define 
A(P, b). Puesto que cada término es > 0 y que P es más fina que Pa, tenemos 


MP.) < AP. b) < €. 


Esto es, el que P” sea más fina que P; implica A(P”, c) < e. Luego, f satis- 
face la condición de Riemann en (a, c] y existe f f da. El mismo razonamiento, 
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naturalmente, demuestra que ff f da existe, y según el Teorema 9-4 se deduce 
que ff f da existe. 
9—22 Tecna. Supongemos que az en [a,b], Si fe RI y g e R(a) en 
[a, b] y si f(x) < g(x) para todo x en [a, b], tenemos entonces 
Fo aan < K la) dala). 


Demostración. Para toda partición P, la correspondiente suma de Rie- 
mann-Stieltjes satisface 


SP PS E Ela) Sa, = SIP, g.) 


ya que az en (a, b). De esto resulta fácilmente el teorema. 
En particular, este teorema implica que /2 g(x) da(x) > O siempre que g(x) >0 
y ax en (a, b). 


9—23 Teorema. Supongamos que az en (a, b). Si fe Ría) en [a, b), en- 
tonces [fl e Ría) en (a, b] y tenemos la desigualdad 
| [i 1e) data) |< fi IHa)| data) 


Demostración. Usando la notación de la Definición 9-14, podemos escribir 
Malf) — malf) = sup (fx) — Mola, y en [Sas mal- 


Puesto que la desigualdad |if(x)| — 1/0)I1 < 1/(x) — /69)1 es válida siempre, 
deducimos 
MAN) — mal < Matif) — mal. 


Multiplicando por An, y sumando respecto a k, obtenemos 
U(P, l, a) — LIP, Ni a) < U(P./. a) —L(P, 1.0) 


para toda partición P de [a, b]. Aplicando la condición de Riemann, encon- 
tramos que |/| e R(a) en [a, b]. La desigualdad del teorema se logra tomando 
g= |f| en el Teorema 9-22. 


* Nora. El recíproco del Teorema 9-23 no es cierto. (Ver Ejercicio 9-9.) 


9—24 Troxema. Supongamos que az en [a, b). Si fe Ría) en [a, b], en- 
tonces Pe Ría) en (a, b]. 


Demostración. Utilizando la notación de la Definición 9-14, tenemos 
MAP) O y m O 
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Por lo tanto, podemos escribir 
MAS) — ma) = EMAD + DIEM — ml 
< IMIM — ma). 
donde M es una cota superior de |j] en [a, b). Aplicando la condición de Rie- 
mann, se deduce la conclusión. 
9—25 Teorema. Supongamos que ax en [a, b). Si f€ Ría) y g < Ría) en 
[a, b), también el producto f.g e Ría) en ía, b). 
Demostración, Utilizamos el Teorema 9-24 unido con la identidad 
2/ela) = 1/0) + ela) — UP — Cela 


9-12 Condiciones suficientes para la existencia de las integrales de Riemann- 
Stieltjes, En la mayor parte de los teoremas anteriores hemos supuesto la 
existencia de ciertas integrales y estudiado entonces sus propiedades, Es, 

por consiguiente, natural preguntar : ¿Cuándo existe la integral? Obtendremos 
des condiciones suficientes de notable utilidad. 


9—26 Tuorema, Si j es continua en [a, b] y a es de variación acotada en 
[a, b), es fe R(a) en [a, b). 

Nora. Según el Teorema 9-6, puede obtenerse una segunda condición 
suficiente intercambiando / y a en la hipótesis. 

Demostración, Fs suficiente probar el teorema cuando a es estrictamente 
creciente. La continuidad de / en [a, b) implica la continuidad uniforme, así 
que dado e > 0, podemos encontrar un 3 > 0 (que depende sólo de e) tal que 

w-yi<ð implica (fla) — 011 < «JA, 


donde A = 2([a(ð) — ala)]. Si P, es una partición de norma |P,] < 3, en- 
tonces para una P más fina que P, debe ser 


Malh — mif) Sl, 
yu rl lo sup wo — 10) 1x, y en [saw 22). Multiplicando la 


UIP, 1.a) — L(P, fa) < $ Y da= se 
A 


y vemos que la condición de Riemann es válida. Luego fe R(a) en (a, b]. 


Crnidecdo dl cano epoca eu el que aa) = x, os esse 02 y 06 
originan el siguiente corolario 
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9—27 Teorema. Cada una de las condiciones siguientes es suficiente para 
la existencia de la integral de Riemann 5% f(x) de: 
a) f continua en [a, b). 
b) f de variación acotada en [a, b). 


9-13 Condiciones necesarias para la existencia de las integrales de Riemann- 
Stieltjes. Cuando a es de variación acotada en (a, ò), la continuidad de / es 
suficiente para la existencia de /2 / da. Sin embargo, la continuidad de / 
en todo [a, b] en modo alguno es necesaria, Por ejemplo, en el Teorema 9-9 
encontrábamos que cuando a es una función escalonada, entonces / puede 
definirse arbitrariamente en (a, b] con tal de que tan sólo f sea continua en 
las discontinuidades de a. El próximo teorema nos dice que las discontinui- 
dades comunes a la derecha o a la izquierda deben ser evitadas si la integral 
ha de existir, 


9—28 Trorsma. Supongamos que ax en [a, b] y sea a < c < b. Suponga- 
mos, además, que f y g son ambas discontinuas a la derecha de x = c; 
esto es, supongamos que existe un e > 0 tal que para todo 8 > 0 hay 
valores de x e y en el intervalo (c, c + 8) para los cuales 

VOM y lab) -al 2e 


En dl caso no puada cit la tg, i Ka) dala). Tampoco esista si f 
y g son discontinuas a la izquierda de 


Demostración. Sea P una partición de (a, b] que contiene ¢ como un punto 
de subdivisión y formemos la diferencia 


UIP, f, a) — L{P, f, a) 


2 MAS) — mN) bor 


Si el i-ésimo subintervalo tiene c como extremo izquierdo, entonces 
U(P. f, 0) — LP, 1. 0) > [MAN — mif falsi) — ale)] 


puesto que cada término de la suma es > 0. Si c es una discontinuidad común 
a la derecha, podemos suponer que el punto x; se elige de manera que a(z;) — 
—alc) >e. Además, la hipótesis del teorema implica M¿(f) — m(^ > e. 
Luego, U(P, f, a) — L(P, f, a) > e* y no puede satisfacerse la condición de 
Riemann. (Si ¢ es una discontinuidad común a la izquierda, el razonamiento 
es similar, 


9-14 Teoremas del Valor Medio para las integrales de Riemann-Stieltes. Si 
bien las integrales se presentan en una amplia variedad de problemas, existen 
relativamente pocos casos en los que puede obtenerse explícitamente su valor, 
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Sin embargo, con frecuencia basta tener una estima de la integral más bien 
que su valor exacto. Los Teoremas del Valor Medio de este párrafo son espe- 
cialmente útiles al hacer tales estimas. 


9—29 Teorema (Primer Teorema del Valor Medio para las integrales de 
Riemann-Stietjes). Supongamos que ax en [a, b] y sea f € Ría) en 
[a, b). Designemos por M y m el sup y el inf, respectivamente, del con- 
junto (J(x)|x ela, bJ}. Existe entonces un número real c comprendido 
entre my M:m <c <M, y tal que 


» > 
[ietan e f'ta met 


— ala). 


En particular, si | es continua en (a, b), entonces c = [(xa) para algún 
xo en (a, b). 

Demostración. Si a(a) = a(b), el teorema es trivial, ambos miembros son 0. 
Luego podemos suponer que a(a) < a(b). Puesto que todas las sumas superio- 
res e inferiores satisfacen 

mía(d) —a(0)] < LIP, f, a) < U(P, f, a) < Mal) — ala), 
la integral /2 / da debe quedar comprendida entré las mismas cotas. Por con- 
siguiente, el cociente c = (/} /da)/S2 da) queda comprendido entre m y M. 
Cuando / es continua en [a, b] el teorema del valor intermedio da ¢ = /(x4) 
para algún xp en (a, b). 


Un segundo teorema de este tipo puede obtenerse del primero usando la 
integración por partes, 
9—30 Tuoresa. (Segundo Teorema del Valor Medio para las integrales de 


Riemann-Stieltjes). Supongamos que a sea continua y que fx en [a, b}. 
Existe entonces un punto x en [a, b) tal que 


fro dela = to ao + 10 ao 
Demostración. Según el Teorema 9-46, tenemos 
I “e daļa) = Hbja(d) — Hajala) — f "ae afa). 
Aplicando el Teorema 9-29 a la integral del segundo miembro, encontramos 
[r dals) = fa) (alza) — ala)] + AB) ald) — also), 


donde xye [a, b], que es la fórmula que deseábamos demostrar. 


LA INTEGRAL COMO FUNCIÓN DEL INTERVALO 201 


9-15 La integral como función del intervalo. Si f c Ría) en [a, b] y si a 
es de variación acotada, entonces (según el Teorema 9-21) la $ / da existe 
para cada x en (a, b] y puede estudiarse como una función de x. Vamos a 
obtener ahora algunas propiedades de esta función. 

9—31 Teorema. Sea a de variación acolada en [a, b) y supongamos que 
Fe Ría) en (a, b). Definamos F for la igualdad 


fre ú rele, dl 
Tenemos entonces : 


1) F es de variación acolada en [a, b). 

1) Todo punto de continuidad de a es también de continuidad de F. 

INN) Si a x en [a, b) existe la derivada F'(x) en cada punto x de [a, b)en 
el que a'(x) exista y sea continua f. Para tal x tenemos 


Fla) = (da). 


Fla) 


Demostración. * Basta suponer que ax en (a, b]. Si x % y, el Teorema 
9-29 implica 


0) = Fe) = [1ta = eteo) = eo 
donde m <c <M (con la notación del Teorema 9-29). De esta ecuación 


siguen inmediatamente las aserciones 1) y II). Para demostrar ITI), dividi- 
mos por y — x y observamos que c > f(x) cuando y + x. 


En el próximo teorema se pone de manifiesto la utilidad de la derivada al 
calcular integrales de Riemann. 


9-32 roma. (Teorema fundamental del cálculo integral). Supongamos que 
Je R en [a, b). Sea g una función definida en (a, b) tal que exista su 
derivada gl en [a, b) y tenga como valor 

_EWM=10) para do z en la 8). 
En los extremos supongamos que gla+) y g(b—) existan y satisfagan 
gla) — gla+) = elb) — e(0—). 


[ros f'rai n- eo 


Tenemos 
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Demostración. Para toda partición de [a, b] podemos escribir 
sh = ia) = È le) — sl = 3 can = 3 100 Ama 
donde f es un punto de (%-,, 29) determinado mediante el Teorema del Valor 


Medio del cálculo diferencial. Pero para un e > 0 dado, la partición puede 
tomarse lo suficientemente fina para que 


<s 


. . . 
[so — gla) -f taas -|È AE -f Ha) de 
y esto demuestra el teorema. 


9-16 Cambio de variable en una integral de Riemann. La fórmula 


[ie fre 


del Teorema 9-7 para cambiar la variable en una integral adopta la forma 


. 
fra de - rumana 


cuando a(x) = x y g es una función estrictamente monótona con derivada 

gl continua. Esto es válido si / c R en fa, b]. Cuando f es continua, podemos 

usar el Teorema 9-31 para evitar la restricción de que g sea monótona. Te- 
nemos, en efecto, el siguiente teorema, 

9—33 Trorrma. (Cambio de variable en una integral de Riemann). Admi- 
tamos que g tenga derivada g' continua en un intervalo S cuyos extremos 
son c y d. Sea f continua en g(S) y sean a = gle), b = gld). Definamos 
F mediante la igualdad 


F - [ma sired 


ntonces, para cada x de S, ed e: 
pos F{g(a)). En particular, tenemos 


[ros fremena 


Demostración. Puesto que g' y la función compuesta fg son continuas en 
S, la integral en cuestión existe. Definamos la función G en S como sigue; 
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Gia) - [remena 


Tenemos que demostrar que Gla) = FÍ£(a), $ Según el Teorema 9-31, tene- 
mos G'(e) = lele) IG) y, según a regla de derivación de las funciones 
compuestas, la derivada de F(g(x)] es 
también /[g(x)]g'(x), ya que F'(x) = (a) 
Luego, G(x) — F[g(x)] es una constante, 
Pero, para x = c, resulta G(c) = 0 y 
Fíg(c))= F(a) = 0, así que esa constante 
debe ser 0, Por consiguiente, G(x) = 
Fíg(x)] para todo x de S. En particular, 
cuando x = d, obtenemos G(d) = Piga 
= F(b) y ésta es la última igualdad 
teorema. 


Nora. Muchos textos demuestran el teorema precedente agregando la 
hipótesis de que g' nunca es cero en S, que, naturalmente, implica la mono- 
tonia de g. La anterior demostración pone de manifiesto que esto no es ne- 
cesario. Además, el intervalo que une a y b no es necesariamente la imagen 
de S obtenida por g. Todo lo que se precisa es que a = g(c) y b = g(d). En 
realidad, el teorema es aún válido si a = g(c) = g(d) = b. Esto hace que el 
teorema sea especialmente útil en las aplicaciones. (Véase Fig. 9-2 para una 
£ admisible.) 


9-17 Segundo Teorema del Valor Medio para integrales de Riemann. 


9—34 Teorema. Sea g continua y supongamos que f y en [a, b). Sean A 
y B dos múmeros reales que satisfacen las desigualdades 


ASN+) y BzM=) 
Existe entonces un punto xy en [a, b) tal que 


a » 
Ha) g(a) de = A dz+ B) gla) dx. 
D [romena f asaf 
En particular, si f(x) > O para todo x en [a, b), tenemos 
m [ome "ads, donde xc [a, b] 
la ls 


Nora. La parte II) es conocida con el nombre de teorema de Bonnet. 
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Demostración. Si a(x) 
cable, y obtenemos 


F; gl0 dt, entonces a' = g, el Teorema 9-30 es apli- 


3 n . 
[ronen eara f ela) dz. 


Esto demuestra 1) siempre que A = f(a) y B = f(b). Ahora bien, si A y B 
son dos números reales cualesquiera que satisfacen A < f(e) y B > (b), 
podemos variar la definición de f en los extremos a y b de manera que tenga 
los valores f(a) = A y /(b) = B. La f modificada es aún creciente en [a, b] 
Y, como antes hemos observado, el cambio del valor de / en un número finito 
de puntos no afecta al valor de una integral de Riemann. (Naturalmente, 
el punto x, de 1) dependerá de la elección de A y B.) Tomando A = 0, la 
parte TI) se deduce de la parte 1). 


9-18 Integrales de Riemann-Stieltjes dependientes de un parámetro. 
9—35 Teorema. Sea f continua en cada punio (x, y) de un rectángulo 


R = {(x, y)la < x < b, c < y < d}. Supongamos que a es de variación 
acotada en (a, b) y sea F la función definida en [c, d] mediante la ecuación 


a 
Fo) = f; Na, y) dala). 


Entonces F es continua en [c, d). En otras palabras, si yy € [¢, d), tenemos 
. a à 
lim / Na, h) dala) = j} Um f(x, y) dala) = f 15.90 dala). 
sonda la ron a 


Demostración, Supongamos que a7 en [a, b). Puesto que R es un conjunto 
compacto, / es uniformemente continua en R. Luego, dado e > 0, existe un 
8> 0 (dependiente sólo de e) tal que para todo par de punt 
(x', y) en R que cumplen la condición | z— z'| < 3, tenemos [/(x, y) — 
+ Y <e. Si ly—y1<3, es 


. 
10) — FO <f Vx. y) — Ha, y) dala) < efalb) — ala)). 


Esto establece la continuidad de F en [c, d]. 
Naturalmente, cuando a(x) = x, este resultado se convierte en un teorema 
de continuidad para las integrales de Riemann que contienen un parámetro. 


INTEGRALES DE RIEMANN-STIELTJES á 


Sin embargo, podemos deducir un resultado mucho más útil para las integrales 
de Riemann que el obtenido poniendo simplemente a(x) = x si usamos el 
teorema siguiente. 
9—36 Teorema. Sea a de variación acotada en [a, b), consideremos g e R(a) 
en (a, b), y definamos 
Bo) - [sosun si xe [a,b]. 
Si f es continua en [a, b), es entonces f e R(B) en [a, b] y tenemos 
a . 
f Ha) dpa) = f Nadela) data). 


Nora. El Teorema 9-8 es un caso particular. 
Demostración. En primer lugar, f es de variación acotada en [a, b] 


(según el Teorema 9-31) y por lo tanto f e R($) según el Teorema 9-26. Para 
toda partición P de (a, b), tenemos 


seata- È tw f” sn 
A d 


f * KOEI dolo. 
E 


al ES 
a doy, 


Por consiguiente, 
. > 
ES f Na)ela) dals) = D Y * 1400 — OO dath. 
A dh, 


La conclusión es ahora una sencilla consecuencia de la continuidad uniforme 
de f en (a, b). 


Nora. Cuando a(x) = x, este teorema nos permite convertir una integral 

de Riemann /2 /(x)g(x) de cuyo integrando es un producto de una función 

-continua f por una función integrable g, en una integral de Riemann-Stieltjes 

521 4f en la que f es de variación acotada en (a, b]. En particular, podemos 

utilizar el Teorema 9-36 para deducir el siguiente : 

COROLARIO DEL TEOREMA 9—35. Sif es continua en el rectángulo R del 
Teorema 9-35 y ge R en [a, b), entonces la función F definida por la 
ecuación 
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. 
Fo) = f ela) fl. y) de 
es continua en [c, d]. Esto es, si yae [c, d), tenemos 


è 
ela)ila, ya) de. 


Sa B() de, tenemos F(y) = /2 f(x, y) dp(x). Ahora se 
aplica el Teorema 9-35. 


9-19 Diterenciación bajo el signo integral. 
9—37 Teorema. Consideremos R = ((x, y)la <x <b, c <y < 
pisa que « GREADAN EMA h U HI) Ae Cale y 
[e. d), supongamos que la integral 
Fo) = f'e) dat) 


existe. Si la derivada parcial D,} es continua en R, la derivada F'(y) existe 
para cada y de (c, d) y viene dada por 


w) = f Difiz, y data). 
Nora. En particular, cuando g e Ren (a, b] y a(x) = 3 £(() dl, obtenemos 
a . 
rm = J} El de y Foe f El) Dalt, y) dx. 


Demostración. Si yae (c, 


Fo) — Fod) 
-R 


d) e y Kyo tenemos 


LER ZIED aa) = | Da 7 dato), 


AS E 
obtenemos la conclusión haciendo y > y y aplicando el Teorema 9-35. 


-. Para las integrales de Riemann tenemos aún otro teorema en el cual los 

límites de integración dependen de y. 

9—38 Tuomma. Consideremos R= ((x, la <2 <b, c <y <d). Su 
Pongamos que y D,j sean continuas en R. Sean $ y q dos funciones que 
posean derivadas $" y Y finitas en [c, d) y supongamos que a < p(y) < b y 
pit 2]. Definamos F mediante la ecuación 
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7 

Fo) = py) de, eled} 

0) asen siy 

Existe entonces F'(y) para cada y de (c, d) y viene dada por 
Fo) = J Dajla, y) de + fib). 909 — HPO). 9100). 

mn 
Demostración. Consideremos G(x, Xp 13) = f% (f, a) dt definida para x, y 
sx, pertenecientes a [a, b] y xa e [c, d]. En tal caso F es la función compuesta 
dada por F(y) = G[p(o), alo), y]. Según la regla de derivación (Teorema 6-14), 


F9) = DIGIP(). 90). 9100) + DIGO). 96), YW) 
+ DIGIPW). 90). y). 

Aplicando el Teorema 9-31, podemos escribir D,G(%, Xp. 14) = — /(%y %3) 
y DiG 2 xa) = [ly xa). En virtud del Teorema 9-37, también tenemos 
DIGA 1y 2) = f " Dyis) at 
Substituyendo estos resultados en la fórmula de F'(y) se obtiene el teorema. 


9-20 Inversión del orden de derivación. 
9—39 Teorema. Consideremos R = ((x, y) |a < x < b, e < y < d. Supon- 
mos que a, «sde variación acotada en (a, b), p de variación acotada 

en [c, d] y f continua en R. Si (x, y) € R, definamos 


a 
Fo) -f H.y dala), Gia) feas. 
Entonces F e R(B) en [c, d], Ge Ría) en (a, b), y tenemos 


. 
[nm] la) dals). 


En otras palabras, podemos invertir el orden de integración como sigue: 


FU o » awon Ju -[ [fr 2 ao eo» 


nos lo el elo x B0) = Zo dur donde ge Ren (a, b) y he R 
en [c, 4), remas y dan origen al siguiente resultado las 
integrales de Riemann : en 
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dle [ f Bla. y) o] de J j if AGA, y) alo. 


Demostración. Según el Teorema 9-35, F es continua en [c, d] y por tanto 
F e R(f) en [c, d). Análogamente, G € Ría) en [a, b]. Para demostrar la 
igualdad de las dos integrales, basta considerar el caso en que ax en (a, b] 
y Br en [e, d). 

Por la continuidad uniforme, dado e > 0 existe un 3 > 0 tal que para todo 
par de puntos z = (x, y) y 7 = (x, y) de R, siendo |z — 2] < 3, tenemos 
Vx, y) — H’, y’) < e. Subdividamos ahora R en n? rectángulos iguales sub- 
dividiendo (a, b) y [c, d] cada uno en » partes iguales, donde n se elige de 
modo que (b — a)/n < 3/y/2 y (d — c)/m< 3Jy/2. sión 
LE -4 


n=a+ 


para A=0,1,2,..., n, tenemos 


[Ln 20) ) aces 


MO . 
-55 f ó g” "10.3 490) ) iata. 
a 
Aplicando dos veces el Teorema 9:29 en el segundo miembro, la doble suma 
se convierte en 
w- nat 
PL a 


Koa 


donde (xj, y/) está en a rectángulo R,, que tiene m Yi) Y (Zazi Yis) Como 
vértices opuestos. De la misma manera, encont: 


f (fro » at) By) 


2 
p Mr YDB) — Bod altas) — atr) do 


donde (xi, y/) € Ray. Pero [fixi yi) — Ha, y4’) <e y por tanto 


| En f roaa] 


en s-i 
< + Y (8050) — BO) D lettas — als) 


= EIB — MA Nalb) — aa). 
Puesto que e es arbitrario, esto implica la igualdad de las dos integrales. 
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9-21 Oscilación de una función. Toda función continua es integrable 
Riemann. No obstante, la continuidad no es ciertamente indispensable, pues 
hemos visto que / e R cuando f es de variación acotada en (a, b]. En particu- 
lar, f puede ser una función monótona que tenga un conjunto numerable 
de discontinuidades y todavía p? f(x) dx existirá. Veremos al final del Capítulo 
(Ejercicio 9-32) que existen funciones integrables Riemann cuyas discontimui- 
dades forman un conjunto no numerable, Por consiguiente es natural preguntar 
«cuántas» discontinuidades puede tener una función y que no obstante sea 
todavía integrable Riemann, Un estudio de esta interesante cuestión nos 
conducirá a algunas condiciones necesarias y suficientes muy importantes 
para la existencia de la integral de Riemann. 

Hemos visto que fe R si se satisface la condición de Riemann y recíproca- 
mente. Si examinamos cómo se establece tal condición, podemos formarnos 
una idea aproximada de la índole de las restricciones impuestas al conjunto 
de las discontinuidades de /. La diferencia entre las sumas superior e inferior 
de Riemann viene dada por 


2 EMAN) — mal] Asi 
y, hablando en forma imprecisa, / será integrable si, y tan sólo si, esta suma 
llega a ser y permanece s pequeña ». Escindamos esta suma en dos partes, 
S, + Sy donde S, procede de los subintervalos que contienen únicamente 
puntos de continuidad de f, y S, contiene los restantes términos. En S,, cada 
diferencia Mu(/) — m (f) es pequeña a causa de la continuidad y, por lo tanto, 
pueden presentarse un gran número de tales términos y conservarse aún pe- 
queña Sy. En S, sin embargo, las diferencias Mi(/) — ml/) no son necesaria- 
mente pequeñas ; pero puesto que son acotadas (por un número M), tenemos 
IS,| < M Y Ara, así que S, será pequeña si la suma de las longitudes de los 
subintervalos correspondientes a S, es pequeña. Por consiguiente, podemos 
contar con que el conjunto de las discontinuidades de una función integrable 
puede ser recubierto por intervalos cuya longitud total sea pequeña, Proce- 
deremos ahora a una discusión precisa de esta cuestión. 
Ante todo, debemos explicar lo que significa decir que 


MAD — mih) 
es «pequeña». A tal objeto introducimos el concepto de oscilación. 
9—40 Deenución. Sea f una función definida y acotada en un intervalo ce- 
trado S. Sea T un subconjunto de S. El número 
DA) = sup Ut) — 10) | 2€ T.y €T) 


se llama la oscilación de f en el conjunto T. Si x € S, la oscilación de f 
en x se define como el número 
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ore = m0 n S). 


Nora. Este límite existe siempre, puesto que 0/(V(z; A) n S) es una 
función monótona de A. En electo, T T, € T, implica 07) <Q/(Ta. 


La noción de oscilación proporciona una clara caracterización de la conti- 
nuidad que puede establecerse como sigue : 

9—41 Teorema. Sea j una función definida y acotada en un intervalo cerrado 
S. Tal función | es continua en un punto x de S si w(x) =0, y reci- 
procamente, 

-La demostración queda como ejercicio para el lector. (Ver Ejercicio 9-24.) 


El próximo teorema nos dice que si w(x) < e en cada punto de un inter- 
valo cerrado (a, b), entonces Q(T) < e para todos los subintervalos T sufi- 
cientemente pequeños. 

9—42 Teorema. Sea f acotada y definida en [a, b), y dado un e > 0, supon- 
peor qu) <= dins oa o [a, b). Existe entonces un 8> 0 
(que sólo depende de e) tal que para todo subintervalo cerrado T C P b), 
tenemos Q(T) < e siempre que la longitud de T sea menor que 8. 


Demostración, Para cada x de [a, b] existe un entorno N, = N(x; 8,) 
tal que 


AUN, N (a, b)) < ea) + [e — oyla)] = £. 


El conjunto de todos los entornos de amplitud mitad N(x; 3,/2) constituye 
un recubrimiento abierto de (a, b). Según el teorema de Heine-Borel, un nú- 
mero finito $ de éstos recubre [a, b). Sean sus radios 3,/2, ..., 3,/2 y 3 
el menor de estos k números. Cuando el intervalo T tiene una longitud < 3, 
es parcialmente recubierto por lo menos por uno de esos entornos, sea éste 
N(%p; 8p/2). Sin embargo, el entorno N(xy; 3,) recubre completamente T (ya 
que 3, > 28). Además, en N(xy; 8) n (a, b] la oscilación de / es menor que e. 
Esto implica que Q,(T) < e y el teorema está demostrado. 


9—43 Teorema. Sea f acolada y definida en (a, b]. Para cada e > O defini- 
mos el conjunto Jy como sigue: 
Jem tiec (a, b) aya) 29- 
Entonces Jų es un conjunto cerrado. 


Demostración. Sea x un punto de acumulación de Je. Si x ¢ Je tenemos 
ù(x) < e. Por lo tanto, existe un entorno N(x) tal que 
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DAN) n la, b) <€ 


Así pues, ningún punto de N(x) puede pertenecer a J,, en contradicción con 
que x es un punto de acumulación de Jų. Por consiguiente, x € J, y Je es 
cerrado. 


9-22 Contenido Jordan de conjuntos acotados en E,. De acuerdo con los 
resultados anteriores, parece natural pensar que el conjunto de las disconti- 
nuidades de una función integrable puede ser recubierto mediante intervalos 
cuya longitud total es pequeña. En un intento para medir la porción de un 
intervalo que ocupan las discontinuidades de una función, HANKEL (1882) 
introduce la noción de contenido de un conjunto. CANTOR y STOLZ (1884) 
extendieron las ideas de HANKEL a subconjuntos de E, y así fueron poniendo 
los cimientos de una rama de las matemáticas conocida como la teoría del 
contenido. La teoría desarrollada por HANKEL, CANTOR, y S1oLz, tenía ciertos 
defectos que aparecían cuando los conjuntos en cuestión no eran cerrados, 
En un esfuerzo para eliminar tales deficiencias, Pao (1887) y JORDAN 
(1892) introdujeron las nociones de contenido interior y contenido exterior. 

La teoría del contenido fue más tarde extendida por Borer (1898) y Li- 
brscuE (1902). Su labor condujo a una teoría más general y satisfactoria, 
conocida ahora como la teoría de la medida de Lebesgue, En este libro no se 
intentará un estudio minucioso de la teoría de la medida (al final del capí- 
tulo se encontrará excelente bibliografía relativa a esta cuestión) ; nos pro- 
ponemos tratar lo indispensable de las teorías del contenido y de la medida 
para poner de manifiesto la utilidad de estas ideas cuando se presentan en 
la teoría de la integración de Riemann. 

Sea S un subconjunto de un intervalo (a, b), y sea P una partición de 
(a, b). Entre los varios subintervalos de P fijemos nuestra atención en dos 
tipos: 1) aquellos que únicamente contienen puntos interiores de S, y 2) 
aquellos que contienen puntos de S y puntos frontera de S. (Recordar la 
Definición 8-38.) Los intervalos del tipo 1) nos dan una aproximación de S 
por «dentro» y los del tipo 2) una aproximación por «fuera». 


9—44 Drrmvición. Consideremos S € (a, b] y sea P una partición de [a, b]. 
Definamos J(P, S) como la suma de las longitudes de aquellos subinter- 
valos de P que sólo contienen puntos interiores de S. De la misma manera 
JIP, S) representa la suma de las longitudes de aquellos subintervalos 
de P que contienen puntos de S y êS. Los números 


H9) = sup U(P.S) | P€ Ofa, 5), 
HS = int (HP, S) | P c O(a, b1} 


se llaman, respectivamente, los contenidos interior o exterior de Jordan 
de S. Se dice que S es medible- Jordan si e(S) =7(S), en cuyo caso este 
valor común se llama el contenido Jordan de S y se representa por e(S). 
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Nora. Es evidente que los números c(S) y 2(S) dependen tan sólo del con- 
junto $ y no del intervalo (a, 5] que contiene S. 

Siempre tenemos 0 < £(S) < (5). Además, cuando S es un conjunto finito, 
entonces c(S) = (S) = 0. En realidad, un conjunto S sin puntos interiores 
tiene £(S) = 0 puesto que cada suma J(P, S) = 0. En particular, el conjunto 
de los números racionales en un intervalo cualquiera (a, b] tiene contenido 
interior Jordan nulo, como le ocurre al correspondiente conjunto de números 
irracionales. Sin embargo, cada uno de estos mismos conjuntos tiene conte- 
nido exterior Jordan b — a. En efecto, para cada uno de ellos se tiene J(P, S) = 
= b — a cualesquiera que sea P, ya que todo subintervalo contiene puntos 
racionales e irracionales, 

La longitud del intervalo [a, b] es b — a. Este es también el valor del con- 
tenido de (a, b). Si el intervalo se descompone en una reunión de dos subin- 
tervalos disjuntos, la longitud de su reunión es la suma de las longitudes 
de las partes componentes, Esta propiedad « aditiva » no subsiste para el con- 
tenido interior Jordan ni para el exterior, como vemos escribiendo (a, b] = 
= A y B, donde A es el conjunto de los números racionales y B el de los 
irracionales del intervalo (a, b). Efectivamente, tenemos 7(4) = (B) = 
=A U B)=b—a y c(d) =c(B)=0, c(A u B) =b — a. No obstante, 
el contenido es aditivo ; esto es, (A uU B) = c(4) + c(B) si A n Bes vacío, 
con tal de que A y B sean ambos medibles-Jordan. (Ver Ejercicio 9-25.) 

Inmediatamente puede establecerse una conexión entre el contenido Jordan 
y la integración Riemann, El eslabón de enlace es la función característica 
de un conjunto. 


9-45 Drrixición. Dado un conjunto S cualquiera en En. La función fs de- 
finida como sigue 


fl) m1 sixes, feo  sixcE, 
se llama la función característica de S. 


9—46 Teorema: Consideremos S c (a, b) y sea fs la función característica 
de S. Tenemos entonces 


45 = f hide y a= | t ir 
Demostración. Para cada partición P de (a, b] tenemos 
LP) = P.S y UP, t) = RPS 


donde L y U son las sumas de Riemann inferior y superior. El teorema se de- 
'duce al momento de estas igualdades. 
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9-23 Una condición necesaria y suficiente de integrabilidad expresada en 
función del contenido. 


9—47 Teorema. Sea f una función definida y acotada en [a, b). Para cada 
€> 0 definamos el conjunto Jų como sigue: 


Je= (lre la, b) oyla) 29)- 
Entonces j c R en [a, b) si c(J,) = O para todo e > 0, y reciprocamente. 
Demostración. Supongamos que Z(J,) +0 para un cierto e > 0. Vamos 


demostrar que la condición de Riemann no es válida. Para toda partic 
P de [a, b] tenemos 


UP, N = LIP, N = Y, ¡MAN — miN) An = Si + Si 2 So 
i 


donde S, contiene aquellos términos que proceden de los subintervalos que 
contienen puntos de J,, y S, contiene los términos restantes, Los intervalos 
de S, tienen longitud total J(P, J) >7(J.). Además, en esos intervalos tenemos 

Mi= miae asi que 
Esto significa que 


2U. 


UP, f) —L(P.) >30 


y no puede satisfacerse la condición de Riemann. Luego, / e R implica 2(7,) = 0. 

Recíprocamente, tomemos un e > 0 y supongamos ique Z(J) = 0. En- 
tonces existe una partición Pą de [a, b] tal que J(Po, J) < e. En cada uno 
de los subintervalos 7 de P, que no contienen puntos de /,, tenemos w(x) < e 
si xe I. Luego, según el Teorema 9-42, existe un 3 > 0 (que sólo depende 
de e) tal que todo subintervalo 7 puede ser subdividido en intervalos 7 de 
longitud < 3 en los cuales Q(T) < e. Designemos por P, la nueva partición 
de (a, b] así obtenida, Si P es más fina que Pa, podemos escribir 


ASS DES 
i 
donde A, contiene aquellos términos procedentes de subintervalos que con- 
tienen puntos de Je y Az contiene los términos restantes. En el A-ésimo 
término de A tenemos Malf) — m(f) < e y por tanto A, < e(b — a). Para 
Ay tenemos la acotación A, < (M — m) J(Py. J) < e(M — m), donde m y 
M son el inf y el sup de f en [a, b]. De donde, 


U(P.) —L(P.) < e[M — m +b 
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Ya que esta desigualdad es válida para todo e > 0, vemos que la condición 
de Riemann se satisface. 


Si bien el Teorema 9-47 nos da una condición necesaria y suficiente para 
determinar si una función acotada es o no es integrable Riemann, tal condi- 
ción en la práctica no es demasiado útil. Su principal desventaja consiste en 
que se debe calcular c(J,) para infinitos conjuntos J, cuya estructura puede 
ser de difícil determinación a partir de la descripción de la función. Una con- 
dición necesaria y suficiente mucho más manejable fue descubierta por Lx- 
brsGuE. Con objeto de formular esta condición, debemos introducir la medida 
exterior de Lebesgue. 


9-24 Medida exterior de Lebesgue de subconjuntos de E. 


9—48 Drrmición. Consideremos S c E,. Un recubrimiento de Lebesgue del 
conjunto S es un conjunto mumerable T = (H, Iy...) de intervalos 
abiertos quexrecubren S. Si L(I) es la longitud de In, la longitud del 
recubrimiento, L(T), se define como el número 


LM = È Lu) 
pa 
siempre que esta serie converja, En el caso en que la serie sea divergente, 
Ponemos L(T) = + 0». El número 


(S) = inf (L(T) | T es un recubrimiento de Lebesgue de S} 
se llama la medida exterior de Lebesgue de S. 


Nora. Cuando S es acotado, por ejemplo S c (a, b), entonces 0 < (S) < 
< b — a. Si m(S) =0, S se llama un conjunto de medida nula, (La noción 
de medida interior de Lebesgue no se desarrollará aquí ya que nos inte- 
resarán principalmente los conjuntos de medida nula, y, para tales conjuntos, 
las medidas de Lebesgue interior y exterior son ambas nulas. Ver Ref. 9-1 
para un estudio de la medida interior de Lebesgue.) De la definición resulta 
evidente que A c B implica (A) <m(B). 


La relación entre la medida exterior de Lebesgue y el contenido exterior 
de Jordan se pone de manifiesto en los tres próximos teoremas. 


9—49 Teorema. Para todo conjunto acotado S en E, tenemos T(S) <2(S). 
Demostración. Consideramos S C [a, b] y sea P una partición de [a, b]. 
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Los subintervalos de P que contienen puntos de S u ôS sean Ay ..., Am 
donde A, = [a b). Entonces. 


Je, 9 = Y La. 
r- 


Dado un e> 0, los intervalos abiertos B, = (a, — e/2m, b + €/2m) cons- 
tituyen un recubrimiento de Lebesgue de S para el cual 


£ LB) = JP,9 +e 
“i 
Luego, m(S) < J(P, S) + e, o m(S) — e < J(P, S) para todo P. Así pues 


MS) — e < T(S) y, puesto que e es arbitrario, M(S) < ?(S). 


9—50 Teorema. Sean B un conjunto acotado en E, y A un subconjunto 
compacto de B. Entonces T(A) < M(B). 


Demostración. Supongamos que B c [a, b) y que está fijado un e >0. 
Existe un recubrimiento de Lebesgue T de B tal que L(T) <M(B) + €. 
Ahora bien, T es un recubrimiento abierto de A, y ya que A es compacto, 
podemos extraer una colección finita 7, de intervalos abiertos que recubren 
A. Los extremos de estos intervalos determinan, una partición P de [a, b] 
para la que se verifica 


EA) < JP. A) <L(T) < LIT) < FB) ++. 


Puesto que e es arbitrario, esto implica 7(4) < m(B). 
Combinando los Teoremas 9-49 y 9-50, obtenemos 


9—51 Tuorema. SiS es un conjunto compacto en E,, entonces 2(5) = FS). 


Es muy fácil demostrar que todos los conjuntos numerables son de medida 
nula, En realidad, vamos a demostrar un teorema más fuerte : 


9—52 Teorema. Sea F un conjunto mumerable de conjuntos en E, 
Fa (En Fu). 
tales que (Fs) =0 para cada k. Consideremos 
s=UF 
ai 


Es entonces 7S) = 0. 
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Demostración. Si fijamos e > 0, para cada F, existe entonces un recu- 
brimiento de Lebesgue T, de Fa tal que L(Ti) < e/2%. Como que 7, recubre 
Fi, el conjunto T = {T}, Tp ...} recubre S. Además, T es un recubri- 
miento numerable de S y tenemos 


um< Š L< dom. 
ʻA fa 


Esto implica que F(S) = 0 y el teorema está demostrado. 


Puesto que un conjunto que contiene tan sólo un punto tiene medida nula, 
se deduce que todo subconjunto numerable de E, tiene medida nula, En par- 
ticular, el conjunto de los números racionales tiene medida nula. No obstante, 
existen conjuntos no mumerables de medida mula. (Ver Ejercicio 9-32.) 


9-25 Una condición necesaria y suficiente de integrabilidad expresada en 
función de la medida, El próximo teorema describe un útil criterio de Le- 
besgue para la integrabilidad-Riemann. 


9—53 Teorema. Sea f una función definida y acotada en [a, b) y representemos 
con D el conjunto de las discontinuidades de | en (a, b). Entonces Je R 
en [a, b) si D es un conjunto de medida nula y reciprocamente. 


Demostración. Supongamos que fe R en [a, b) y consideremos Jų = 
= (xloy(x) > e). Según el Teorema 9-47, tenemos Z(,) = 0 para todo e > 0. 
En particular, esto es válido para e = 1/n, n = 1, 2, . .. Ahora bien six € D, 
entonces a(x) # 0 y por tanto w(x) > 1/n para algún n. Por consiguiente, 


Dc Uw 
.. 
Puesto que 2(J;n) =0, tenemos también (J,y) =0 y, por consiguien- 
te, A(D) = 0. 

'eciprocamente, supongamos que F(D) = 0. Elijamos e > 0 y constru- 
yamos Je. El J, es un conjunto cerrado, según el Teorema 9-43. También, 
Je c D. Luego 

ZU) <TD) = 0 


y esto demuestra que c(J) = 0. Por consiguiente, fe R en [a, b]. 


Las siguientes proposiciones (algunas de las cuales fueron demostradas antes 
en este capítulo) son consecuencias inmediatas del teorema de Lebesgue. 
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9—54 Teorema. 

1) Sif es de variación acotada en [a, b), fe R en [a, b). 

II) SifeR en [a, b), entonces f e R en [c, à) para todo subintervalo 
ie, d] c (a, b), feR y f'e R en [a, b]. También, f-g € R 
en [a, b), siempre que ge R en [a, b]. 

II) SijeRy geR en (a, b), también fg e R en [a, b), siempre que 
g no tome el valor cero. 

IV) Si y g son funciones acotadas que tienen las mismas discontinui- 
dades en [a, b), se verifica que f € R en [a, b] si ge R en [a, b] y 
reciprocamente. 

V) Consideremos ge R en (a, b) y supongamos que m < g (x) < M 
para todo x en [a, b). Si f es continua en [m, M), la función com- 
puesta h definida por h(x) = fÍg(x)] es integrable-Riemann en 
[a, b). 


Nora. La proposición V) no es necesariamente válida si suponemos única- 
mente que fe R en [m, M). (Ver Ejercicio 9-29.) 


9-26 Integrales complejas de Riemann-Stieltjes. Las integrales Riemann- 
Stieltjes de la forma y? f da, en las cuales / y a son funciones complejas de 
variable real definidas y acotadas en un intervalo (a, b), son de fundamental 
importancia en la teoría de funciones de una variable compleja, Pueden ser 
introducidas, exactamente con la misma definición que usábamos en el caso 
real, pues efectivamente la Definición 9-1 tiene también sentido cuando / 
y a son complejas de variable real. Las sumas de los productos /(6)[a(x) — 
— a(xı-ı)) que se utilizaron para formar las sumas de Riemann-Stieltjes 
deben interpretarse tan sólo como sumas de productos de números complejos. 
Puesto que los números complejos satisfacen las leyes conmutativa, asocia- 
tiva y distributiva que son válidas para los números reales, no debe sorprender 
que las integrales complejas gocen de muchas de las propiedades de las in- 
tegrales reales, En particulas, los Teoremas 9-2, 9-3, 9-4, 9-6 y 9-7 (así como 
sus demostraciones) son todos válidos (palabra por palabra) cuando f y a 
son funciones complejas de variable real. (En los Teoremas 9-2 y 9-3, las cons- 
tantes c, y c, deben ser ahora números complejos.) Además, tenemos el teo- 
tema siguiente que reduce la teoría de las integrales complejas de Stieltjes 
al caso real. 


9—55 Teorema. Sean f= fa + ifa y a= a + ia, funciones complejas de- 
finidas en un intervalo [a, b). Tenemos entonces 


fiia=(f hin- f'ra )+i(f'nins [140 
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siempre que las cuatro integrales del segundo miembro existan. 


La demostración del Teorema 9—55 se deduce inmediatamente a partir 
de la definición y queda para el lector. 

El uso de estos teoremas nos permite extender a mayoría de las propieda- 
des importantes de las integrales reales al caso complejo. Por ejemplo, la 
conexión entre diferenciación e integración establecida en el Teorema 9-31 
subsiste para las integrales complejas si definimos nociones tales como conti- 
nuidad, diferenciabilidad, variación acotada, etc., por medio de los compo- 
nentes. Así, decimos que la función compleja de variable real a = a, + iag 
es de variación acotada en (a, b] si cada componente a, y ay es de variación 
acotada en [a, b]. Análogamente, la derivada a'() se define mediante la igual- 
dad a'(t) = a'() + iay'(f) siempre que existan las derivadas a,'(t) y a',(f). 
(Por el mismo procedimiento se definen las derivadas laterales.) Es fácil com- 
probar que todas las reglas usuales para el cálculo con derivadas (por ejemplo, 
la regla de la cadena) subsisten para las funciones complejas de este tipo. 
Dando esto por sentado, los Teoremas 9-31 y 9-32 (el teorema fundamental 
del cálculo integral), subsisten cuando / y a son complejas de variable real. 
Las demostraciones se obtienen a partir del caso real utilizando el Teorema 
9-55 en forma directa. 


9-27 Integrales de contorno. En el estudio de las funciones de una variable 
compleja, se presentan las integrales complejas de Riemann-Stieltjes en co- 
nexión con la teoría de las integrales de contorno (también llamadas integrales 
curvilíneas complejas). Estas pueden definirse como sigue : 


9—56 Dernución. Sea I una curva en E, descrita mediante una función 
ja z, 
Hymni Sasis 
donde x e y son funciones reales continuas definidas en [a, b). Repre- 
sentemos con T [z] el correspondiente camino a lo largo de Y. (Ver De- 
finición 8-22.) Si F es una función compleja definida en T, la integral 
de contorno de F a lo largo de T(z), que se escribe fry F(a)dz, está defi- 


nida por 
f i= f Fuma 
A 
siempre que exista la integral compleja de Riemann-Stieltjes del segundo 
miembro. 


Nora. Si A = z(a) y B = a(d), también escribimos fru, men lugar de frige 
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El efecto de sustituir la función z por una función equivalente se reduce, 

en el caso más desfavorable, a un cambio de signo, como se indica a continua- 

ción. 

9—57 Teorema. Sean zy w dos funciones continuas equivalentes que describen 
la misma curva I en Ez. Si existe [ry Fl) dz, también existe entonces 
[re F(w) dw y tenemos 


Í auma f Flo) des, 
w lri 


donde se loma el signo más si T{w] = F [z] o el signo menos si P(w] = 
= — Tiz). 
La demostración de este teorema se deduce fácilmente de la fórmula para 
el cambio de variable en una integral de Riemann-Stieltjes (Teorema 9-7). 
Los detalles quedan para el lector. (Ver Ejercicio 9-35.) 


Las integrales de contorno gozan de una propiedad aditiva análoga al Teo- 
rema 9-4. Antes de establecer esta propiedad, definiremos la «adición» de 
caminos. 


9—58 Deriición. Sea I una curva en E, descrita por una función vectorial 
a definida en [a, b), y sean T, y T, las imágenes de los subintervalos 
[a, c) y [c, b), respectivamente, originadas por a, siendo a < ¢ < b. Es- 
cribimos I =P + T'a y nos referimos a T como suma de F, y T. Análo- 
gamente, decimos que el camino Día] es la suma de los caminos T,[a] 
y Tala] y escribimos Pía] = Pi(a) + Pala). 


Nora. Esta adición se define únicamente cuando los extremos están uni- 
dos en forma adecuada. La suma es asociativa pero no conmutati 
Utilizando este concepto, vemos que el Teorema 9-4 implica el siguiente : 


9—59 Teorema. Sea T una curva en E, descrita por una función compleja 
2 continua y supongamos Díz] = T',[2] + Tal]. Si dos de las tres inle- 
grales de contorno de 2) existen, también existe la tercera y tenemos 


3 li Fijd=| Fide 4 J F(a) de. 
w frs Tai 


En la práctica, casi todas las curvas utilizadas como caminos de integración 
son curvas rectificables. Para tales curvas es con frecuencia útil el siguiente teo- 


tema para calcular aproximadamente el valor absoluto de una integral de 
contorno. 


Aroro. — 15 
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9—60 Teorema. Si T es una curva rectificable de longitud A(T) descrita 
por una función compleja continua z, y si existe Srt F(z) de, tenemos 
la desigualdad 
|f rural < mam, 
Wro 


donde M es tal que |F(z)| < M para todo z en T. 


Demostración. Observemos tan sólo que todas las sumas de Riemann- 
Stieltjes que se presentan en la definición de ¡2 F(z(0) dx(() tienen valor ab- 
soluto no superior a MA(T). 

Nora. SiT es una curva rectificable, una condición suficiente para la 
existencia de la integral de contorno ¡y F(z) dz es que F sea continua en P. 
Esto resulta directamente de los Teoremas 9-26 y 9-55. 


Una clase importante de curvas rectificables son las conocidas por el nom- 
bre de curvas regulares a trozos. Se definen como sigue : 


9-61 Derisición. Una curva T en En se llama regular a trozos si puede 
ser descrita por una función vectorial a = (a, . . . , an), definida y continua 
en ía, b`, tal que cada componente us tiene una derivada acotada as 
que es continua en tedo el intervalo “a, b, excepto (a lo más) en un núme- 
ro finitodo puntos. En estos puntos excepcionales se exige que existan las 
derivadas a la derecha y a la izquierda. En tales casos también la función 
a se llama regular a trozos. 


Nora. Según los Teoremas 8-25 y 8-6, se deduce que toda curva regular 
a trozos es rectificable. 

Si T es una curva plana descrita por una función compleja z, siendo z(() = 
= x(f) + iy((), entonces en aquellos puntos £ de (a, b] en los que exista la 
derivada 7 (() y sea distinta de 0, la curva I poseerá una tangente en z(() 
con pendiente y ()/x'(). En los puntos donde z'() = 0, debe ser x'() = y (/ 
= 0. (En tales puntos, llamados puntos singulares de I, puede o no existir 
tangente.) Naturalmente, en los puntos 
donde 7) no existe, no hay tangente. 

-Una curva plana regular a trozos po- 
seerá tangente en todos los puntos 


salvo en un número finito de ellos. 
(Ver Fig. 9-3.) Piesa, Curva regular a ros en Ey- 


Las integrales de contorno tomadas sobre curvas regulares a trozos pueden 
expresarse por medio de integrales de Riemann. En efecto, tenemos 
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9—62 Teorema. Sea T una curva descrita en E, por una función regular a 
trozos z definida en [a, b) y supongamos que la integral de contorno de 
F a lo largo de T'{z] exista. Tenemos entonces 


f, Fou- [ruooa. 
bm 


La demostración es consecuencia inmediata de los Teoremas 9-55 y 9-8. 
Los detalles se dejan al lector. 


Las curvas poligonales son ejemplos de curvas regulares a trozos. Por eso 
toda curva rectificable I puede aproximarse por curvas regulares a trozos, 
como son, los polígonos inscritos que se utilizan para encontrar la longitud 
de T. (Ver la Definición 8-24.) La integral curvilínea de una función continua F 
tomada a lo largo de uno de esos polígonos servirá como aproximación 
de la integral curvilínea de F a lo largo de I’. El próximo teorema establece 
con precisión este hecho, 


9—63 Tzorkma. Sea I una curva rectificable descrita por una función com- 
pleja z definida en un intervalo [a, b). Supongamos F definida y conti- 
hua en una región abierta S que contiene a Y. Entonces, para todo £ > 0, 
existen una partición P de [a, b) y un polígono inscrito correspondiente 
a= (P) € S tales que 


if raa- f Flo) do| <e 
lr ha 


Demostración. Razonando como en la demostración del Teorema 8-33, 
podemos encontrar un radio 7 > 0 tal que para todo punto z en P sea 
Ne; 1) € S. Designemos por T la reunión de todas las esferas cerradas 
Niz; r/2), donde ze I. Este conjunto T es un subconjunto compacto de S 
y, por tanto, F es uniformemente continua en 7. Por consiguiente, dado e > 0, 
existe un 3>0, 0 < è < 7/2, tal que 

IR- FONS EA SETT, y <A, 
donde A(T) es la longitud de T. Para este 3 podemcs elegir un 3, de modo 
que 


IS 
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siempre que £ y # sean puntos de [a, b] con |t — t'| < 8. Para el mismo e 
considerado, elijamos una partición P, de (a, b] tal que 


4 | £ FEOJ del) — S(Pa, Fe, 2)| <3 


donde S(P., Fz, 2) es una correspondiente suma de Riemann-Stieltjes. Po- 
demos suponer que la norma de P, es < 8. Si Pa = (p hy, ta), €l corres- 
pondiente polígono inscrito æ = #{P,) está situado en T. La integral de F 
a lo largo de x existe y podemos escribir 


Jr Fu) dw = Y, $f è Fiw] duo), 
m mis 


donde w designa la función que describe x. Podemos suponer que se elige w 
de modo que w(f) = z(4) para cada k = 0, 1, 2, ..., m. Tenemos entonces 
z(h) — 2(la-1) = f, dwli), y podemos escribir la suma Riemann-Stieltjes 
S(P., Fz, 2) como sigue : 


S(Po, Fa, 2) = $ Fio -alad = Y Flood) J * ae 
4 ` h- 


-È f Firo) deth), 
1 


donde we [h-i f]. Por lo tanto, 
il Flw) dw — S(Pa, Fa | 
w | 


-| if (Fiw) — Falo) auto 
id, 


< lf (Ele(0) — Fiet) awo), 
hs 
Según el Teorema 9—60, la última integral tiene un valor absoluto no su- 
perior a 
aae“ — ela! 

y, por tanto 

| ¡A 

Flu) de — SiPe, Fe.3) | < Y gygy Is) — 01 
[a ia 


mPa e 
2N) $: 
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Si combinamos ésta con 4), deducimos el teorema. « 


9-28 El número de giros. Si T es una curva rectificable cerrada y z4 es un 
punto no perteneciente a T, la integral de contorno 


k 


existe siempre (puesto que el integrando es una función continua en P). Esta 

integral es de capital importancia en la teoría de funciones de una variable 

compleja. Puede emplearse para introducir un concepto sumamente útil co- 

nocido con el nombre de número de giros. 

9—64 Dermción. Si T es una curva rectificable cerrada descrita por una 
Junción compleja z, y za es un punto mo perteneciente a T', definimos 
WIT (2); zo). el número de giros del camino V[z] con respecto a zp, mediante 
la fórmula 


1 
Mr pl te 
Nora. Algunas veces, en lugar de «el número de giros» se usa la palabra 


«índice». 
Las relaciones 


Wi- Piel; z) = — WIP ie]; 2) 


WI, (e) + Pale): 29) = WIR, fe): za) + WTL 


se deducen de manera inmediata de los Teoremas 9-57 y 9-59, respectivamente. 
El uso de la denominación de número de giros es debido a que el valor de 

esta integral es un entero que puede usarse para dar una manera matemática- 

mente precisa de contar el número de veces que el camino I [z] + gira alrededor » 

del punto zp. Por ejemplo, calculemos esta integral cuando T(z] es un círculo 

orientado positivamente con centro en zẹ (Ver la Definición 8-23.) 

9—65 Teorema. Si Píz] es un circulo orientado positivamente con centro 

en zo, el número de giros W(P [z]; z) =1. 


Demostración. En este caso, I puede representarse mediante la ecuación 
All) = zp + vé = z + r cos (2af) + ir sen (2al), siOS1<L 


Puesto que 7'(f) = — 2ar sen (2af) + 2air cos (221) = 2xire*", podemos 
calcular la integral del número de giros utilizando el Teorema 9-62 y obtener 
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1 ze 1 o: A 
El, Tala femcoa- [a 


Esto demuestra el teorema. 

Observemos que el valor + 1 obtenido en este caso está de acuerdo con la 
interpretación física de T [z] como el camino descrito por una partícula móvil 
recorriendo una vez el círculo en la dirección positiva. Si la partícula se mueve 
n veces alrededor del círculo en la dirección positiva, el intervalo paramétrico 
es 0 <t <n y un cálculo similar al anterior demuestra que el número de 
giros es n. Por otra parte, si la partícula se mueve n veces alrededor del circu- 
lo en la dirección negativa, el número de giros tiene el valor — n. 


El ejemplo que hemos citado de un círculo es un caso particular del si- 
guiente teorema más general: 


9—66 Teorema. SiT es una curva rectificable cerrada, el número de giros 
A WEEN) 
es siempre un número entero. 


Demostración. En virtud del Teorema 9-63, es suficiente demostrar el 
teorema para curvas regulares a trozos. Si I está descrita por una función 
regular a trozos z definida en (a, b), la integral del número de giros puede 
expresarse como una integral de Riemann, según el Teorema 9-62. Definimos 
entonces una función compleja F por la ecuación 


donde z, ¢ I. Para demostrar el teorema, es preciso probar que F(b) = 
2nni, donde n es un entero. A tal fin observemos que F es continua en (a, b] 
y que (según el Teorema 9-31) tenemos 


Fa 


en cada punto de continuidad de z’. Seguidamente, introducimos G por la 
igualdad : 


G =e) site fa, b], 


Esta función G es también continua en todo [a, b). Además, en cada punto £ 
de (a, b] donde 7’ es continua tenemos 


Cg = NO — Fl) — g) =0. 
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Esto es, G'() = 0 para cada £ en [a, b], excepto (a lo sumo) para un número 
finito de puntos. En cada subintervalo (f, f) en el que 3' es continua, pode- 
mos aplicar el Teorema 9-32 para escril 


Cl Gl) ile ciao. 


tes 
De esto se deduce que G es constante en cada subintervalo (h~ 4) Y por 
tanto (por la continuidad) G es constante en todo (a, b). Esto es, G(f) = G(a) 
para todo £ en [a, b]. Por consiguiente, la igualdad 

PO — za] = la) — za 
es válida para cada £ en [a, b). Si ponemos £ = b y tenemos en cuenta que 
) = z(a), encontramos 


eman 
lo cual implica F(b) = 2nai, donde n es un entero. Esto completa la demos- 
tración. 

9—67 TEOREM T una curva de Jordan rectificable en E, descrita por 
una función continua z definida en [a, b). El número de giros es entonces 

WIT (=); 3) = O para cada punto zo exterior a T. 
Demostración. Definamos una función G en E, — I mediante la igualdad 
Gle) = WIT 


Por medio de un razonamiento parecido al empleado en la demostración 
del Teorema 9-35, es fácil ver que G es continua en E, — I. Pero, puesto que 
Gea) es siempre un entero, se deduce del Teorema 8-37 (el teorema del valor 
intermedio) que G es constante en cada componente de E, — I y, en particu- 
lar, G es constante en el componente no acotado de E, — P. No es difícil de- 
mostrar que G es idénticamente nula en este componente. En efecto, sea 
K una constante tal que ¡z()] < K para todo £ en [a, b] y sea z, un punto en 
el componente no acotado de E, — T tal que tz] > K + A(T) donde A(T) 
es la longitud de P. Tenemos entonces 


sis cE,—T. 


1 


| IR 
y por tanto, según el Teorema 9-60, podemos escribir 
os its p R<} 


Puesto que G(z,) es un entero, se deduce que G(2) = 0 y esto demuestra que G 
tiene el valor constante 0 en todo el componente no acotado de E, — P. 
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Hemos visto ya que si Pz] es un círculo orientado con centro en zp, el 
número de giros W(P[z]; z) es +1. La conclusión es análoga para toda 
curva de Jordan rectificable en Ey. 


9—68 Teorema. Sea T una curva de Jordan rectificable en E, descrita por 
una función continua z. El número de giros es +1 0 —1 para lodo 
punto z, interior a P. 

Demostración. Hemos observado en la demostración del Teorema 9-67 
que el número de giros debe ser constante en la región interna de I, y, por 
consiguiente, tan sólo necesitamos demostrar que es +1 para un punto 
interior a P. Sea z, dicho punto interior a T y consideremos un círculo C 
con centro en 3, y situado enteramente dentro de T. Elijamos dos puntos a 
y b sobre C y construyamos las curvas de Jordan G, y G mencionadas en el 
Teorema 8-43. En función de los caminos podemos escribir 


Gila, a) = Pla, a) + Tila, P) + QU. b) + Cil, a) 


= Pla, a) + Tila. P) + QO, 0) + Cab, a), 
y 
=t, T,+TP,=T, y P y Q son curvas poligonales (ut 


se) 
ya que cada integral por separado es 0. Pero esto significa que tenemos 


A E AAA 
IS 


(El integrando en cada caso es (z — z,)-*.) Las integrales sobre las curvas po- 
ligonales se cancelan unas con otras y la igualdad 5) se convierte en 


o LH tal) 


La suma de las dos primeras integrales de 6) es + W(P(2]; z) y la suma de 
la tercera y cuarta es + 1. Luego, W(T [2]; z) es + 10 — 1 con lo cual queda 
demostrado el teorema 


9-29 Orientación de las curvas rectificables de Jordan. Hemos definido un 
círculo orientado positivamente (Definición 8-23) especificando explícitamente 
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la función que describe la curva. Los conceptos de orientaciones positiva y 
negativa para una curva rectificable de Jordan cualquiera, se introducirá 
ahora por medio del significado del múmero de giros. 


9—69 Dewixición. Sea I una curva de Jordan rectificable en E, descrita 
por una función continua z. Decimos que el camino dirigido T [z] está 
orientado positivamente si el número de giros W(UÍz]; z) es + 1 para 
cada z dentro de P, y orientado negativamente si W((z); za) es — 1 
para cada zy dentro de T. 


Se dice que los caminos orientados positivamente tienen una dirección 
contraria a la de las agujas del reloj, mientras que los caminos orientados ne- 
gativamente tiene la dirección de las agujas del reloj. Para representar geomé- 
tricamente un camino de orientación positiva utilizamos un esquema como 
el que se muestra en la Fig. 9-4. Si se recorre la curva P en la dirección indi- 
cada por las flechas (contraria a.las agujas del reloj), la región interna de T 
siempre queda a la izquierda. 


Dv (0.0) CELZI 
4-00 Flo 
Fig. 94, Representación geométrica. 93. Representación. geométrica de 
nadaa de Jondan orientada poaitivamsie: TUR z 


9—70 Dermición. Sean A = (a, c), B= (b, c), C(b, d), D= (a, d) los 
vértices de un rectángulo R dado en el plano xy por 


R= (x y)a <x <b, ey <A) 
Los cuatro segmentos que constituyen la frontera de R determinan cuatro 
caminos dirigidos T,(A, B), Pa(B, C), P(C, D) y T4(D, A) cuya suma 
es un camino dirigido cerrado que representamos por T(R) : 
T(R) = (A, B) + T(B, ©) +T4(C, D) +T4(D, A). 


Nora. T(R) está representado en la Fig. 9-5. 


9—71 Teorema. Sea zp un punto interior a un rectángulo R en Ey. El nú- 
mero de giros de T(R) con respecto a ze es + 1, y, por tanto, F(R) está 
orientado positivamente. 
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Demostración. Basta considerar el caso en que Z, es el centro del rectán- 
gulo. Sea C un círculo de centro en Z, y situado enteramente en el interior de 
R, podemos aplicar el método seguido para demostrar el Teorema 9-68, con- 
siderando como poligonales P y Q los segmentos rectilineos que pasan por los 
puntos medios de los lados AD y BC respectivamente, La igualdad (6) es en- 
tonces válida, siendo igual a — 1 la suma de la tercera y cuarta integrales. 
Puesto que la suma de las dos primeras es W(T(R); Z), queda demostrado 
que el número de giros es + 1, como se afirmó. 


9-30 Otros teoremas relativos a la medida exterior de Lebesgue. Termi- 
namos este capítulo añadiendo ciertos resultados sobre la medida exterior 
de Lebesgue. Uno de estos (Teorema 9-74) será luego utilizado en la demos- 
tración del Teorema 13-17. 


9-72 Tuorema. Para todos los conjuntos A y B de E, tenemos (A U B) < 
mA) +m(B). 


Demostración. Si uno u otro de los números F(A) o 7(B) es + o, la des- 
igualdad es trivial. Súpongamos, pues, que ambos sean finitos, Dado un e > 0, 
existen entonces unos recubrimientos de Lebesgue T, y T de A y B, respec- 
tivamente, tales que L(T,) < mA) + e y L(T) <m(B) + <. Los intervalos 
de T, en unión de los de 7, constituyen un recubrimiento de Lebesgue 7 
de A y B tal que L(T) = L(T,) + L(T) < m(4) + m(B) +20. Luego 
mA U B) <m(4) + m(B) + 2e, y ya que esto es cierto para todo £ > 0 
debe verificarse m(A u B) < m4) + m(B). 


Nora. Por inducción tenemos F(u}. A) < Si, mlds) y por tanto 
Fluka A) < Zia (Aa). 


9-73 Teorema. Sea T un conjunto abierto acotado en E,. Dado « > 0, existe 
un conjunto cerrado A, que es reunión de un número finito de intervalos 
compactos, tal que A © T y que @{T — A) < 


Demostración, Según el Teorema 3-10 podemos expresar T como reunión 

de un conjunto numerable de intervalos abiertos disjuntos, T = Uns J 

Para el e dado, elijamos n de modo que Hi, m/s) < e/2. Si 1 <k < n, sea 

. Ax un subintervalo cerrado de /, tal que m(l, — As) <e/21y A = Uiui Ar 
De este modo A es un conjunto cerrado y 


U- ayu Ú La 


1 hanst 
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9-74 Teorema. Dados un <> 0 y una sucesión (T,) de conjuntos abiertos 
dales que Tas, © Ta y que mi(T,) >< para cada n. El conjunto My Ta 
es no vacío. 


Demostración. La idea de la demostración es la de construir una sucesión 
de conjuntos cerrados no vacios (A,) que para cada n cumplan As+,C An Y 
A, € T,. Entonces nZ., A, es no vacio (según el Teorema 3-37) y lo mismo 
puede decirse de M2. Tn. Construimos (4,) como sigue: 

Según el Teorema 9-73 existe un conjunto cerrado A, (reunión de un nú- 
mero finito de intervalos compactos) tal que 4, € T, y MT, — 41) = MT, — 

— Al) € 2/2, donde A; representa el interior de Á,. Puesto que Tọ — A; C 
también tenemos (T, — A!) < A(T, — A!) <e/2 para todo 
n > 1. Utilizando el Teorema 9-72, obtenemos F(T, n A?) + MT, — 45) > 
m(T,) y por lo tanto m(T, n A!) > e/2. El conjunto T, n A? es abierto y 
Tas, A A c Ai. Repitiendo el razonamiento seguido reemplazando (T,) 
por (S,), siendo S, = Ts, N A, encontramos un conjunto cerrado Ay (re- 
unión de un número finito de intervalos compacta) tal que A, € Sẹ € Tp 
verificándose que Mi(S, — A3) <e/4 y MS, N A3) > j4. En particular, 
esto implica que A, es no vacío. Prosiguiendo de esta manera, conseguimos 
una sucesión de conjuntos cerrados no vacíos (4 y) que satisfacen Ay € Tn y 
A+ C An como deseábamos y esto completa la demostración. 


Ejercicios 


Integrales de Riemann-Stieltjes. 
9-1. Demostrar que [èd a (x) = a(b) — ala), directamente a partir dela Definición 9-1. 


9-2. Si fe Ría) en [a,b] y si ¿fda = 0 toda monótona. UN 
demostrar nrdd bs k en [a ha pas SAN 


9-3. En los libros es frecuente ver la siguiente definición de integral de Riemann- 
ges: Des que efe cn mi lt e o A $ 
iene que para todo e > 0, existe un > 0 

Pde (ar 0) de norma |P} < 0 y todo h de [nao 22) tenemos SIP, 4. 0) = A| < E 


j. Si fe R de acuerdo con la Definición 9-1, demostrar que È / (x) dx también existe 
“de acuerdo con la Definición del Ejercicio 9-3. (Indicación: Sean I = 2 } (x) dx y M = 
up (Ü lr e a, 6). Dado > 0, elegir P. de manera que UUP j) < 1 + t72 fno- 
ión 9-9), Sean N el número de puntos de división de Pe y ô = ¢/(2 M'N). 

SIP, <8, pouet UP, À = MAN A ma = $1 + Sy donde S, esa suma delos 
nos procedentes de los ul que ho contienen puntos de Pe y S, es la suma 
SES tiinas restantes Entonces SU CLA E NM IET 
< NMô= ej? Ler jo nto UP A < ¥ e Análogamente, L(P, f) > 1 — e si 

IP, < Y para un cierto &'. Por consiguiente ¡S(P, /) — 7| < esi [P| < min (9,8) 
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9-5. Si s # 1, utilizar la integración de Stieltjes para deducir las identidades a) y b): 


€) Establecer y demostrar un teorema (análogo al Teorema 9-13) que origine la iden- 
tidad b) como caso particular. 


9-6, Sea (0,) una sucesión de mimeros reales. Para x > 0, defínamos 


TEPLE 


donde (x] es el mayor entero conténido en x y las sumas sin términos se interpretan 
como nulas. Supongamos, que / posee derivada continua en el intervalo 1< x < a. 
Utilizar las int de"Stieltjes para deducir las fórmulas siguientes : 


a) E atin) = — f E A(a)f'(x) de + Alaja). 


Ea 


D) E ain) = E AO — Hn +1) + Alada) +1) 


Nota. Cuando a es un entero, b) se llama Jórmula de sumación parcial de Abel. 
9-7. Si a y en a, b), demostrar que tenemos 


a. a 
sf iiam f 1004 f taa, la<e<h, 
à Bo 
y [urnas jris fe 
e q 
a fur oez[10+ / tia 


9-8. Completar la demostración del Teorema 9-22. 


4-9. Dar un ejemplo de una función acotada / y una función creciente a definida 
en [a, b] tal que |/| e R(a) pero en cambio no exista fì f da, 

9-10. Sea a una función continua, y de variación acotada en [a, b). Supongamos 
g < Ría) en [a, b] y definamos P(x) = f¿g(1) dal?) si xe ja, b). Demostrar que: 
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a) Si / 7 en (a, b), existe un punto x, en {a, b) tal que 


Sin- 10 fem +10 f'ra 


demás, / es continua en (a, b), también tenemos 


da + f(b) f gda. 


911. Ría) en (a. b), siendo a de variación acotada en [a, b). De- 
US a t a e erria eae aa 
Eg 


a 
f Naela) dala) = a) 


op 
if lajs nar envo, 


EENS A 
igualdad se convierte en 


). En particular, cuando a(x) = x, la des- 


Po 
| fraa <M- a). 


9-12, Sen (a) una šucesión de funciones de variación acotada en [a, b). Supongamos 
AA a datimida on [a D tai qoe 1a variatia 5] 
tienda a 0 cuando n- co. Supongamos asii que ala) = ae) = 0 "para cada 
1 =1,2,.... Si f es continua en (a, 5), demostrar q 


n 
tim | a) danla) = f Na) data) 


9-13, Si /eR(a), g cRía). PeR(a), y greRía) en (a, bi, demostrar que 
q pla ae 
1) L e e gagy) [uo 
22. Lo 1/0) e0) 


- ( i "he datn) ( f AS ( f "et au). 


Cuando uy en (4, b), deducir la desigualdad de Cauchy-Schwarz 


( f * paet) ato)" < ( Í ” forro) (E ear aa) p 


(Compárese con el Ejercicio 1-15.) 
9-14. Supongamos que fc R (a). g€ R (a) y /-¢ Ría) en a, b). Demostrar que 


Pr p 
x [ Uo) — Aleo) — sedata | dat) 


= (eb) — aon [ten dals) — (fro don) (fr d) . 
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Si ax en [a, b), deducir la desigualdad 


( f “lo datn) ( f "a aia) < (alb) 


cuando son ambas crecientes (o"ambas decrecientes) en 
Senidea W Equidad invertida ai Y reee y € decis en la 


Integrales de Riemann. 
9-15. Supongamos / e R en ja, b). Utilizar el ejercicio 9-4 para demostrar que el limite 


) 


lim Ear 


e E at 


existe y que tiene por valor [3 /(x) dr. Deducir que 


mr Fan pt 
9-16, Sea poe función trozos definida en [a, b]. Demostrar 
Papa de por por w 


sn T wia 


donde a’ (a 0. 0'3). 
9-17. Definamos 


1=-(f sa). sa) 
b 


a) Demostrar que g'(x) + /'(9) = O para todo x y deducir que glx) + f2) + 1/4. 
b) Utilizar a) para probar que 


la f eede g Va 


9-18. Supongamos que gc R en (a, b] y definamos /(z) = fs g(f) dt si x e [a, b]. De- 
mostrar que la integral fi ¡g()1d! da la variación total de / en [a, x). 


9-19, Si /(%+1) es continua en (a, x), definimos 


ni =i f en ae. 
a) Demostrar que 


Bao) 1 A pong. 


b) Utilizar a) para expresar el resto de la fórmula de Taylor (Teorema 5-14) como 
una integral. 
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9-20. Sea / una función continua en [0, a). Si e [0, 
sideramos 


, definimos f(x) = f(x) y con- 


har = | E-ra, n=0,1,2-. 


a) Demostrar que existe la derivada n-ésima de /, y es igual a f. 
b) Probar el siguiente teorema de M. Fekete : El número de cambios de signo de / 
en (0, a] no es menor que el número de cambios de signo del conjunto de nú- 
meros 

10), hla), -++ fala). 
¡Indicación : Emplear el método de inducción matemática.) 


€) Utilizar b) para demostrar el siguiente teorema de L. Fejér : EI número de cambios 
ego e J en T0, a mo e menot Quc el nie decide o el conjunto OF 
ai 


Mo). fra [rois [ema 
lo lo lo 


9-21, Sea función continua positi (a, b). M el máxime 
e cis pulir efa; B); Pelea poc dl y matas 


[fora] 


9-22. Una función / de dos variables reales está definida en cada punto (x, y) del 
cuadrado unidad 0 <x < 1, 0 < y S 1 como sigue: 


1 six es racional, 
mande, iomat 
a) Calcular, /(x, yjdx e f3 f(r, yidx en función de y. 


b) Demostrar quef, /(x, y) dy existe para cada x fijo y calcular s f(x, y) y en función 
dexytpr0<r<1,0<I<L 


e ¡cosida Fla) = f; H(z, y) dy. Demostrar la existencia def! F(x) dx y calcular 
sy 


9-23. Sea / una función definida en [0, 1) así: (0) =0; si 2-1-1 < x < 2-», entonces 
Ha) 25%, para n= 0, 1, 2, 


a) Dar dos motivos por los que fè f(x)dx existe. 
b) Consideremos F(x) = [%/(f) dt. Demostrar que para 0 < x < 1 tenemos 
Fla) =xA(a) —44(x)?, donde A(x) = 22 [beni 
siendo (y] la parte entera de y. 
9-24. Probar el Teorema 9-41. 
Contenido de Jordan. 
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9-25. Demostrar que si A y B son conjuntos acotados en E, se verifica 
a) (A u B+TA n B) STA) +E) 
b) gt u B) + eA n B) 2 lA) + 418). 
e), Si Ay B son medibles-Jordan, demostrar que A u B y A N B son medibles- 
Jordan y probar que 
ed U B) + e(A n B) =<(4) + e(B). 
Pe Si A y B son medibles -Jordan y si A € B, demostrar que B — A es medible- 
y que 
«B — A) = (B) — e(4). 


B dos subconjuntos del intervalo 7. Se dice que una partición P de 7 
existen subintervalos de P cuya reunión es $ de manera que A € $ 


TA y B) = (A) + UB). 
9-27. Si A es un subconjunto del intervalo /, demostrar que 
84) =dN UA) 
9-28. Dada una sucesión decreciente de números reales {G(n) A 0 cuando 


m 22: Delinimos en 10, 1] una fanción / expresada ae (G de modo si 
cate NO) a 1 strain entonces Nia) = E e nacional e e 
dea ción ieredacibie m/n, entonces Ja) 61). Calcular la o 


en cada x de (0, 1] y demostrar que /e R en (0, 1) 
9-29. Sea / la función definida como en el Ejercicio 9-28 tomando G(n) = 1/n, Con- 
sideremos gia) = 1 si 0 < r < 1. £(0) = 0. Demostrar que la función compuesta A 
definida poniendo A(a) = £(/(0)) no es integrable-Riemann en [0, 1), aunque / € R 
Y eeR en 0,1). 
9-30. Utilizar el Teorema 9-53 para demostrar el Teorema 9-54. 


9-31, Hacer del Teorema 9-53 probar sifor «Ren [a, b] siendo 
e A A a a 
ha) = opc 

es integrable Riemann en (o, b). 


9-32. Consideremos 7 = (0, 1) y sea A, = 7 — (1, 4) el subconjunto de 7 obtenido 


suprimiendo al ¡tral abierto de I; esto es, A, = 
TOPET U p 1E Sea dy el subeonunto de A obtenido s o central 
abierto de (0, j] y el . 


de 
e Y 
a) C es un conjunto compacto que tiene contenido de Jordan nulo. 
b) xeC si, y únicamente si, x = DS; 0,3-*, donde cada a, es o 0 o 2. 
€) C no es numerable. 
d) La función característica de C es integrable Riemann en (0, 1]. 
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Integrales complejas 
9-33. Demostrar el Teorema 9-55. 
9-34. Verificar que los Teoremas 9-31 y 9-32 son válidos para / y a complejas. 
9-35. Probar el Teorema 9-57 utilizando los Teoremas 9-55 y 9-7. 
3-30. Probar el Teorema 9-59 utilizando los Teoremas 9-55 y 9-4. 
9-37. Probar el Teorema 9-62 utilizando los Teoremas 9-56 y 9-8. 


9-38, Sea T una curva plana descrita por una función z regular a trozos definida en 
[a, b) y admitamos que [yy F(z) dz exista, Sea S una región abierta que contenga T, 
y supongamos que G es una función compleja definida en S tal que G'(+) exista y tenga 
«l valor G(s) = F(s) para cada punto z de T. Demostrar que : 


a) Ft de f Gla) de = G(B) — GA), si A = z(a), B = 4(0). 
ro Ta 


Nora. En particular, la integral tiene el valor O cuando T es una curva cerrada. 


pndicacó iva aa AT mnvlstcrvalo en ia que aea contas y aplicar 105 
teoremas 9.02 y 9-32 en cada subintervalo.] 


pe 
» y ma (2 ) 
Ir +1 


si n es un entero, n # 1. 


). Sea / una función continua sobre la curva rectificable T" de longitud A(T), y 


A Demostrar que 70 dal = MAD) eicamente ai 
AA que ple) 


[Indicación : Si |(a)| < M algún punto z, de T, existe un arco T, de T en el que 
ALEM par algin E> 0] s y 
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CAPÍTULO 10 
INTEGRALES MÚLTIPLES E INTEGRALES DE LÍNEA 


10-1 Introducción. El concepto de la integral de Riemann /2 f(x) dx puede 
generalizarse reemplazando el intervalo (a, b] por una región n-dimensional 
en la que está definida y acotada la función f. Las regiones más sencillas de 
En, y más adecuadas para esta generalización son los intervalos n-dimensio- 
nales. Por ejemplo, en E, tomamos un rectángulo R subdividido en rectán- 
gulos Ra y consideramos las sumas de Riemann de la forma f(x, yi) A(Ry), 
donde (xa, yı) e Ra y A(R) representa el área de R,. Esto nos conduce al 

voncepto de integral doble. Análogamente, en E, utilizamos paralelepípedos 
„ectangulares subdivididos en paralelepípedos Ra más pequeños y, conside- 
tando sumas de la forma S/(%a. yu 21) V(Ry), donde (xa, ya, 2a) € Ra y V(Ry) 
es el volumen de Ra, llegamos al concepto de integral triple. Es fácil la discu- 
sión de las integrales múltiples en E,, con tal de que dispongamos de una 
adecuada generalización de las nociones de área y volumen. Este « volumen 
generalizado » se llama medida o contenido y se define en el párrafo siguiente. 


10-2 La medida (o contenido) de conjuntos elementales en E,. Recordemos 
que un intervalo n-dimensional abierto (a, b) es el producto cartesiano de 
n intervalos wnidimensionales abiertos (an bi), donde a = (a, ..., a.) y 
b= (b ..., Dj). El producto cartesiano de n intervalos cerrados [an da] 
se denomina un intervalo n-dimensional cerrado y se representa por (a, b). 
En general, un intervalo n-dimensional 7 (no necesariamente abierto o ce- 
rrado) es un conjunto de la forma 


T= (lën oe ean) | a S a S bas k sanh 


donde alguno de los signos < o todos, pueden reemplazarse por el signo <. 
La medida o contenido n-dimensional de I, representada por (1), se define 
como el producto 


PiN) = (b; — 65) -.. (da — 47). 
Así pues, cuando n = 2, a(7) es el área de I y, cuando n = 3, da el volumen 
de I. Si y < n, un intervalo -dimensional se considera como un intervalo 
n-dimensional « degenerado » obtenido al admitir las » — r igualdades a, = ba. 
En consecuencia, la medida n-dimensional de un tal intervalo degenerado 
es cero. 

Un conjunto S que sea la reunión de un número finito de intervalos no 
rampantes dos a dos, se llama conjunto elemental. Se dice que dos intervalos 
(y en general, dos conjuntos de E,) son « no rampantes », si no tienen puntos 
interiores comunes. (Pueden tener, sin embargo, puntos frontera comunes.) 
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Si S=1, u ++- U I, es una tal descomposición, asignamos a S la medida 


MS) = all) + 


+ alh). 


Cuando S está descompuesto de dos maneras como reunión de intervalos no 
rampantes, por ejemplo S=1,U -++ U I, y S= J, U +++ U Jp un cálculo 
sencillo demuestra que debe ser 


MU) + +e + nl) = U E 0 Up: 


Esto implica que la medida de S es un número completamente determinado 
por S. Se deduce que para dos conjuntos elementales sin parte común S y T” 
debe verificarse a(S U T) = a(S) + M(T). Esto es, la «función de conjunto » 
es aditiva con respecto a los conjuntos elementales. Esta sencilla propie- 
dad es de importancia fundamental en lo que sigue. Naturalmente, (S) > 0. 

Con estas observaciones previas, estamos en disposición de discutir la in- 
tegración de Riemann en En. La única diferencia esencial entre el caso n = 1 
y el caso n > 1 consiste en que la cantidad Ax, = x — X+- que se utilizaba 
como medida de la longitud del subintervalo (x,-1, %4] tenemos que reempla- 
zarla ahora por la medida 411) de un subintervalo n-dimensional. Puesto 
que el proceso que se sigue es el mismo que en el caso unidimensional, omiti- 
remos gran parte de los detalles en la discusión que sigue. Las demostraciones 
que no aparecen puede fácilmente aportarlas cualquiera que esté identificado 
con los métodos desarrollados en el Capítulo 9. 


10-3 Integración de Riemann de funciones acotadas definidas en intervalos 


Sea (a, b] un intervalo en En, donde a = (4), .... 49) Y 
ba). Si Pa es una partición de (ar, ba], el producto cartesiano 


P=PX 00 X Pa 


se llama una partición de [a, b). Si Pa divide (as, ba) en ma subintervalos 
unidimensionales, entonces P determina una descomposición de [a, b] 
como reunión de m === ma intervalos m-dimensionales (llamados sub- 
intervalos de P). Una partición P' de (a, b) es más fina que P si P © P'. 
El conjunto de todas las particiones posibles de [a, b) se representará 
por Cía, b). 


La Figura 10-1 representa particiones en E, y en Ey. 
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b= bab 7 


b= r, b) 
7 


Lan cuen 
Lan no) 


Fx, 10-1. Particiones de intervalos (a, b] en E, y en Es 


10—2 Dermición. Sea f una función definida y acotada en un intervalo 
cerrado 1 € En. Si P es una partición de I en m subintervalos Iy,» ++ Tm 
y si t eJn una suma de la forma 


sen = È nonta 
2 


se denomina una suma de Riemann. Decimos que f es integrable-Riemann 
en I y escribimos f€ R en I, siempre que existe un número real A que 
goza de la siguiente propiedad : Para todo e >0 existe una partición 
P, de I tal que una partición P más fina que P, implica |S(P, f) — Al < è 
para todas las sumas de Riemann S(P, f). Cuando tal número A existe, 
es único y se representa por 


fa frios o por fi 
r r i 


[fensa J| [irauna 


10—3 Deenución. Sea [ una función definida y acotada en un intervalo ce- 
rado I c En. Si P es una partición de I en m subintervalos Iy, ..., Im 
consideremos 
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maf) = inf (iaie), Malf) = sup VIIa 
Los números 
UP, A -2 Mahe) y LP, N= 2 malala) 
= a 
se llaman sumas de Riemann superior e inferior. Las integrales de Rie- 
mann superior e inferior de f en I se definen así: 
[1 = t C0. D 1P es una partición de n, 
i 


fra = sup (L(P, N) |P es una partición de 1). 


Se dice que la función $ satisjace la condición de Riemann en I si, para 
todo « > 0, existe una partición P, de I tal que P más fina que P, im- 
plica UP, Y) — L(P, f) < e- 


Nora. Como en el caso unidimensional, las integrales superior e inferior 
gozan de las propiedades siguientes : 


a) Jironajias fen 


furniza frs fea 
di r dae ` 


b) Si un intervalo Z está descompuesto en una reunión de dos intervalos 
Ly. I, sin parte común, tenemos 


fra fras fra > fra- 


La demostración del teorema siguiente es esericialmente la misma que la 
del Teorema 9-19 y será omitida. 


10—4 Teorema. Sea f una función definida y acotada en un intervalo cerrado 
I C En. Las siguientes proposiciones son equivalentes : 
I feRenl. 


f1ax+ | ax 
e Ea 
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II) f satisjace la condición de Riemann en I. 
m) fy fdx = Ĵ, fàx. 


10-4 Contenido de Jordan de conjuntos acotados en E,.. 


10—5 Dernución. Sea S un subconjunto de un intervalo (a, b] en En. Para 
toda partición P de (a, b) definamos J(P, S) como la suma de las medidas 
de aquellos subintervalos de P que únicamente contienen puntos. interio- 
res de S y J(P, S) como la suma de las medidas de los subintervalos de P 
que contienen puntos de S u òS. (Recordar las Definiciones 3-24 y 8-38.) 
Los múmeros 

ES) = sup UL. |P c Oia, b3), 
ES) = int (P, S) |P cO fa, 0) 


se llaman, respectivamente, el contenido de Jordan interior y exterior 
(n-dimensional) de S. Se dice que el conjunto S es medible-Jordan si 
(S) = ES), en cuyo caso este valor común se llama el contenido de Jordan 
de S, representado por c(S). 


Nora. Es fácil verificar que c(S) y (S) dependen tan sólo de S y no del 
intervalo (a, b] que contiene S. También, 0 < £(S) < (5). Para conjuntos 
finitos tenemos ¿(S) = 7(S) = 0. El contenido exterior de Jordan n-dimensio- 
nal de un conjunto acotado y-dimensional es cero si y < n. Los conjuntos ele- 
mentales S son medibles-Jordan y c(S) = a(S). (Hablando con precisión, de- 
beríamos poner ca mejor que c para poner de ma- 
nifiesto que el contenido es n-dimensional, pero no 
se originan confusiones al omitir esta alusión a 
n.) Se dice que los conjuntos medibles-Jordan S 
en E, tienen área c(S). En este caso, las sumas 
IIP, S) y J(P, S) representan aproximaciones del 
úrea desde el «interior» y desde el «exterior», 
respectivamente, Esto está representado en la 
Fig. 10-2, en la cual los rectángulos sombreados 
ligeramente están considerados en J(P, S), y los 
rectángulos de sombreado más intenso en J(P, S). 
Para los conjuntos en Ey, c(S) se llama el volu- Fio. 102. Represent 
men de S. JIP, S) y J (P,5) en E, 


Como en el caso unidimensional, el contenido de Jordan está relacionado 
con la integración de Riemann por las fórmulas 


AS J Tu dí, 
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si S es un subconjunto de un intervalo 7 y fs es la función característica de S. 
Vamos a dar ahora una condición xecesaria y suficiente para que los con- 
juntos acotados sean medibles-Jordan. 


10—6 Teorema. Sea S un conjunto acotado en E. y representemos con òS 
su frontera. Tenemos entonces 
H8S = HS) — 5). 
Luego, S es medible-Jordan si 3S tiene contenido nulo, y únicamente 
en este caso. 
Demostración. Sea I = [a, b) un intervalo cerrado que contiene S. Enton- 
ces 2S C I y para toda partición P de I tenemos 
JP, 3S) = JIP, S) — J(P.5. 


Por consiguiente, J(P, 2S) >(S) — e(S) y por lo tanto ĉ(3S) > 45) — 
— c(S). Para obtener la desigualdad inversa, dado e > 0, elegimos P, de ma- 
nera que J(P,, S) < (S) + e/2 y Pa de modo que J(P, S) > e(S) — e/2. 
Consideremos P = P, U Pp. Puesto que un afinamiento de las particiones 
aumenta las sumas interiores / y disminuye las exteriores J, encontramos, 


3(95) < JIP, 39) = JIP, 9) — L(P.) < JP, 9) - (Py S) 
<S) — S ++. 


Ya que c es arbitrario, esto significa que Z(3S) < Z(S) — *(S). Por lo tanto, 
T(S) = E(S) — e(S) y la demostración es completa. 


Es conveniente, al llegar a este punto, introducir la definición siguiente : 


10—7 Drrixición. Sea S un conjunto acotado en En. El diámetro de S, re- 
presentado por d(S), se define como el número 


AS) = sup (x = ylle Sy eS). 

Nora. SiS € T, entonces d(S) < d(T). Si S es un intervalo, por ejemplo 
= Mr SR 1,2, opn) 

(donde alguno o todos los signos < pueden ser <), tenemos d(S) = [b — al. 
Si P es una partición de 7 en m subintérvalos 7,, -.. , Zm, el mayor de los 
diámetros (1), .... , d(I) se llama la norma de P, y se representa por |P]. 
En un capítulo posterior daremos un ejemplo de una curva continua en E, 
que pasa por todos los puntos de un rectángulo. Tales curvas (conocidas por 
ei nombre de curvas que llenan un espacio) ilustran el hecho de que la imagen 
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continua de un conjunto de contenido de Jordan bidimensional nulo, puede 
ser un conjunto de contenido de Jordan bidimensional mayor que cero. Como- 
contraste, el próximo teorema demuestra que esto no puede ocurrir para fun- 
ciones que satisfacen a una condición uniforme de Lipschitz. 


10—8 Teorema. Sea t= (f i) una función vectorial que satisface una 
condición uniforme de Lipschitz sobre un conjunto X de En. Esto es, 
supongamos que existen dos números positivos 3>0 y M >O tales 
que para lodo par de puntos xey de X, 


Ix—y|<3 implique — |) — UD < My — x). 


Sea Y = 1(X) la imagen de X en E, y supongamos que p > n. Si X 
tiene contenido de Jordan n-dimensional nulo, entonces Y tiene contenido 
de Jordan p-dimensional nulo. 


Nota. Es fácil verificar que f satisfará una condición uniforme de Lip- 
schitz sobre X si cada componente f, satisface una tal condición sobre X. 


Demostración, Incluyamos X en un cubo n-dimensional 7, esto es, en un in- 
tervalo 7 que es el producto cartesiano de » intervalos iguales [a, b] (el número 
b — a se llama longitud de la arista de 1). 


Tomemos un e > 0 y supongamos que X tiene contenido de Jordan n- 
dimensional nulo. Consideremos A = (2M)'x2 3?=", Existe entonces un 8, > 
0 tal que J(P, X) < eJA siempre que P sea una partición de Z de norma 
IP] < 3. (Ver ejercicio 10-6.) Podemos también suponer que 3, < 8. Puesto 
que Z es un cubo, existe por lo menos una partición P, más fina que P cuyos 
subintervalos son cubos n-dimensionales de igual arista, cuya longitud es 
A < do/ Y. El contenido de cada uno de tales cubos es A" y el diámetro es 
ñ A < By. Por consiguiente, J(P,, X) =gA", donde q representa el número 
de subintervalos de P, que tienen parte común con X. Observemos que 
qA" < e/A, ya que [P,| < By. Si Iy.. , 1, son los subintervalos de P, que 
tienen parte común con X y X,cÍ, N X, entonces para todo y en J, N X 
debe ser 


y-al s via <a, 
y, por lo tanto 
10) — Na) < Miy — ul < MV7 A. 


Esto significa que, en Ep, (y) queda contenida dentro de una esfera de radio 
My/;A alrededor de 1(x). Pero esta esfera está contenida dentro de un cubo 
-dimensional de arista 2M V7 A cuyo contenido es (2M V7 A)?. Por consi- 
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guiente, la imagen Y = 1(X) es un conjunto acotado cuyo contenido exterior 
de Jordan p-dimensional no excede a g(2My/nA). Pero tenemos 


QM V7 A)? = q Arta MJ VA A)r- 
< q Anni(2M)? A 


Y puesto que e es arbitrario, se deduce que Y tiene contenido de Jordan 
p-dimensional nulo. 


Como consecuencia de los dos últimos teoremas, tenemos el siguiente re- 
sultado. 


10—9 Teorema. Sea g= (8y. , gu) una función vectorial continua defi- 
nida en un conjunto abierto S de E. Supongamos que g- existe y que es 
continua en g(S) y que g` satisface una condición uniforme de Lipschitz 
en un subconjunto compacto X de g(S). Si X es medible-Jordan, la imagen 
inversa g'(X) es también medible- Jordan. 


Demostración. Si X es medible-Jordan, ¿X tiene contenido cero y, según 
el Teorema 10-8, g-"0X) también tiene contenido cero. Si podemos demostrar 
que d[g-(X)]c g-00X) se deducirá que d(g"1X)] tiene contenido cero y, 
por lo tanto que g-1(X) es medible-fordan, como se desea. 

Ahora es fácil probar que g(ðZ) c ¿g(Z) para todo subconjunto cerrado Z 
de S. (Esto requiere tan sólo la continuidad de g y de g”2, y dejamos la demos- 
tración al lector.) Por consiguiente, g"2[g(2Z)] c g"*(2g(Z)], lo cual implica 
que dZ c g"!(óg(Z)]. Tomando Z = g-1(X), obtenemos d[g"1X)] e g-9X), 
y esto completa la demostración, 


10-5 Condiciones necesarias y suficientes para la existencia de las integrales 
múltiples. 


10—10 Dermición. Sea f una función definida y acotada en un intervalo 
cerrado I € En. Si T es un subconjunto de I, el número 


QAT) = sup {f(x} — M9) | x€ T. y € T} 


se llama la oscilación de f en T. Si x € 1, la oscilación de f en x se define 
como el número 


0/0) = lim 06H) a N). 
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Nora. Este límite existe siempre puesto que Q/(N(x; A) n 7) es una fun- 
ción monótona de h. En efecto, T, € T, implica Q(T) < Q(T). 


10—11 Trorzma. Sea f definida y acotada en el intervalo cerrado I € En. 
Si (4) =0, f es continua en el punto x de I y recíprocamente. 


10—12 Trorewa. Sea f definida y acotada en [a, b). Si, dado un e >0, 
w(x) < e para todo x de [a, b), existe entonces un 8 > 0 (que depende 
únicamente de e) tal que, para todo subintervalo cerrado T c (a,b), 
tenemos Q;(T) < e siempre que el diámetro d(T) < 3, 


Las demostraciones de los Teoremas 10-11 y 10-12 y de los restantes de este 
párrafo son tan parecidas a las de los correspondientes teoremas en el caso 
unidimensional que no es necesario darlas con detalle. 


10—13 Teorema. Sea f definida y acotada en un intervalo cerrado I € En. 
Para cada e > 0 definamos J, = txix c I, w(x) > e). Entonces: 
a) Ju es un conjunto cerrado. 
b) fe Ren si, y únicamente si, c(J,) = 0 para todo <> 0. 


10—14 Dermicióx. Si S € En, se llama recubrimiento de Lebesgue de S 
a un conjunto, mumerable (I,, Iy, ...) de intervalos abiertos n-dimen- 
sionales tales que S € Mail. El número 


m5) = int) È ADIU Lu...) es un recubrimiento Lebesgue de s} 
A 


se llama la medida exterior de Lebesgue n-dimensional de S. 


Nora. Cuando S es acotado, por ejemplo S c [a, b] = Z, entonces 
0 <m(S) < e(1). Si T(S) = 0, se dice que S es de medida nula. Para los 
conjuntos elementales tenemos 7(S) = c(S). 


10—15 Teorema. Para todo conjunto acotado S de E, tenemos T(S) < T(S). 


„10—16 Teorema. Si B es un conjunto acotado en En y A es un subconjunto 
compacto de B, entonces ¿(4) < (B). 

10—17 Teorema. Para los conjuntos compactos S de E, tenemos E(S) = 7(S). 

10—18 Teorema, Sea F= (F, Fa...) un conjunto mumerable de con- 


juntos en Es, tales que @(F;) = O para cada k =1, 2, ... Entonces 
es m(S) = 0, donde S = Ufi Fu 
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10—19 Teorema. Sea f definida y acotada en un intervalo cerrado I € En. 
Consideremos D = tx|x € I, f no es continua en x}. Entonces f € R en I 
si, y únicamente si, el conjunto D tiene medida nula. 


10-6 Cálculo de una integral múltiple por integración reiterada, El lector 
ha aprendido, en el cálculo elemental, a calcular ciertas integrales dobles y 
triples por integración sucesiva respecto a cada variable. Por ejemplo, si / 
es una función de dos variables continua en un rectángulo cerrado R en el 
plano xy, definido por R = ((x, y)la < x < b,c < y < d), para cada y fijo 
en (e, d) la función F definida por la ecuación F(x) = f(x, y) es continua (y 
por tanto integrable) en [a, b]. El valor de la integral sè F(x) de depende de y 
y define una nueva función G, donde G(y) = ,2/(x, y) dx. La integral sf G(y) 
dy tiene el mismo valor que la integral doble f(x, y) d(x, y). Esto es, pode- 
mos escribir la igualdad 


, a 
» Senan f [ ji tena 


(Esta fórmula se demostrará más adelante.) La cuestión que ahora se pre- 
senta consiste en ver si es válido un resultado análogo cuando / es integrable 
(s no necesariamente continua) en R. Podemos ver inmediatamente que son 
inevitables ciertas dificultades. Por ejemplo, la integral interior f4 /(x, y) dx 
puede no existir para ciertos valores de y, aun cuando exista la integral doble. 
En efecto, si / es discontinua en todo punto del segmento rectilíneo y = Yo, 
4 <x < b, entonces f3 f(x, yo) dx no existirá. Sin embargo, este segmento rec- 
tilíneo es un conjunto cuya medida bidimensional exterior de Lebesgue es 
cero y por consiguiente no afecta la integrabilidad de / en todo el rectángulo R. 
En un caso de esta naturaleza debemos hacer uso de las integrales superior 
e inferior para obtener una generalización conveniente de 1). 


10—20 Tuorema. Sea f definida y acotada en el rectángulo cerrado R del 
plano xy dado por 


R= (my lasr<be<y<d) 
Tenemos entonces : 


n frann <f [frens] 
sf jf íl: “len ga < 
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fa 
m La proposición 1) es cia al reemplazar | por [en todas paries, 


mo fyaw » <f ifene] 
<[[ fo » a) dy sfin 
IV) La proposición 111) es cierta aireenpiazar | por |’ en todas Partes, 


V) Cuando existe | (æ, y) dlx, y), tenemos 


ls pre -f [fr 2 o] P -f [ [i » o]. 
-fifre [[ [10 «o 


Demostración. Para demostrar 1), definamos F mediante la ecuación 


F = [16 si xc fa, b). 


Entonces |F(x)| < M(d — c), donde M = sup (/(x,y)| I(x, y) e R), y podemos 


considerar 
j pa 
rf Fla) de -IU tends |a 


Análogamente, definimos 


2 [¿n004= f fieno] 


Sean P, = (to Xy ---, Xu) una partición de [a, b] y P, = Wo Yas- - » Yad 
una partición de Íc, d]. Entonces P = P, X P, es una partición de R en mn 
subrectángulos Ry y definimos 


n= Í za [freno]. 


1.9) o] ds. 
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Puesto que tenemos 


se > | i iy, 
j [e » ga <À, [ j} f $ add Jo 
X il 1 na nae 


Esto es, tenemos la desigualdad 


Análogamente, Encontramos 


Si escribimos 

my = int (fx, 9) | (5, Y) «Rep 

My, = sup (ls, y) | (1,9) € Ro), 

de la desigualdad my < f(x, y) < Mi, (x, y) € Ry, obtenemos 


y 


» 
“a-r J 160.9 dy < Milo = Yy- 


esto implica 
mara < f" i tono] 


sf |" reno <mo 


Sumando respecto a i y j y utilizando las desigualdades anteriores, 
guimos (a 
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LP. SISTSUP.N 
Ya que esto es válido para todas las particiones P de R ha de verificarse 


fria s1s1Sf 1409 
de ln 


Esto demuestra la proposición 1). 


Es evidente que la anterior demostración podría también seguirse si la 
función F fuera definida originariamente por la fórmula 


Fo) = f Na. y) dy. 


y así se deduce 11) con el mismo razonamiento. 


En forma análoga pueden demostrarse III) y IV) intercambiando los pa- 
peles de x e y. Por último, V) es una consecuencia inmediata de 1) por medio 
de 1V). 


Como un corolario, tenemos la fórmula mencionada al principio 


f 10.9 des. y) -£ f tenoa f Pi ton as Jo, 


que es válida cuando f es continua en R. 


Nora. La existencia de las integrales «reiteradas» /3[///(x, yidy]dx e 
JU fx, yldx]dy no implica la existencia de /af(x, y)d(x, y). En el Ejercicio 
10-9 se da un contraejemplo. 

Antes de considerar en E, el teorema análogo al Teorema 10-20, introdu- 
cimos alguna notación y terminología nuevas. Si + < n, el conjunto de x en 
E, para el que x, = 0 se llama el hiperplano coordenado Ila. Dado un conjunto 
S en En, la proyección Sa de S sobre Il se define como la imagen de S en la 
aplicación en la que el correspondiente de cada punto (t, %p...,%p) 
de S es (xy, ---, My O, Xasis ><» Xa). Es fácil demostrar que una tal apli 
cación es continua en S. Se deduce que si S es compacto, cada proyección 
Sa es compacto. Asimismo, si S es conexo, cada S, es conexo. Las proyecciones 
en E, están representadas en la Fig. 10—3. 

Un teorema completamente análogo al Teorema 10-20 es válido para in- 
tegrales n-múltiples. Bastará indicar cómo se hace la extensión cuando n 
En este caso, / está definida y acotada en un intervalo cerrado R = [ay, b]X 
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X ¡ay ba] X [ay b] de E, y la proposición 1) del Teorema 10-20 se reem- 
plaza por 


ES EY) 
Fra. 103. Proyecciones en Epe 


ef [i 140 |an 
<| [ro les <fa 


donde R; es la proyección de R sobre el plano coordenado Ih. Cuando ¿4 /(4)dx 
existe, la fórmula correspondiente a la parte V) del Teorema 10-20 es 


Í 10) de f; i [40 sous = VAYA "14 Ju, eN 


Como en el Teorema 10-20, son válidas proposiciones análogas reemplazando 
adecuadamente las integrales superiores por las inferiores, y existen también 
fórmulas análogas para las proyecciones R, y Ry. 

El lector no tendrá dificultad en establecer resultados análogos para las 
integrales n-ples (pueden probarse mediante el método utilizado en el Teo- 
ema 10-20). El caso particular en que existe la integral n-ple fx f(x)dx es de 
especial importancia y puede establecerse como sigue : 

10—21 Teorema. Sea f definida y acotada en un intervalo cerrado 
R= [mb] X ++ X Dam da) 
de En. Admitamos la existencia de Sy f(x)dx. En tal caso 


2 
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See- [f, re] 


Son válidas fórmulas análogas, en las cuales las integrales superiores 
están reemplazadas por las inferiores y R, sustituido por Ra, proyec- 
ción de R sobre Ih. 


Concluimos este párrafo con un teorema bidimensional análogo al teorema 
fundamental del cálculo integral. Más tarde, este resultado tendrá aplica- 
ción al demostrar el teorema de Green para un rectángulo (Teorema 10-39). 


10—22 Teorema. Admitamos la existencia de la integral doble fx f(x, y)d(z, Py 
donde R es.un rectángulo, R = [a, b) X [c, d). Sea g una función 
finida en R y con las siguientes propiedades : 


1) Existe la derivada parcial Dig y está acolada en el interior de R 
y para cada punto interior (x, y) es Dig(x, y) = f(x, y). 


1I) Para cada y fijo en [c, d), existen los límites gla +, y) y gl0 —, Y) 
y satisfacen la igualdad 


(y - 


A) — eb o) 
En estas condiciones, existe la integral de Riemann s£(g(b, y] — gla, y) ldy 
y tenemos 


Ji Hx. y) dle. y) = f gl. y) — gla, y)) dy. 
le le 


Nora. Es válida la fórmula análoga 


fren dy) -f [h(x, d) — Mx, c) ) ds, 


siempre que h sea una función que satisfaga un conjunto de condiciones 
análogo [esto es, Di = f en 1), y Mx, c) — Mx, c +) = hlz, d) — Mx, d—) 
en ID). Tas funciones ç y h sata 11) automáticamente si son continuas 
en todo el rectángulo R. 


Demostración. Sean las particiones P, = a aT Oev 
..+Jm) de [a, b] y [c, d], respectivamente. Formemos la 
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S= Y Y ist — eli Doa — Yao 
aa 
donde ys- < Fa < ys- Aplicando el Teorema del valor medio unidimensio- 
nal (Teorema 5-10), podemos escribir 
ela) — elti- Ja) = Deia, Falls — mado 


donde xi-ı < Faa < xs. [El Teorema 5-10 es aplicable en virtud de 1) y 11).] 
f en el interior, podemos escribir 


S= Y Y Mal — rd — am) 
pe 


y esta es una suma particular de Riemann que aproxima la integral 
Sal(x, yld(x, y), cuya existencia se ha supuesto. 

Puede obtenerse una segunda expresión para S a partir de la fórmula que la 
define, observando que en la suma respecto de i se simplifican parcialmente 
cada dos términos consecutivos quedando sólo los extremos, y así se tiene 


S= Y (610,50) — ela, I)a — Ya-0)- 


Sin embargo, esta es una suma general de Riemann para la integral Riemann 
unidimensional ¡¿[g(0, y) — g(a, y)]Jdy, y, por tanto, se deduce lo que se que- 
ría demostrar. 


10-7 Integración múltiple sobre conjuntos más generales. Hasta aquí, la 
integral múltiple /, f(x) dx se ha definido únicamente para intervalos I. Esto, 
naturalmente, es demasiado restrictivo para las aplicaciones de la integra- 
ción, No obstante, no es difícil extender la definición a conjuntos cualesquiera 
medibles- Jordan. 


10—23 Dernución. Sea f definida y acotada en un conjunto acotado S me- 
dible- Jordan de En. Sea I un intervalo cerrado que contiene S y defi- 
namos g en I como sigue: 

H sixes, 
mefa fir-s 


Se dice entonces que f es integrable-Riemann en S y escribimos j € R 
en S, siempre que exista la integral 5; g(x) dx. Escribimos también 
SsH(%) dx = fı g(x) dx. Las integrales superior e inferior Îs f(x) dx y 
Is /(x) dx se definen análogamente. 


Azosror. = 17 
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Nora. Mediante la consideración de las sumas de Riemann que aproxi- 
man f (4d es fácil ver que la integral ss ffx) dx no depende de la elección 
del intervalo 7 utilizado para incluir S. 


Ahora puede darse una condición necesaria y suficiente para la existencia 
de fs f(x) dx. 


10—24 Teorema. Sean S un conjunto medible- Jordan en E, y f una función 
definida y acotada en S. Entonces f€ R en S si, y únicamente si, las 
discontinuidades de f en S constituyen un conjunio de medida nula, 


Demostración. Sea I un intervalo cerrado que contiene S y consideremos 
que g(x) = /(x) cuando xe S, g(x) = 0 cuando xe 1 — S. Las discontinui- 
dades de f serán discontinuidades de g. No obstante g puede tener discon- 
tinuidades en alguno o en todos los puntos frontera de S. Ya que S tiene con- 
tenido Jordan, el Teorema 10-6 nos dice que c(25) = 0. Por consiguiente, 
y tan sólo si, las discontinuidades de / forman un conjunto de 


El próximo teorema demuestra que la integral es aditiva con respecto a 
los conjuntos medibles-Jordan. 


10—25 Trorrma. Admitamos que je R en un conjunto medible-Jordan S 
en En. Supongamos que S = A U B, donde A y B son conjuntos no 
rampantes y medibles- Jordan. Entonces |< R en A, feR en B, y 
tenemos 


9 [1000 f 10 ex4 f 104. 
Js li p 


Demostración. Sea I un intervalo cerrado que contenga S y definamos g 
como sigue; 


E drs 


ixl- sS. 


La existencia de f4 f(x) dx y de fs f(x) dx es una sencilla consecuencia del Teo- 
tema 10—24. Para probar 4), sea P una partición de 7 en m subintervalos 
To- +, Ia y formemos una suma de Riemann 


SP, = Y etde. 
a 
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Si Są representa la parte de la suma que procede de aquellos subintervalos 
que contienen puntos de A, y Sy se define en forma análoga, podemos escribir 


S(P, $) = Sa + Sa — Sc, 


donde S contiene aquellos términos procedentes de subintervalos que contie- 
nen puntos de A y de B. En particular, todos los puntos comunes a las dos 
fronteras 04 y ôB pertenecerán a esta tercera clase, Pero S4 es una suma 
de Riemann que aproxima la integral S4 f(x) dx, y Spes otra suma de Riemann 
que aproxima fs f(x) dx. Ya que c(dA N 3B) =0, se deduce que |Sc| puede 
hacerse arbitrariamente pequeño cuando P es suficientemente fina. La igual- 
dad del enunciado es una sencilla consecuencia de estas observaciones, 


Nora. La fórmula 4) también es válida para integrales superiores e infe- 
riores. 


Para conjuntos S cuya estructura es relativamente sencilla, puede utilizarse 
el Teorema 10-20 para obtener fórmulas que den el valor de integrales dobles 
mediante integración reiterada, Estas fórmulas se dan en el próximo teorema, 


10—26 Troreaía. Sean $, y $y dos funciones continuas definidas en (a, b) 
tales que g(x) < bala) para cada x en [a, b). Sea S la región cerrada 
en E, definida por 


S= (yla <x Sb, Al SyS dla). 
Si fe R en S, tenemos 


410 
fre y) dix. y) -SU 1090 ga 
s ARA 


Fórmulas análogas son ciertas para integrales n-ples. Las extensiones son 
tan sencillas que no requieren muevo comentario. 


Fro, 104. Región en E, del tipo descrito en el Teorema 10:28. 
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En la Figura 10-4 se representa una región del tipo descrito en el teorema, 
A los conjuntos que pueden descomponerse en un número finito de regiones 
de este tipo sin parte común, podemos aplicar la integración reiterada a cada 

separadamente y sumar los resultados de acuerdo con el Teorema 
eturlnente, todos los conjuntos que ae consideran deben ser medibles- 
Jordan, 


10-8 Teorema del Valor Medio en las integrales múltiples. Como en el 
caso unidimensional, las integrales múltiples satisfacen a una propiedad de 
valor medio. Puede ésta obtenerse como una sencilla consecuencia del teore- 
ma siguiente, cuya demostración se deja como ejercicio. 


10—27 Teorema. Supongamos que [e R y ge R en un conjunto acotado S 
de En. Si [(x) < g(x) para todo x de S, tenemos 


[masma 
s s 


10—28 Trorema. (Teorema del Valor Medio en las integrales múltiples). 
Supongamos que ge R y fe R en un conjunto acotado S de En y que 
g(x) > 0 para todo x de S. Sean m = inf [(S), M = sup /(S). Existe 
entonces un número real >, en el intervalo m <à < M tal que 


a [ionima see 
s A 
En particular, tenemos 
© no s/, (x) dx < Mels). 


Nora. Si, además, S es conexo y f es continua en S, entonces à = /(x,) 
para algún x, de S (en virtud del Teorema 8-37) y la 5) se convierte en 


» j. Heta) dx = ia) f, ei ax 

En particular, la 7) implica fs f(x) dx = f(x)e(S), donde x€ S. 
Demostración. Ya que g(x) > 0, tenemos mg(x) < f(x) g(x) < Mglx) para 

cada x de S. Según el Teorema 10-27, podemos escribir 


"f aars fasa / si ax. 
s s s 
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Si fs g(x) dx = 0, para todo à es cierta la 5). Si /s g(x) dx > 0, la 5) es válida 
para à= fs/(x)g(x) dx/5s g(x) dx. Tomando g(x) = 1, obtenemos 6). 


Podemos utilizar 6) para probar que el integrando f puede ser « pertur- 
bado» en un corijunto de contenido cero sin afectar por ello el valor de la in- 
tegral. Tenemos, en efecto, el siguiente teorema : 


10—29 Teorxma. Supongamos que fc R en un conjunto acotado S de En. 
Sea T un subconjunto de S que tenga contenido de Jordan n-dimensional 
nulo. Sea g una función, definida y acotada en S, tal que g(x) = [(x) 
cuando xe S — T. Entonces ge R en S y 


[a [10% 
s s 


Demostración. Tomemos h= f — g. Entonces fsh(x) dx = frh(x) dx + 
is-1 Mx) dx. Sin embargo, frhlx) dx = 0 a causa de 6), e fs-r h(x) dx = 0 ya 
que A(x) = 0 para cada x en $ — T. 


Nora. Este teorema sugiere un método para extender la definición de 
integral de Riemann /s f(x) dx a funciones que no estén definidas y acotadas 
en todo el conjunto S. En efecto, sean S un conjunto acotado de E, medible 
Jordan y T un subconjunto de S que tenga contenido nulo. Si / está definida 
y acotada en S — T y existe /s-r/(x) dx, convenimos en escribir 


[ms -/ fia) dx 
s s-r 


y decimos que f es integrable-Riemann en S. A la vista del teorema que aca- 
bamos de demostrar, esto es esencialmente lo mismo que extender el dominio 
de definición de f al conjunto total S, tomando f en T con la condición de que 
permanezca acotada. 


10-9 Cambio de variable en una integral múltiple. Uno de los resultados 
más importantes de la teoría de la integración múltiple es la fórmula para 
efectuar un «cambio de variable ». Esta es una extensión de la igualdad 


. 
Fi 10) dx = f Kenad, a= gie), b = gA), 


que fue demostrada (en el Teorema 9-33) en el supuesto de que g tenga de- 
rivada g' continua en un intervalo S que une c y d y que f sea continua en la 
imagen X = g(S). Un importante caso particular se presenta cuando la deri- 
vada g' no se anula (y, por tanto, tiene signo constante) en S. Para precisar, 
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supongamos c < d de modo que S = [c, d). Si g' es positiva en S, tenemos 
a <b y X =g(S) = (a, b). En este caso, la fórmula anterior puede escri- 
birse como sigue : 


f Ha) dx -f HENIE A de. 
x eim 


Por otra parte, si g' es negativa en S, entonces X = g(S) = [b, a), y la fór- 
mula se convierte en 


[mu f MELON de 
Jx le-m 
Ambos casos quedan incluidos, por consiguiente, en la fórmula única. 
[m-f teole Od 
x lean 


Esta última fórmula también es válida cuando c >d, y en esta forma es 
como se generalizará el resultado a las integrales múltiples. La función g 
que «transforma la variable » debe ahora reemplazarse por una función vec- 
torial cuyo Jacobiano desempeña el papel de la derivada g'. 


10—30 Teorema. Sea g = (£y, - ., ga) una función vectorial definida en una 
región abierta S de En. Supongamos que gc C' en S, que g es uno a 
uno en S, y que el Jacobiano Jẹ nunca se anula en S. Sea f una función 
real definida y continua en la imagen g(S). Entonces, para toda sub- 
región X de g(S) compacta y medible- Jordan, tenemos la fórmula 


3 Í 10) dx= Ji COZII 
x lon 


Nora. La fórmula 8) es incluso válida si el Jacobiano se anula en un sub- 
conjunto de S de medida nula. (Ver Ejercicio 10-16.) 


Demostración. Ia demostración es por inducción. Cuando n = 1, el re- 
sultado no es más que un caso particular del Teorema 9-33. Por lo tanto, 
supongamos que la fórmula es correcta para n — 1 y vamos a demostrar que 
también es cierta para n. 

Ya que J.(t) + 0 para cada t de S, en ningún punto de S pueden anularse 
todas las derivadas Digu(t). Para precisar, supongamos que D,ga(ty) + 0 en 
algún punto ty. Por la continuidad, existirá un entomo N(t) € S tal 
que Dag (f) 4 0 para todo t en N(t;). Demostraremos ahora que existe un 
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cmmjunto abierto A C N(t,) en el que g puede expresarse como composición 
de dos funciones vectoriales 0 = (0,,..., 0) y $ = ($1... , $a) que tienen 
Propiedades especiales. 
Ante todo, definimos q» como sigue : 
AD = OS 


Esto es, (1) deja todos los componentes de t fijos excepto 4, que es reempla- 
zado por g(t). La función «p es manifiestamente uno a uno en S y ẹ € C' 
en S. Además, el Jacobiano de $ es Dag, y, ya que éste no se anula en N(ty), 
podemos aplicar el teorema de la función inversa (Teorema 7-5) para obtener 
una función inversa alocal» 4° y dos conjuntos abiertos A € N(t) y B E ẹ (S) 
tales que tyc A, bl) e B, B= ẹ (4), WeC' en B, y 


W($(0]=t para cada ten A. 

Definamos ahora 9 = (0, ..,6,) de la siguiente manera : Sit e B, tomamos 
h (0) = ga (h. v(t) para 1<k<n k#2, 

y 0;(f) = f. Entonces para cada t en A, tenemos 


DllD] = salh a PAOLO D = Balta + + s b) = palt), 
siSismhr2 


y 01$(0)] = dalt) = galt). Por consiguiente 
DIS()) = gi) para todo t en A. 


Esto equivale a decir que, en el conjunto abierto A que contiene tọ, g ha sido 
expresada como una función compuesta g = Up, donde (1) deja todos los 
componentes de t fijos excepto f, y 0(1) deja fijo f. Además, 0 es uno a uno 
y 0ÉC' en B. 


Naturalmente, todo esto se apoya en la hipótesis de que Daga(t) + 0. Si, 
se hubiera supuesto que Daga(ty) + O, existiría a su vez un conjunto abierto 
A en el cual g se expresaría como una composición g = fẹ, con la particulari- 
dad de que ahora ẹ(t) dejaría fijos todos los componentes de t excepto tu 
y O(t) dejaría fijo ta. 

Sea ahora X una subregión compacta de g(S) medible-Jordan. La imagen 
inversa g"[X) es entonces un subconjunto compacto de S. A cada ty en 
gX), corresponde un conjunto abierto A que contiene t en el cual g es una 
función compuesta de la forma g = tẹ, donde ẹ(t) deja fijos todos los com- 
ponentes de t excepto uno, al cual 6t) deja fijo. (No se pierde generalidad al 
suponer que cada uno de tales conjuntos abiertos A es un intervalo abierto.) 
Al variar ty sobre el conjunto g-"(X), esos intervalos abiertos A forman un re- 
cubrimiento abierto de g"X(X) y (por la compacidad) un subconjunto finito 
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de esos intervalos, 40, -... AV), recubren g Y(X). (Podemos también supo- 
ner que esos intervalos no tienen parte común.) En correspondencia, 

una colección finita de funciones vectoriales 6®,..., 0% y $®,... qa 
tales que 


ai 019% (91 


para cada t en A%. Según el Teorema 7-2, tenemos la fórmula producto 
JASOAN, (k= 2 oap) 
que relaciona los Fenil. Es importante observar que este producto es 
independiente de 
mos por m= g(4™) la imagen del intervalo A™ obtenida por g. 


Designe 
(Ver Fig. 10:5) La hipótesis de que g es uno a ano en S implica que ls con- 
juntos 7% ,..., TY) no tienen parte común. Además tenemos 


X cT y. u TO c gS) 


Por consiguiente, si X es medible-Jordan, podemos escribir 


07 r 
[0% E fa o s, 


Peg F(x) = f(x) si xe X, y F(x) = 0 si xeg(S) — X. La demostración 
del teorema será completa si se demuestra que la fórmula de transformación 


» Í Fo) da jf FIKO) eat 
ad ao 


es válida para cada 4=1,2,..., $- 


Prescindiendo de los superíndices, supongamos que g = 0$ en un inter- 
valo cerrado A y sea B= (4). Entonces T = g(4) = 0(8). Para cada x 
real, sean: 


TW (tte) Ba) = (tte Bt =a) 
En consecuencia T(x) = 0[B(x)]. Consideremos también, 

e=int (h (Y IteA), d = sup (fa M te A). 
Según el Teorema 10-21 podemos entonces escribir 
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jove i 


En la integral externa reemplazamos la variable de integración x, por ty. 
La integral interna es una integral (n — 1)-ple a la que aplicamos la hipótesis 
de inducción, haciendo el cambio de variable x = 0(u) (que únicamente afecta 
a los n — 1 primeros componentes de u). Esto nos da 


10) f Faar = f ye FA Uta db Ju 


Escribamos ahora A=(4,,D,]X...X (Aa, da] y An=[0,D:]X +»: X [an1 Da-1) 

Asimismo, para cada u con los componentes stn- fijos pongamos 
Br(u) = (da(4)| an < ua < bu). Invirtiendo el orden de integración en 10), 
obtenemos. 


n) fro dx 4, ls Fl) | Jy(u)! duin Ju ara Mamah- 


Hacemos ahorá el cambio de variable unidimensional u, = $,(f) en la inte- 
gral interior y sustituímos las variables de integración Mp,..., Un-1 por 
h, con lo que 11) se convierte en 


+2) dlan 


[ens f j [ if "FEOEO 17001 vor). ud 


-J Figi) Jel dt. 
la 


Aplicando un razonamiento análogo a cada una de las integrales de 9) queda 
demostrado el teorema. 


El Teorema 10-30 puede usarse para dar al Jacobiano una interpretación 
geométrica, 


10—31 Teorema. En las hipótesis del Teorema 10-30, tenemos 
E(X) = ely! (Y), 


donde Y es cualquier subregión compacta de S medible-Jordan, X = 
=8(Y), e yc Y. 
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1 
Fab. 10-5 Demostración del Teorema 10:30 cuando n = 2. 


Demostración. Si tomamos f(x) = 1 para todo x en X, del Teorema 10-30 
se obtiene 


qx J, POS 


Ya que Y es conexo, la conclusión se deduce inmediatamente del Teorema 
10-28. 


Nora. La fórmula del Teorema 10-31 demuestra que el valor absoluto 
del Jacobiano es, en cierto modo, un « factor de dilatación local » para el con- 
tenido Jordan. 


10-10 Integrales de línea. La integral múltiple ha sido introducida como 
una generalización de la integral Riemann unidimensional /2 f(x) dx, Existe 
otro modo de extender la noción de integral en el cual el intervalo (a, b] se 
reemplaza por una curva en E, descrita por una función vectorial a = (a, 

, a). En esta generalización el integrando es una función vectorial 1 = 

(as  » fh) definida y acotada sobre esta curva y el resultado de la integral 
se llama integral de línea o integral curvilínea, y se designa por /t-da o mediante 
algún símbolo parecido. En este símbolo el punto se utiliza para sugerir un 
producto interior de dos vectores. En realidad, las integrales de línea pue- 
den considerarse como una generalización de las integrales de Riemann- 
Stieltjes en las que el integrando f y el integrador a son funciones vectoriales, 
Las integrales de línea se presentan de manera enteramente natural en ciertos 
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tipos de problemas físicos relativos a campos vectoriales. Por ejemplo, el tra- 
bajo realizado por un campo de fuerzas f al mover una partícula a lo largo de 
la curva definida por a, resulta ser el valor numérico de la integral de línea 
St da. 


Las integrales de línea se definen así: 


10—32 Deemución. Sea I una curva en E, descrita por una función vectorial 
continua a = (a, ..., a.) definida en [a, b). Sea 


Plot, 


una partición de [a, b) y supongamos que v c [hy h]. Si 


m (heeh) 
junción vectorial definida sobre Y, formemos la suma de productos 
interiores 
12) S(P, t, a) = Si vn) 7 + falta) — alfa). 
i 


Decimos que existe la integral de línea de Y respeclo a a a lo largo del 
camino Y [a] si existe un número real A que tiene la propiedad siguiente : 
Para todo e > 0, existe una partición P, de [a, b] tal que para toda 
partición P más fina que P, y para toda elección de los puntos va en 
[ima ta), se verifica 


lA — S(P, t, a)| < e. 


Cuando un tal número A existe, es único y se representa con el símbolo 
drut * da. Definimos también 


f tia- toda. 
rial Tia) 


Nora. Six = a(a) e y = a(b), escribimos también fryen lugar de Sr 

Observemos que en el caso particular n = 1, la Definición 10-32 coincide con 
la de la integral de Riemann-Stieltjes dada en el Capítulo 9. Para un n cual- 
quiera, el siguiente teorema relaciona las integrales de línea con las de Riemann- 
Stieltjes. 


10—33 Teorema. Sea T una curva en E, descrita por una función vectorial 
continua a = (a... „o) definida en [a, b), y sea T= (fi... fa) 
definida y acotada sobre I. Tenemos entonces 
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15) vi toda= Y | 101014010 
hm Aide 
siempre que exista cada una de las integrales de Riemann-Stieltjes del 
segundo miembro. 


Demostración. Ia suma 12) que define S(P, f, a) puede escribirse en la 
forma 


sip.) = Y Y platodia) ao): 
A 


La demostración se obtiene observando que, para cada r, la suma interior es 
una suma de Riemann-Stieltjes que aproxima 2 /,(a(()) da(t). 

Nora. En la mayoría de integrales de línea que se presentan en la prác- 
tica, T es rectificable y 1 continua sobre I. En tal caso, el Teorema 9-26 ga- 
rantiza la existencia de cada integral del segundo miembro de 13). 


Como consecuencia del Teorema 10-33, también se usa la notación /¡da, + 
+ +. + Jada, en lugar del símbolo f - da que aparece bajo el signo integral. 
Para las curvas en Ep, es corriente escribir las ecuaciones paramétricas de I 
en la forma 


a, yen) asish 


De acuerdo con esta notación, si a es la función vectorial definida por 
al) = (0). y0). 


la integral de linea frut » da se escribe en la forma ryf dx + fa dy- 


Nora. A pesar de la aparente semejanza, la integral compleja de contorno 
FraF(e) de de la Definición 9-56 es conceptualmente distinta de la integral 
curvilínea real obtenida poniendo n = 2 en la Definición 10-32. No obstante, 
existe una conexión entre los dos tipos de integrales. (Ver el Ejercicio 10-21.) 

Ya que la integral de línea se define esencialmente en la misma forma que 
la integral Riemann-Stiltjes, no es sorprendente que muchas propiedades 
de las integrales de Stieltjes subsistan para las integrales de línea. En particular, 
la linealidad 


[curo dem af, toda+cs] g-da 
irm Tiai a 
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se deduce como en la demostración del Teorema 9-2. Tenemos también la 
siguiente propiedad aditiva análoga a la del Teorema 9-4: 


10—34 Teorema. Representemos por Y una curva descrita por una función 


vectorial a y supongamos que Pía] = Dla] + Pala). Siempre que 
existan dos de las tres integrales 14), la tercera también existe y tenemos 


14) Lee- nerf 1- da. 
sa 


La demostración es análoga a la del Teorema 9-4. 


El efecto de sustituir el integrador a por un integrador equivalente es, a 
lo sumo, un cambio de signo, como indica el siguiente teorema ; 


10—35 Teorema. Seana yP dos funciones equivalentes que describen la misma. 
curva T’. Si existe fryt - da, también existe entonces Sri 1-dB y tenemos 


[o 


donde e vdlido el signo más si la] = = TB] y el signo menos si Pla] = 
rl. 


dl dotación EEE E EE E cido el 
Teorema 9-7. Los detalles se dejan al lector. (Ver Ejercicio 10-22) 


Para las curvas recificables es muy útil el siguiente teorema para calcu- 
lar aproximadamente el valor absoluto de una integral de línea. 


10—36 Teorema. Sea P una curva rectificable de longitud A(T) descrita 
por una función continua a definida en (a, b). Si Y está definida y 
acotada sobre T', o sea que [I(x)| < M para todo x de T, y si fryt - da 
existe, tenemos 


| f 1.40 atam. 
< |a] |b], cada suma S(P, f, a) 


Demostración. Debido a la desigualdad | 
de 12) satisface la relación 


ISP, 1, o)l <M $ Jat) — alt-l < MAC). 
a 


Luego, |/5i t- da] no puede superar a MA(P). 
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10-11 Integrales de línea con respecto a la longitud de arco. Sea P una 
curva simple rectificable, de longitud A(T), descrita por una función a defi- 
nida en (a, b). Existe una función B, definida en (0, A(T), tal que af 
B[s(1)), donde s es la longitud de arco, definida por s(x) = A, (a,x) si 
a < x < b, s(a) = 0. (Ver Ejercicio 8-11.) Puesto que f es propiamente equi- 
valente a a, podemos escribir frut + da = frg f. dB si existe una u otra de 
las integrales, Por otra parte, tenemos también 


s an 
Í da Y Y O AON 
nn Ah 
naturalmente, siempre que exista cada una de las integrales de Riemann- 
Stieltjes del segundo miembro. Si la función $ es regular a trozos, la integral 
puede escribirse también como una simple integral de Riemann, ya que 
tenemos 


nD ND 
15) 2 f IBUS IAS) ds == f MB(9)) + (5) ds, 
i o 


donde Y! = (8... , Bi). La integral de Riemann del segundo miembro de 
15) se representa con frecuencia por el símbolo fpf - B'ds y se la cita como una 
«integral de línea con respecto a la longitud de arco». Así pues, la igualdad 


AD 
Jees- 18001) + Pls) ds 
r 


sirve para definir el símbolo del primer miembro, siempre que exista la integral 
del segundo. 


10-12 La integral de linea de un gradiente. El teorema fundamental del 
cálculo integral consiste en la fórmula 


f'ras = fib) — Na). 


La importancia de esta fórmula desde un punto de vista teórico, radica en 
que establece una conexión entre la diferenciación y la integración Riemann. 
También es útil para el cálculo, porque nos proporciona un método elegante 
para la evaluación de una integral de Riemann en función de una expresión 
que implica tan sólo los extremos del intervalo [a, b), siempre que el inte- 
grando sea una derivada. En el próximo teorema obtenemos un resultado 
análogo para las integrales de línea. 


10—37 Teorxa. Sea Y continua en una región abierta S c En, y supon- 
gamos que existe una función real $ tal que $ e C'en S y que 
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Nx) = Vá(x) para lodo x de S. En estas condiciones, para todo par 
de puntos x e y de S y para toda curva T regular a trozos en S que una x 
con y, tenemos 


[o viim- 40. 
ha! 


donde a e T(x, y). 


Nora. Una función real $ tal que 1 = Vé se dice que es una función po- 
tencial de la función vectorial f. 


Demostración. Sea a = (ay, ... , aa) una función regular a trozos definida 
en [a, b) tal que a describe T y a(b) = y. Escribamosa' = (aj, ..., a!) 
y subdividamos a, b) en un número finito de subintervalos [f,, +) tales que 
a' sea continua en cada intervalo abierto (f, fa), a = tọ < h < +++ < im = b. 
Definamos una función real F en [a, b) mediante la ecuación 


F= gah si tela ò), 
Según la regla de derivación de las funciones compuestas, la igualdad 
10) FU = VAa] > (0) = Hal) +) 


es válida en cada intervalo abierto (f, 4). En virtud del Teorema 10-33, 
tenemos 


m) Les tdas È f tem an, 


y, según el Teorema 9-8, 


18) 


(0) de = sf heal) 00 de. 

Combinando 16), 17) y 18), obtenemos 

» fa Tiha E è rar È (E Fia) 
hami a 


= Flo) — Fla) = $0) — 

Nota. Observemos que el valor de la integral del Teorema 10-37 es inde- 
pendiente de la curva T utilizada para unir x con y (con tal de que I sea regular 
a trozos). Debe hacerse notar especialmente que esta propiedad es suficiente 
para establecer la existencia de una función potencial $, como indica el teorema 
que sigue: 
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10—38 Teorema. Seat = (fy -. - , fa) continua en una región abierta S € En. 
Sea Xy un punto fijo en S. Para cada x de S y para todo par de curvas 
poligonales T, y T, en S que unan x, a x, supongamos que se verifica 


[eef w 


dra dra 


siempre que a e Ty(xo. x) y Bc Talt, x). Entonces existe una función 
$ tal que $e C' en S y que t(x) = Vẹ(x) para todo x de S. 


Demostración. Para cada x de S, sea T' una curva poligonal en S que una 
x,a x (una tal poligonal existe, ya que S es poligonalmente conexo) y definamos 


-f tda, 
ru 


donde a e PK. x). Por hipótesis, el número 4(x) está completamente determi- 
nado por x y no depende de la poligonal utilizada para unir x, y x. Comple- 
taremos la demostración probando que existe cada una de las derivadas 
parciales Dib(x) y que es igual a f(X), k=1,2,..., n. 

A tal fin tomemos un entorno N(x; 3) € S, sea à un número real que satis- 
faga 0 < IA] < 3, y consideremos el cociente de incrementos 


dia + am) — 400, 
» 


(Como de costumbre, us es el k+ésimo vector coordenado unitario.) Por la 
aditividad de la integral, podemos escribir 


dt — ta = f t. da, 
Iraan. 


donde la curva T que une x y x + àu, es cualquiera con tal de que sea una 
poligonal contenida en S. Un tal camino puede venir dado como sigue: 
a= (Artem, donde OSI SL 


La curva así descrita es un segmento rectilíneo que une x a x + Mh, y por lo 
tanto está contenida en N(x; 3). Cada componente de a posee una derivada 
continua en (0, 1) dada por 


admo siigt, N= sitelo, 1). 


Por consiguiente podemos escribir 
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saj 
gtm) — 40 if tat) Jr e 


E 


3 
- af, estra suna, 


donde g(t, 3) = fa[(1 — 1)x + {x + 244]. Puesto que g es continua en el rectán- 
gulo cerrado 
osis, -<a sdl, 


podemos aplicar el Teorema 9-35 para obtener 


1 A fr 
sm [sera e | a. 


Esto prueba que 


(a) (k=. 


y por tanto Vá(x) = I(x) para cada x de S. 


Naturalmente, la función potencial $ así construida depende de la elección 
del punto Xy. Si y es otra función tal que Vp = f, entonces V($— y) = 0 
en toda la región S y esto significa que é y y pueden difererir a lo sumo en 
una constante aditiva. [¿Por qué?] 


10-13 Teorema de Green para rectángulos. En el caso bidimensional existe 
un teorema análogo al fundamental del cálculo integral que expresa una in- 
tegral doble ¡./(x, yld(x, y) como una integral de línea tomada a lo largo de 
un camino cerrado determinado por la frontera de R, siempre que el inte- 
grando f sea una derivada parcial. Este resultado es atribuido corrientemente 
a O. GREEN (1828) y se conoce como el teorema de Green. [De hecho, apareció 
mucho antes en los trabajos de Gauss (1813) y LaoraNGE (1760).] 

La demostración del teorema de Green no ofrece dificultades especiales 
cuando la región R es de tipo más bien sencillo tal como un rectángulo o un 
disco. Finalmente, demostraremos el teorema de Green para toda región R 
de E, limitada por una curva de Jordan rectificable. Por el momento, sin em- 
bargo, nos limitaremos al caso en que R es un rectángulo, 


10—39 Teora. (Teorema de Green para rectángulos). Sean P y Q dos fun- 
ciones reales definidas y continuas en un rectángulo cerrado 


R= (a, b) x [e d). 
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Supongamos que existen las derivadas parciales D/Q y D¿P y son aco- 
tadas en el interior de R y también que existen las dos integrales dobles 
Sa DOl% y) dix, y) e Sa D:P(x, y) dlx, y). Si (a, ay) € F(R), donde 
T(R) es la frontera de R orientada positivamente, existe también la in- 


tegral de línea 
f ruc+04 
ho 
y tenemos 
20) fun = D,P(x, lx, y) -f P da, + Q day. 
A hu 


Nora. Corrientemente esta fórmula se escribe de la manera siguiente : 


IE ee- harto 


Demostración. Cuando g =Q y h= P, las hipótesis del Teorema 10-22 
quedan satisfechas. La conclusión del Teorema 10-22 es entonces 


21) fos — D,P) d(x, y) -f [0(b. y) — Qla, y)) dy 
. 
= f! Pea- Peona 


Por otra parte (utilizando la notación de la Definición 9-70), tenemos T(R) = 
T(A, B) + TAB, C) + Ps(C, D) +T4D, A) y por lo tanto 


m aa atico tÍ, 
hu rum dino "Lricon Lao 


El camino T,(4, B) es descrito por la función a = (a, a), donde a;() =4, 
af) =c, a < t <b. (Ver Fig. 10-46) 


Así, el Teorema 10-33 da D = (a, d) C-bd 
P. + 
funzt“ | t 


Del mismo modo, encontramos 
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; 7 s 
j -f 90.1 at, Í --f Pd de 
huso” e hucm h 
' 
i e f ATA 
hina” de 


Combinando estas integrales como se indica en 22) y comparando con 21) 
encontramos inmediatamente la conclusión del teorema. 


10-14 Teorema de Green para regiones limitadas por curvas rectificables 
de Jordan. Entenderemos por región de Jordan, la reunión de una curva 
rectificable de Jordan (en E,) con su interior. En este párrafo probaremos 
que la fórmula 20) del teorema de Green es válida siempre que R es una re- 
gión de Jordan. La demostración del teorema de Green para rectángulos fué 
particularmente sencilla porque pudimos expresar la integral doble y la in- 
tegral de línea de 20) mediante integrales de Riemann. Es evidente que este 
método surtirá efecto para otras muchas regiones (por ejemplo, círculos o 
polígonos). Sin embargo, no disponemos de teoremas que nos permitan calcu- 
lar la integral doble o la integral de línea de 20) cuando R es una región ar- 
bilraria limitada por una curva rectificable de Jordan. Por lo tanto, una de- 
mostración del teorema de Green con este orden de generalidad requiere 
un método distinto. Los tres teoremas siguientes preparan el terreno para 
tal demostración. 


10—40 Teorema. Sea T una curva de Joraan rectificable en E, descrita por 


una función vectorial a = (a, a). Si A(T) es la longitud de T y P 
es una función real definida y continua en T, tenemos 


Us! 
ra 
donde M y m representan, respectivamente, el máximo y el minimo 
de P sobre P. 


Nora. Es válido un resultado parecido para la integral frw Pday. 
Demostración. Si c es una constante, tenemos fry cda, = 0. Luego 


Tomando c = }(M + m), tenemos |P(x, y) — c| <¿(M — m) para cada 
(x, y) sobre I, y aplicando el Teorema 10-36 se deduce el resultado que se da 
en el enunciado. 


¿Mm AD), 
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10—41 Teorema. Sea T una curva simple vectificable en E, (de longitud 
A(T). Para cada h> 0, designaremos con T(h) el conjunto de puntos 
del plano cuya distancia a Y no supera a h. Esto es, 


T() = {xix c Epix — y| <A para algún y sobre T} 


Entonces T(h) tiene contenido exterior de Jordan no superior a ah + 
2 A(T). 


Demostración. Si T es un segmento rectilíneo, la región T'(4) es la reunión 
de un rectángulo y dos semicírculos (como se ve en la Fig. 10-7), y en este 
caso el área de T (h) es exactamente igual a x4? + 2h A(T). Si I'es una curva 
poligonal que consta de dos segmentos, el conjunto F'(A) es la reunión de dos 
rectángulos con parte común, dos semicírculos, y un sector circular (como 
muestra la Fig. 10-8, donde el sector está rayado.) 


Wro, 107. TO) cuando T es un segmento, Pao. 10:8. PO) cuando F es una poligo- 
pi e dto 


Puesto que el área del sector circular no supera al área del cuadrilátero 
formado por la parte común de los rectángulos (abcd en la Fig. 10-8), se 
deduce en este caso que: el área de T(A) no supera a zh? + 2% A(T). Puede 
emplearse un razonamiento parecido para demostrar la desigualdad 


<[P()] < ab + 24 A(T) 


para todo polígono P utilizando el método de inducción (como es costumbre, 
(S) representa el contenido Jordan de S). 

Para demostrar el teorema para cualquier curva rectificable I, considere- 
mos un número dado 3 positivo y construyamos una poligonal inscrita P 
con vértices Po Pa. - - - , Pa tal que todo punto del subarco de I que une Pj-, 
con p; esté a una distancia < 3 del segmento rectilíneo L [P;-,, pa]. (Esto puede 
hacerse utilizando un razonamiento análogo al seguido en la demostración 
del Teorema 8-33.) Si un punto está a una distancia < h de I, estará a una 
distancia < h +3 de P. Luego, l'(h) € P(h + 3) y tenemos 
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ETA < eLPA + 89) < mA + B + 2A + DACP) 
S alh + 8t + (h + BAM). 
Fero, ya que 3 es arbitrario, se deduce que debe ser 
ED] < ab? + 2AA), 


como queriamos demostrar. 


Una recta puede cortar infinitas veces 
a uma curva rectificable de Jordan. (Ver 
Fig. 10-9, donde la parte esuperior» de la 
frontera, que tiene por ecuación y = 3° 
sen (1/x), es cortada infinitas veces por el 


eje x.) 
Tha eta descompone la región inte- 
rior de la curva en una infinidad de sub- 
regiones. (Por ejemplo, hay una infinidad 
de regiones sombreadas en la Fig. 10-9.) 
A la vista de este hecho, puede parecer 
sorprendente el descubrir que por medio 


Proa 104, 


de segmentos rectilíneos verticales y horizontales, la región interior de una 
curva rectificable de Jordan siempre puede descomponerse en una colección 
finita de subregiones de diámetro arbitrariamente pequeño, Esto, en realidad, 
es lo que demostraremos en el próximo teorema — un resultado crucial que 
permite una demostración sencilla del teorema de Green en su forma general. 


10—42 Teorema. Dado 3 > 0, designemos con S(8) el conjunto de cuadra- 


dos en el plano xy determinados por las rectas x = mò, y = m8 (m = 
0, +1, +2, ...). Sea R una región de Jordan limitada por una curva 
de Jordan rectificable T', y designemos con T(R) la frontera de R orien- 
tada positivamente. Entonces R puede expresarse como la reunión de 
una colección finita de regiones R, R, sin parte común que tienen 
las propiedades siguientes : 

a) Las subregiones interiores a T' son cuadrados de la colección S(3). 
b) Las restantes subregiones (llamadas regiones marginales) tienen 
fronteras compuestas por arcos de T y segmentos de las rectas x = mb, 
y = mè (siendo m un entero). 

c) Cada región marginal puede incluirse en un cuadrado de lado 28. 
d) Si T(R,), ..., T(R.) son las fronteras de R,,..., Ra orientadas 
positivamente, tenemos T(R) = T(R) + --- +T(Ra). 
€) El múmero de cuadrados de S(3) que tienen puntos comunes con F 
no supera a 4 + 4 A(T)/3, donde A(T) es la longitud de T. 
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Demostración. La idea de la demostración es ésta : En primer lugar, de- 
mostramos que trazando un número finito de segmentos horizontales tomados 
sobre las rectas y = m (m entero), podemos descomponer R en un número 
finito de subregiones, cada una de las cuales tiene una + altura » no superior 
a 28. (La altura de un conjunto A en E, es el sup de todas las diferencias 
y — y”, donde (x, y) € A, (Y, y) e A. La anchura de A se define en forma aná- 
loga.) Trazando a continuación un número finito de segmentos verticales, 
tomados sobre las rectas x =mB (m entero), cada una de las subregiones 
formadas puede aún subdividirse en un número finito de regiones cuya an- 
chura es a lo sumo 23, En cada una de esas operaciones observamos que las 
curvas frontera satisfacen d). 

Para llevar a cabo este plan, sea a = (a, ap) una función que describa T, 
tal que a e T(R). Entonces a, y ap son funciones continuas de variación aco- 
tada definidas en un intervalo (a, b). Designemos por y, € y, el mínimo y el 
máximo, respectivamente, de az en [a, b), y supongamos y, = alf), Ya = Gall). 
Sean p, = a(h), Pa = a(t) los correspondientes puntos sobre I. Si y, — y, < 28, 
no es necesario trazar rectas horizontales. Por consiguiente supongamos que 
Ya — Y > 28. Existe entonces un entero m comprendido entre y,/8 +} e 
Yald — t, que verificará 


23) m-y>8% y y-m8>32 


Puesto que y, < m8 < ya, la recta y = mb corta a I (por lo menos dos veces), 
Queremos demostrar ahora que existe un segmento 1,(u, v] de la recta y = má 
que forma, con T, dos curvas de Jordan rectificables T, y Tp, con p, sobre 
T, y Pa Sobre Tp, de modo que F; n P¿=L(u, v}. 

Sea C, un arco que une p, con un punto q, interior a P, estando q, debajo 
de la recta y = mó y siendo cada punto de C, (excepto p) interior a P. (Esto 
es posible según el Teorema 8-41.) También podemos suponer que C, no corta 
la recta y = mb. Análogamente, sea C, un arco que une p, a un punto qe 
interior a I y situado por encima de la recta y = m3. Ya que q, y q, son 
ambos interiores a P, pueden unirse mediante una poligonal C interior a T 
y podemos suponer que ningún lado de C coincide con una parte de la recta 
y = mè. (Ver Fig. 10-10.) El polígono C debe cortar y = mè por lo menos 
una vez (ya que q, y q, están en distinto semiplano respecto de la misma). 
Si p es un punto de intersección, existirá un segmento + máximo » L (u, v) de la 
recta y = mè que contiene p tal que u c T, v cT, y además que el segmento 
abierto L(u, v) sea interior a T. Únicamente puede existir un número finito 
de tales segmentos, ya que C tiene tan sólo un número finito de puntos comunes 
con la recta y = mb. Pero debe existir por lo menos uno de tales segmentos 
sobre el cual C tenga un número impar de intersecciones con y = m8. [¿Por 
qué?) Utilizando tal segmento, es evidente que L(u, v] forma, con Y, dos 
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F10, 10-10, Mustración de la primera parte de la demostración del Teorema 10-12. 


curvas de Jordan rectificables T, y F, una de las cuales contiene p, (llamemos 
a esta T,) y la otra contiene pa, Además estas curvas forman las fronteras 
de dos regiones R, y R, cuya reunión es R. Las fronteras orientadas positi- 
vamente T(R,) y P(R¡) de R, y R, son tales que T(R) = F(R,) + T(R). 

Escribamos ahora »(1') para representar la variación total de a, en el in- 
teryalo paramético de Y, y defizamos los números HT) y Hs) de manera 
análoga. Consecuencia del método seguido en la construcción de I}, y T4, 
resulta 

AL) +AT) = 0). 

Además, haciendo uso de las desigualdades 23), obtenemos v(P) > 3 y 

«(Py > 8. Por tanto, 


B<- y 8< oT) ST) 8. 


Sila altura de una de las curvas, por ejemplo de I}, es > 28, podemos re- 
petir la construcción anterior reemplazando T por T}, y llegar a una nueva 
curva T; para la cual tengamos 


8 <T) <T) — 8 < oT) — 2. 
Después de % operaciones, llegaríamos a una desigualdad de la forma 
<o) A, o (k+ 1)8 < oT) 


Por lo tanto, el número k es limitado y este proceso no puede continuar 
indefinidamente. Esto es, tras un número finito de operaciones, todas las 
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curvas obtenidas mediante la construcción anterior tendrán una altura < 23. 
Las correspondientes regiones limitadas por tales curvas (en número finito) 
también tendrán altura < 28. De la misma manera, podemos dividir cada 
una de esas regiones por medio de segmentos verticales tomados sobre las 
rectas x = m3 (m entero) para completar la demostración de las partes a), 
b), €) y d) del teorema. 

Para demostrar la parte e), consideremos N = [A(P)/3] y descompongamos 
T-en N arcos de longitud 3 y (posiblemente) un arco de longitud < 3, Cada 
arco atraviesa a lo sumo cuatro cuadrados de SẸ) y por tanto el número de 
cuadrados de S(B) que tienen puntos comunes con T es a lo sumo 4(N + 1) 
<4+4A(1)8. 


Es ahora muy fácil probar el teorema de Green en la forma general siguiente : 


10—43 Teorema. (Teorema de Green para regiones limitadas por curvas de 
Jordan recliicables). Sean P y Q dos funciones reales definidas y 
continuas en una región de Jordan R limitada por una curva de Jordan 
rectificable T. Supongamos que las derivadas parciales D;P y D; 
existan y estén acoladas en el interior de R y que existan las dos integrales 
dobles fr DQ (x, y) d(x, y) e Sr D¿Plx, y) d(x, y). Si a(a,, as) € T(R), siendo 
T(R) la frontera de R orientada positivamente (ver Definición 9-69), 
existe entonces la integral de línea frin P da, + Q da, y tenemos 


f [D,Q(+. y) — DiPlz, y)) d(x, y) =j P da, + Q day. 
r ru 


Demostración. La fórmula del teorema de Green es equivalente a las dos 
fórmulas 


- f DPen aen -f,, 24 
lx un 


Jroen- Ji Qda 
z Inm 


Demostraremos la primera de estas fórmulas. (La demostración de la segunda 
es semejante.) 

Fijado 3, consideramos el conjunto S(3) de cuadrados determinados en el 
plano xy por las rectas y = mò, x = mè (m = 0, +1,+2, ...), y descom- 
pongamos R en un número finito de subregiones sin parte común como se 
ba descrito en el Teorema 10-42. Designemos por Ry, ... , Ra aquellas subre- 
giones que son cuadrados de S(3) situados enteramente dentro de la fron- 
tera P de R, y por Rig.» R as regiones masginaes La reunión de las 
regiones marginales la llamamos Ts. 
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Ya que ningún punto de una región marginal está a una distancia de T 
mayor que 234/2, debe ser Ts c T(234/2) (enla notación del Teorema 10-41), 
y, por lo tanto, podemos escribir 

aTa) SEND) < BVI + VIAT), 
donde A(P) es la longitud de T. 

Sean A una constante tal que |D,P(x, y)! < A para todo (x, y) de R y 
B = 16 + 17A(T). Fijado e > 0, podemos elegir 3 > 0 (que depende de e) de 
modo que sea 3<1 y que 

MAVI + VIND) < g 


Designemos por Mp y mp el máximo y el mínimo de P en la subregión Rp. 
Por la continuidad podemos también suponer que 3 se elige de modo que 


A o PaA 
Para este 8, tenemos 
i 
u) | f Dipa da) Y JA arde. | 
A Fade 
| 
-| Dipi den) |< 4T <3. 
3 
También, por el Teorema 10-40, tenemos 


25) 


174 ex 
š rals} E M,- mpap <p Y AT) 
¿das EZ AE E, SU 


donde T, es la frontera de Rp. Cada arco Ip se compone de porciones de P y 
porciones de los lados de cuadrados del sistema S(3). Según el Teorema 10-42, 
a lo más 4 + 4A(1)/8 de esos cuadrados tienen puntos comunes con I, y 
podemos, por tanto, escribir 


E MT) SAM + ue + se) 
ran 
= 168 + 17AT) < 16 + A(T) = B. 
Por consiguiente, 25) implica 


> 


<p 
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[rex f, rr E f ro 
Pa e dr 


la última desigualdad implica 


Lara El, rel 
ru dra I 


Aplicando el teorema de Green a cada cuadrado R(p = 1, 2, 
tramos 


28) 


» k), encon- 


Ef, Pas- 
Blia A 


Combinando ésta con 24) y 25), obtenemos 


forman f ran <e 
r uo 
Y siendo e es arbitrario, esto prueba que — fx D¿P(x, y)d(x, y) = frim Pda, 


Esta demostración del Teorema de Green fue publicada en 1951 por D. H. 
Ports (Journal of the London Mathematical Society, Vol. 26) y en parte está 
basada enideas debidas a T. ESTERMANN, K. HU, J. RIDDER, y S. VERBLUNSKY, 


D,P(x, y) d(x, y). 


10-15 Independencia del camino. 


10—44 Dermvición, Sea Y una función continua en una región abierta S de 
E, y sean p y q dos puntos de S. Se dice que la integral de línea fripa tda 
es ir fiente del camino en S si 


/ toda f 1d 
Tow dras 


para todos los caminos a yẹ que 
describen curvas T y Y, tales que 
TES, T, c S, ac Tip, g), Be 
Tlp, 4). (Ver Fig. 10-11) Foma 10-11. 


Una parte importante de la teoría de las integrales de línea trata la cuestión 
siguiente: ¿Para qué funciones continuas tla integral frgt-da es independiente 
del camino para toda elección de p y q en S? Esto equivale a preguntar por 
aquellas funciones continuas f cuya integral de línea es cero a lo largo de 
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todo camino cerrado en S y es ésta una cuestión demasiado difícil para discutir 
aquí en su máxima generalidad. Sin embargo, puede ser contestada por com- 
pleto si insistimos en que las curvas utilizadas en la integración sean regu- 
lares a trozos. Adoptaremos esta restricción en el resto de este párrafo. Se 
deduce entonces, del Teorema 10-37, que una condición suficiente para la inde- 
pendencia es la existencia de una función potencial $ tal que f = V$. Por 
otra parte, el Teorema 10-38 demuestra que esta condición es también ne- 
cesaria, 


En la práctica puede ser dificil determinar la independencia estableciendo 
la existencia de una función potencial. Vamos a considerar aquí una prueba 
mucho más útil para determinar la independencia (que no implica integra- 
ción ni construcción de funciones potenciales). No obstante, para esta prueba 
exigimos que el integrando f sea diferenciable con continuidad en S. 

Ante todo, deducimos una sencilla condición necesaria para la existencia de 
una función potencial. 


10—45 Trorexa., Supongamos que Y = (fy, . .., la) € C' en una región abierta 
S de En. Si“existe una función real $ tal que I(x) = VH(x) para cada x 
en S, las derivadas parciales de los componentes de Y satisfacen las 
igualdades siguientes : 


En DAL) =D ID ES ¿Rd ii hm 
Dy. La hipótesis t€ C” 


, 1, i + j. Dela relación 
„i $, obtenemos de manera inmediata la conclusión. 


Demostración. Puesto que 1=Vé, tenemos fy 
implica Diy $ = Dj, $ para cada par i, j = 1, 2, 
Dh = 


Naturalmente, en virtud del Teorema 10-38, las n(n — 1)/2 igualdades de 
27) proporcionan una sencilla condición necesaria para la independencia del 
camino. Sin embargo, lo que en realidad necesitamos en las aplicaciones es 
una condición suficiente para tal independencia. Las ecuaciones 27) ya dan 
una tal condición, siempre que impongamos una restricción a la «estructura » 
dela región S. Para ver que es necesario cierto tipo de restricción, consideremos 
el siguiente ejemplo en Ez. 


EJEMPLO. Sea S= ((x, y)l} < X, +yz <2) un «anillo» abierto como 
se muestra en la Fig. 10-12. Definamos en S dos funciones reales f, y fẹ 
como sigue: 


MEA = a Han = 


FFF 
Con un sencillo cálculo vemos que 


284 INTEGRALES MÚLTIPLES E INTEGRALES DE LÍNEA 


Dile = ap Dd 


para cada (x, y) en S. 


Consideremos los dos puntos A = (1, 0) y B = (0, 1). Una curva T, en S 
que une A y B es el arco de círculo descrito por 


HO cost, y= 01Sa 


Como tenemos 
hai. y) = sent, hilal. y0) = cost, 
xr) = sent, y = cost, 
resulta 


J hi+hiy [iisa 
hum h 


Las mismas funciones x e y definidas en el intervalo [x/2, 2x] describen otro 
arco de círculo T, en S que une B con A. La integral a lo largo de Py desde 
A hasta B es 


Así pues dos caminos que unen los mismos puntos A y B producen valores 
distintos para la integral de línea aunque las ecuaciones 27) se satisfacen en 
toda la región S. 

Este ejemplo demuestra que el recíproco del Teorema 10-45 puede no ser 
cierto en general. Únicamente es válido el recíproco para una clase restringida 
de regiones S. En E, las regiones de esta clase se llaman regiones simple- 
mente conexas, que pueden definirse como sigue : 

10—46 Deemción. Se dice que una región S en E, es simplemente conexa 
si, para toda curva de Jordan T en S, la región interior de T'es también 
un subconjunto de S. 

El anillo de la Fig. 10-12 no es simplemente conexa porque la región interior 

del círculo unidad x* + y? = 1 no es un subconjunto de S. Hablando intui- 

tivamente, la conexión simple equivale a la ausencia de « agujeros». 

El recíproco del Teorema 10-45 será ahora demostrado para regiones sim- 
plemente conexas en Ej. 


10—47 Teorema. Supongamos que S es una región abierla simplemente 
conexa en Ey. Consideremos que t = (f, fi) € C' en S y supongamos que 


Difalx) = Difila) 
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para cada x de S. Existe entonces una función real $ tal que t(x) = VA(x) 
Jara todo x de S. 


Demostración, Sea xy un punto fijo de S. Si x es un punto arbitrario de S, 
sean T, y T, dos polígonos escalonados simples en S que unen xy con x. (Tales 
curvas siempre existen a causa de las notas que siguen al Teorema 8-33.) 
Varias porciones de estos dos polígonos pueden coincidir a lo largo de ciertos 
segmentos rectilíneos. Las porciones restantes se cortarán a lo sumo un número 
finito de veces, y formarán las fronteras de un número finito de regiones, 
a las que podemos llamar R,, . . . , Ru. Como se ha supuesto que S es simple- 
mente conexo, cada una de estas regiones R, es un subconjunto de S. En 


% 
Pooma 10-12. Pooma 10-13, 


la Fig. 10-13, se representa un ejemplo. La línea de trazo continuo representa 
T, la línea punteada representa T’, y las regiones rayadas son las Ry, -, Rw. 
Las dos curvas coinciden a lo largo del segmento pq. 

En lo que sigue observamos que la integral de línea de f a lo largo del ca- 
mino cerrado T(x, x) + T(x, xp) es cero escribiéndola como una suma de 
integrales tomadas sobre los segmentos rectilíneos comunes a I} y T, más 
una suma de integrales tomadas alrededor de las fronteras de las regiones Ra. 
Las integrales sobre los segmentos comunes se anulan a pares (ya que cada 
segmento común es seguido dos veces en direcciones opuestas) y su suma es 
cero. La integral sobre la frontera de cada región R, es nula en virtud del teo- 
rema de Green y la hipótesis Df, = Day Se deduce que 


28) f: tranf t-ap, 
Iris Ira 
donde a e T,(X,, x) y B € Talx, 1). Visto esto, podemos definir 


m-f na 
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donde T es cualquier polígono escalonado en S y ae T(x, x) En virtud de 
28), el número (x) así definido está completamente determinado por x y no 
depende del polígono escalonado particular usado para unir Xy y x. El ra- 
zonamiento empleado en la demostración del Teorema 10-38 puede usarse 
aquí de nuevo para probar que V(x) = t(x). 

Un resultado general análogo al del Teorema 10-47 no es de fácil demos- 
tración en E, (n > 2). El punto crucial en la anterior demostración fue la apli- 
cación del teorema de Green. Por lo que hace referencia a intentar el mismo 
tipo de razonamiento en E.. precisamos de una generalización apropiada del 
teorema de Green de E, a En. Tal generalización existe y, para el caso n = 3, 
se conoce con el nombre de teorema de Stokes, Este se discutirá en el próximo 
capítulo en conexión con las integrales de superficie. 

Por el momento, no obstante, podemos obtener una extensión del Teorema 
10-47 a Es, imponiendo a S la restricción de ser un intervalo n-dimensional. 


10—48 Trorkma. Consideremos t= (f, ..., fa) € C' en un intervalo abierto 
S en En, sea éste 
j S= (0d) X ++ x (am da) 
Supongamos que 
DIA = Dyah, (+ 


para cada x en S. Existe entonces una función real $ tal que W(x) = 
=Válx) para lodo x de S. 


Demostración. La idea de la demostración es ésta. Elejimos primero un 
punto y en S que se mantiene fijo. Para cada punto x de S consideramos l 
integral de línea f(x) de f tomada desde y hasta x a lo largo de una quebrada 
convenientemente elegida y formada por aristas de un intervalo n-dimensio- 
nal que tiene x e y como vértices opuestos. Se demuestra entonces que ¢ es 
función potencial de t. 

El camino de integración no lo describiremos con detalle. En cambio defi- 
niremos $(x) como suma de integrales de Riemann unidimensionales a las 
que se reduce la integral de línea considerada, Es decir, definimos 


t= f " hhety 


+ [tine 0d 


12...) 


man 
h 


fy žy 00 134) dh 


fin paete dl 


INDEPENDENCIA DEL CAMINO a 
Puesto que 1, tan sólo interviene en el límite superior de la primera inte- 
gral, encontramos D,4(x) = f(x). Para j > 1 utilizamos los Teoremas 9-37 y 
9-38 al calcular D,$(%). Por ejemplo, cuando j = 2 tenemos 
Dis -f Dahl ++ 2) dh + hO Tm Rs + ad 


En la primera integral podemos reemplazar Df, por Dif, y calcularla en- 
tonces según el teorema fundamental del cálculo obteniendo 


*) 


Di) -f oner 20 2) de, + hbs 


= [fa (Ee Fae 0%) — fa Wae 00000] E fa Oi Fa +o a Fn) 
=h. 


Para j > 2 el razonamiento es parecido. Para calcular Djé(x) aplicamos el 
Teorema 9-37 a las j — 1 primeras integrales y el Teorema 9-38 a la integral 
de lugar j. Utilizamos después las condiciones D,f;= Dif; en las j — 1 pri- 
meras integrales que pueden calcularse por el teorema fundamental del 
cálculo. Hecho esto, todos los términos se destruyen unos con otros excepto 
uno que es /¡(x). Esto demuestra que D,$(x) = /,(x) para todo j, y por lo 
tanto que Vó(x) = /(x). 


EJmRcIcros 

Contenido Jordan. 

10-1. Sea S un conjunto elemental en E, Su que $ pueda descomponerse 
e don anaras oom una remain de ini Bo ramp DSa 


ejemplo 
UZS a] V..-Y Jy Dantmrgadi) t h aJ) + +» 
T nl). A partir de éste >, deducir mis) Y (T) siem 
a OA AS 
10-2. a), Sea T una curva rectificable en E,. Demostrar que T tiene contenido de 
Jordan n-dimensional nulo. 


b) Sea R una región en E, que consiste en la reunión de una curva de Jordan 
rectificable con su interior. Demostrar que R es medible- Jordan. 


10-3. Extender los resultados de los Ejercicios 9-25 y 9-26 a E,- 


10-4. Sea S un conjunto acotado en E, que tiene a lo sumo un número finito de puntos 
de acumulación. Demostrar que c(S) = 0- 


10-5. Sea f una función real continua definida en a, b]. Designemos por S la grá- 
ten de o SOS AO. Detian due $ ls cate 


10-6. Si S es un subconjunto de E, con contenido exterior nulo, demostrar que para 
todo e > 0 existe un 3 > 0 tal que J (P, S) < e siempre que |P] <3. 
Indicación: Utilizar el método sugerido en la indicación al Ejercicio 9-4.) 
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Integración múltiple. 

10-7, Sea una función real definida en un conjunto S de En ta) 
pateras. auaa tente de [a 3 me dedine o d Aene Aa 
junt 


Wr 


a aos sl 

S es una región medible; el con- 
A pe 3 dene e dam. 
10) dl...» xa). nterpretas este problema geométricamente cuando n = 1 


si 


yas 
l$ Sen / una función definida en el cuadrado unidad R= (0, 1) x [0,1] como 
igue f 


1, six es racional, 
2y, si x es irracional. 


a) Calcular la oscilación de / en cada punto interior de R. 

b) Si 0 <e < 1, calcular ¿(J,). (Je se definió en el Teorema 10-13.) 
c) Demostrar que f, (5 f(x, y) ds) dy existe y encontrar su valor. 
d) Demostrar que f; ( /x, y) dy) d existe y encontrar su valor. 

€) Demostrar que [g/(x, y) dix, y) no existe. 


10-9. Para cada número racional x # 0 en (0, 1), x = pig (irreducible), sea S(x) el 
Fra cola mo #0 en (0,1), r= pl ), sea Sta) 
e) 


sm- (6| 012 


Consideremos S(0) = ((0, 0)). Si (ry. 3» ---) a ` 
foerman 5 = (0.0), ) representa el conjunto de los números ra- 


1.9) 


S= Ü st 


ami 
Sea f una función definida en el cuadrado unidad R = (1, 0] x [1, 0] como sigue: 
lay=0 (yes, Neel si (y) eR—S. 


Demostrar que fi (f; f(x, y) dy) dx = [s (fs Hx, y) dx) dy = 1, pero que la integral doble 
frite, y) dlx, y) no existe. 


10. 


Si heR en (a, by), R en [ap da), demostrar que 


k he) (an) dl + + a) (f nean) =- 0 Hats) 


donde S= [ap By] X +». X [am Ba). 
otii amuan Tep eJ eR ea y que [da = 0, {S es un subconjunto de Es.) 
o PE ala A e T ada eSEE 
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10-12. Supongamos que fe R en S, siendo S una región de E, y / continua en S. 
Teie Epe s arasa T 


Ja N) dx = Hdl. 


1913, Sea Sumar abierta de E, Designemos por S) e), de: stos 
de S medible- Jordan, Sa T uas fatal Ea de) Des que "tene 


S 
para odo e> CIA teo T d 8y que emi EY 
nido Jordan c(T) positivo y diámetro d(T) < ð, 


=- im EO. 
PA= aiD 
Si / es continua en S, definimos 2d 0) 4%. T€ S. Demostrar que F tiene 
Tan ba 
FI = f(a). 


(Beto puea considerarse como una extensión del Teorema 9-31 TIT) a las integrales 
ES 


10-14, Sea / una función continua en un rectángulo R = (a, b] x (c, d). Para cada 
punt o) interior e. R, definimos EAGER 


rend = f" (frenar) 


Demostrar que Dia F(%, 2) = Dia F(ëy 1) = Hao 2). 
Designemos por 7 la siguiente región triangular en el plano : 
T=(mnosi+is1). donde a> 0, b> 0. 


Supongamos que / tiene una derivada parcial segunda tinua en T. Demostrar 
que an pato (ee 70 en ei seguento que une (ar Sm (0, B) tal que 


Í D af(=, y) dlx. y) = 100, 0) — Ha, 0) + aDi flo, Ya). 


Cambio de variable en una integral múltiplo. 


10-16, Probar que la fórmula de transformación 3) del Teorema 10-30 ea válida si 
el Jacobiano se anula en pa 


(indicación: Taglando la 1030, demostrar que p satisface 
sobre E 
e a OI PE también tiese contenido oero.) 
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sentan Obtener estas fórmulas, como consecuencias 
10.30, En cada caso, describir las restricciones que deben imponere a R y 


a [fre nise f fransman 

v f| fresno -Jf fH cos 0, r sen 0, jr dr d dz. 
è t 

o [| firana 
$ 


= J f frecarna porno greno rsen saranan 
H 


10-17. A a a aae 


Integrales de lnea 

10-18 Sea T una curva en E, descrita por a, siendo a(f) = (x(0, y(0) si £ e (0,1). 
Calcular la integral de linea [py] y de + (Y? — a) dy si 

a) ai) = yi =t b) ai) = Y = P, 

A = ey 01m >0, a) x() = t yl) = sen (at/2). 

10-19. Calcular las integrales de linea siguientes si T'es el círculo unidad orientado 
positivamente con centro en el origen : z 

a) [rar — y) de + (xè + y") dy. 

D) fr (2r — y) de + (e + 3y) dy. 

c) Ír(**— y) ds (s representa la longitud del arco). 

10-20, Sea S bierta en E, simplemente conexa. Si u y v satisfacen en S las 
tentado de Caneiy Semana (ret ¡ése E) Docs que Y sl conf de a. 
a) Si v es conjugada de u, demostrar que — u es conjugada de v. 

b) En el supuesto de que w es armónica en S, demostrar que una función v conjugada 


poa acli de na tl e e rn fe e 
A e e A 


Representar la parte b) si S = Ej, y 
9) ula, y) = o cos 
Y ula) = aè = Bay. 


10-21. Sea T una curva en E, descrita por una función compleja z, siendo z(/) = 
A y das meaa a y reo ie 


m iv. Suponiendo que exista Ia integral de contorno fr u f(a) de, demostrar 
e oi oda hata) que 


dE nde f, udeody rif crudo 
lia rw Jra 
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10-22, Demostrar el Teorema 10-35. 


Teorema de Green. 
10-23, Sea S una Aleta en Er conexa. Supongamos que u y v 
tienen continuas Dye Da, Dv. Dv en S que 
de Cauchy-Riemano, Ves Teorema 024) T'es una curva de J en 
S; hacer uso del Ejercicio 10-21 y del teorema de Green para probar que 

í [Udo =0, donde f= u iv. 

Fo 

es un resultado muy importante en la teoría de variable compleja y se conoce con 

Siate dt irena decia de Coco, Mi em mai. 


Seneta e E RPI 


10-24. Deducir las identidades siguientes : 
» martwi- f l-3) dez pen 
rm 


vih bet 


g)een 


10-25. Cuando existen las dos derivadas (9) e y'() E, AA 
xn Jos puntos en los que a) # 0, representemos por 
“exterior, definido por 


ao = 00.0). 


derivada normal de u, ĝa, se define sobre Y mediante Ia igual- 
aa agara Ssa omg e T, dedat Tas idendads de 


sf ka- (opta + yu - yo) dlr, 3)- 
TR R 


Ya (ž- 


Nora. La parte b) demuestra que 


du J de 
Ha as 
fin tie- fia "E 


cuando w y v son ambas armónicas en R. 


«ja f (ota — syto) dlx, y). 


CAPÍTULO 11 
ANÁLISIS VECTORIAL 


11-1 Introducción. En los capítulos anteriores vimos muchos ejemplos en 
Jos que complicadas fórmulas adquieren formas elegantes y sencillas cuando 
se expresan vectorialmente. Hasta aquí hemos utilizado los vectores, princi- 
palmente, con objeto de lograr tal simplificación, Históricamente, sin embargo, 
el uso generalizado de los métodos vectoriales llegó (hacia fines del siglo 
diecinueve) cuando se encontró que los vectores eran instrumentos idóneos 
para la exposición de ciertos conceptos geométricos y físicos. El estudio de 
tales métodos se llama ahora análisis vectorial y al desarrollo inicial de la teoría 
van asociados los nombres de HAMILTON, GRASSMANN, GIBBS, MAXWELL y 
Havisime. En este capítulo nos proponemos exponer los elementos de esta 
teoría, 


11-2 Independencia lineal y bases en E.. Todo vector x en E, puede expre- 
sarse en forma única como una combinación lineal de # vectores especiales, 
a saber, los vectores coordenados unitarios 


"= (i, O mgm (OL O eer Oee u, = 0,0, s+, 1). 
Efectivamente, si x = (x, ....., xa), tenemos X = 3, t} + «== + %n Un. La uni- 
cidad de la representación resulta del hecho de que 

Aty + eee + = 0 

implica 4 = M} = -++ = A = 0. En este párrafo deseamos investigar la po- 

sibilidad de expresar cada x en E, como una combinación lineal de otros con- 

juntos especiales de vectores. 

11—1 Dermución. Sea B= (b, ..., bn) un conjunto finito de vectores en 
Eù. Se dice que el conjunto B engendra E,, si todo vector en En puede 
expresarse como una combinación lineal de b, . .. , bu. El conjunto B se 
denomina linealmente independiente si, elegidos m escalares cualesquiera 


Ibor 0 implica md O, 
Un conjunto linealmente independiente que engendra En se dice que es 
una base de Em. > 
Así pues, el conjunto (Uy, . , t} es una base de E,. Existen, no obstante 
otras muchas bases. Por ejemplo, el conjunto (4,, 244, 3u, - . ., 114) es tam- 
bién una base de E,. Es evidente que los vectores de un conjunto linealmente 
independiente, deben ser distintos y ninguno de ellos puede ser el vector nulo. 
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Nos referiremos brevemente a algunos hechos referentes a la independencia 
ineal y a las bases en E, (Para las demostraciones, ver $ 2-4, 2-5, de Ref. 11-5.) 

a) Si A es un conjunto linealmente independiente de vectores en E, 
existe una base B de E, tal que A C B. 

b) Toda base de E, contiene exactamente m elementos. 

e) Un conjunto B de n vectores en E, forma una base de E, si, y única- 
mente si, B es un conjunto linealmente independiente, 

Nora. La afirmación b) justifica el referirnos a E, como a un espacio 
ardimensional. 


Si B= (b...,D) es una base de E, y Xc En, tenemos 

» X= EM H H bd 

donde £,, ..., E, son escalares (determinados con unicidad, ya que B es 

linealmente independiente). Los números E,, ...., E, se llamaban los compo- 

sona de as a DURA Eea d p a A MA pinan 
g Aa = OED + ee + O 

pus EEIT PEE ereccion SAAE E prada 

como en el caso en que B = {u, t). Análogamente, si 

2 y=mbh+ + H da 

tenemos x + y = (E, + i)b, + +++ + (E, + 7m)D,. Esto significa que cual- 

piera que sen la base B elegida en E la suma x + y puedo formarse por la 

adición de los componentes correspondientes. 


Cuando consideramos el prođucto interno, la conclusión es ligeramente 
distinta. Si x e y vienen dados por 1) y 2), tenemos 


donde ay; = (b; - Dj). Así pues, x - y es una «forma bilineal » de los compo- 
nentes &; y n, con coeficientes ay determinados por los vectores base de B. 
Existe un tipo importante de bases para las que los coeficientes ay son inde- 
pendientes de B. Estas son las llamadas bases ortonormales. 


11-2 Dermución. Un conjunto de vectores B = (by, ..., ba) se llama or- 
logonal si d;-b; = 0 siempre que i + j. Si, además, cada by es de longitud 
unidad (esto es, d;-D;=1), el conjunto se llama ortonormal. 


Para las bases ortonormales, la forma bilineal 3) se convierte en 
ym Emoto + En 
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Así pues, si nos limitamos a las bases ortonormales, podemos calcular x - y 
operando sobre los componentes con el mismo tipo de fórmula que la empleada 
en la Definición 6-12. En particular, el número x - x = [xi será la suma de 
los cuadrados de los componentes de x, prescindiendo de las bases ortonor- 
males que usemos. 

dere de cis basta por ejemplo (Aj, . 
truir una base ortogonal {b,, ..., b) mediante el Sas rea (aio 
por el método de Gram-Schmidt). Definimos b, = 2, y para m = 2, 3, . 


- , 8), es posible cons- 


orlonormal, es necesario tan sólo reemplazar cada bw por da//Da!. 


11-3 Representación geométrica de vectores en Ey. En el Capítulo 3 se 
definieron los vectores, como conjuntos de n números reales, Cuando n = 2 
ó n = 3, pueden representarse geométricamente mediante el uso de segmentos 
de recta orientados. El segmento rectilíneo que une dos puntos distintos P 
y Q se lama orientado si uno de los dos, por ejemplo P, se llama el origen, 


y el otro, Q, el extremo. Designaremos entonces el segmento por PO y lo re- 
presentamos por una flecha como en la figura 11-1. 


Q (extremo) 


P (origen) 


Fao. 11-1. Segmento rectilineo orientado. Pro. 112. Representación geométrica de un vector. 


` Para representar geométricamente los vectores en E,, se introduce un sis- 
tema coordenado cartesiano rectangular con origen O. Sean A y B dos puntos 
en el espacio de coordenadas (a, ay, 44) y (b, dy, dy) respectivamente. El seg- 
mento orientado AB se toma como una representación geométrica del vector 
X= (Mo Xp 44) si 

asbh- an=bh-4 »=bh- 
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en cuyo caso escribimos x = AB para expresar esta relación. (Ver Fig. 11-2.) 
¡Sabemos por la geometría analítica que el segmento AB tiene como longitud 
JM y cosenos directores iguales a xy/lx), xa/Ix] xa/Ixl. En consecuencia, todo 
segmento orientado que tenga la misma longitud y los mismos cosenos direc- 
tares que AB será una representación geométrica del mismo vector x. Re- 
“efprocamente, dado un vector x = (%,, xy, 13) + O en Ep, el segmento orientado 
OP que une el origen O al punto P de coordenadas (x,, xy, xy) será una repre- 
sentación geométrica de x. El vector nulo 0 = (0, 0, 0) corresponde a un seg- 
mento « degenerado» en el que el origen y el extremo coinciden, A un tal 
«segmento » se le atribuye longitud O pero no tiene cosenos directores. Por 
comodidad, usaremos las palabras « vector » y « segmento de recta orientado », 
indistintamente, entendiendo que no hacemos distinción entre los segmentos 
que tienen la misma longitud y los mismos cosenos directores. 

Las operaciones algébricas con vectores tienen interpretaciones geomé- 
tricas sencillas cuando n = 2 ó n = 3. La suma x + y de dos vectores sigue 
la regla del paralelogramo como se representa en la figura 11-3. La diferencia 
x — y se interpretą en forma parecida. La multiplicación de x por un escalar 
A tiene como efecto multiplicar la lon- 
gitud de x por [a] y los cosenos direc- 
tores de x por ài] (si à # 0). La 
discusión del párrafo anterior hace pa- 
tente que las operaciones de adición, 
multiplicación por escalares, y el pro- 
ducto interior son « geométricamente 
invariantes ». Esto es, no dependen en 
absoluto del sistema de coordenadas 
rectangulares que introduzcamos. 

Indudablemente, el lector está familiarizado con el hecho de que varias 
magnitudes físicas (por ejemplo, fuerzas, velocidades, aceleraciones) pueden 
representarse mediante segmentos de recta orientados. Si, por ejemplo, en 
la figura 11-3, x e y representan fuerzas que actúan sobre una partícula, la re- 
sultante de estas dos fuerzas se representa por x + y. Debido a que tantas 
magnitudes físicas se combinan con la regla del paralelogramo, el análisis 
vectorial ha llegado a ser un instrumento importante en física. 


11-4 Representación geométrica del producto interior en Ey. El producto 
interior x - y de dos vectores X= (2, Xy 2) € Y = (yy Yu Y) en E, es el 


número real x - y = %49, + %41 + fayr En particular, x - x = |x|®. En la 
figura 11-4 se representa geométricamente el producto interior. El teorema 
del coseno de la trigonometria da 


lx — yit = [xit + ly? — 24 iyi cos 0, 


Aalgttricas y 
B) diferencia, ©) multiplicación por escalares. 
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donde 6 es el ángulo (0 < 0 < 180°) comprendido entre x e y. Por otra parte, 
tenemos 


=r x- y + YY 


y, comparando las dos últimas igualdades, encon- 
tramos 


y e 
x» y = |x] ly] cos 5 


3 
Esta fórmula interpreta geométricamente x - y,y [Ò 
demuestra que tal producto no varía con una ro- Acs 
tación de los ejes (esto es, cuando pasamos de ouma. 114, 
una base ortonormal a otra). 


11-5 El producto exterior de vectores en E, Además del producto inte- 
rior a + b de dos vectores (en el cual el resultado es un escalar), existe otra 
manera de multiplicar vectores en E, que es especialmente útil en las apli- 
caciones de análisis vectorial. Este es el producto exterior, representado por 
a X b, en el que el resultado es un nuevo vector en Ey. 


113 Devoción. Sean dos vectores a = (y Gu an) y b= (h da by) en 
Ey. El producto exterior a X b se define como el 


ax bm (0 — aby 05d, — aba, dy — ab 


Nora. Para recordar fácilmente la definición, se escribe el producto a x b 
como un determinante : 


wo o 
4 axb=la m. af, 
b h b 


donde th, up, t son los vectores coordenados unitarios de costumbre. 


A diferencia del producto interior, el exterior es no conmulativo. En efecto, 
tenemos a x b= — (b x a). (Esto resulta inmediatamente de la defini- 
ción.) En particular, esto implica a x a = 0. Por otra parte, un sencillo cálculo 
demuestra que el producto exterior satisface la ley distributiva : 


ax DHe = (ax b) + (a x e) 


Además, tenemos evidentemente (2a) x (xb) = Qu)(a x b) para todas los 
escalares 2 y p 

La longitud de a x b se determina fácilmente mediante el siguiente 
teorema : 
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ajib]? 


la x bit = (aba — ab)? + (ab, — ab)" (da — abt. 
= (ol + at + api +33 +00) 
— (ab, + aby + ab)". 


Comparando estas igualdades se obtiene el resultado. (Ver también el Ejer- 
cicio 1-15.) 


)* = la]? [b]? costo, siendo 6 el ángulo (0 < 0, < 180) que for- 
resultado del Teorema 11-4 


ima = 10:00) 
Ja x< b| ja] [b sen 0. E 
» 
Geométricamente,, el producto jalib| sen 9 = 
representa el área del paralelogramo determi- 
nado por a y b. (Ver Fig. 11-5.) Foou ns. 


11-6 Producto escalar triple. Antes de considerar ulteriores propiedades 
del producto exterior, es conveniente estudiar el producto escalar triple a-b X € 
[cuyo significado no puede ser otro que a-(b x ¢)]. 


11—5 Teorema. Consideremos a = (a, a, 43), b = (b, by, bi), € = (Cy Ca 69) 


Entonces 
aoa a 
5 abxe=[d dy bi. 
a a a 


Demostración. Si escribimos bX € = Mth + Dalla + Ài, los números 
24 Aa» M son los adjuntos de th, Up, ti obtenidos al desarrollar el determinante 


non 
dxe=[h b ò 
4. a a 


por los elementos de la primera fila. Por otra parte, el producto interior de 
a por b X € es Ma + 24, + däs. Como d, Ae, 24 son también los adjuntos 
de ay, ap a, en el determinante que aparece en 5), el teorema resulta inme- 
diato. 
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El teorema que sigue nos dice que podemos intercambiar el punto y el aspa 
en un producto escalar triple sin que varie su valor, 


11—6 TEOREMA. A: x 
Demostración, 
ja a. a ja a a 
abxe=lh h bj=ja a j= 
a a al la aos 


Podemos utilizar el Teorema 11: para demostrar que el producto esteior 
a X b es un vector ortogonal a los vectores a y b. 


11—7 Tuorema. Sea c= a X b. Entonces a-c = b-c = 0. 


Demostración. a-e = 
be=0. 


Geométricamente : a x b es perpendicular al plano determinado por a y b. 
11—8 TroxEma. Sea (8, a, a) un conjunto ortonormal de vectores en Ey. 


a X b= a x a-b = 0-b = 0. Análogamente, 


Entonces 
CES 
Demostración. Escribimos a, = Sath + a+ gat (i= 1, 2, 3) El de 
terminante de a,-2, X a, no varía cuando se cambian las filas por las colum- 


mas. El producto del determinante por sí mismo es por tanto igual a 


a 
(s e ts x 9t = det Lay) det ap = et È eua | 
m det (pj) La 
11—9 TuorEma. Sea (Yy, Va Va) una base ortonormal de E. Si V-V, X Ya = 1, 
tenemos 
OS 


Por otra parte, si Yy-Vy X Va = — 1, tenemos 


A AN 


Demostración. Escribamos Y, X V, = MY, + 2Ya + daa: Entonces, si 
ViVa X Va = 1, tenemos 
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hew 


Luego, Y, X Va = Vs. Por el mismo procedimiento se demuestran las otras 
relaciones. 

Estamos ahora en condiciones de estudiar el comportamiento del producto 
exterior respecto de un cambio de base. 


11—10 Teorema. Sea (Vy, Va, Va) una base ortonormal para Ey. Sean 
dos vectores de E, y escribamos 


O 
b= Bivi + Bara + Bat 


Se tiene entonces 
“won o" 


ad (ers a| 
la h h 
Demostración. Según la ley distributiva, tenemos 
soon] Eam) 3 oro. 
A A AA 
Si ViVa X Va = + 1, del Teorema 11-9 resulta 
O NS 


” v] 
a aj 
Ih h Al 


Si ViVa X Va = — 1, el producto exterior a X b es el valor negativo de este 
determinante. 


11—11 Teorema. Un conjunto de vectores (a, b, c) en Es es linealmente 
independiente si, y tan sólo si, 
ETET 
Demostración. Supongamos que existen tres escalares A, 2, 2 (no todos 
nulos), tales que 
Aa + hb + he 0. 


Para fijar ideas, sea » # 0. Entonces, podemos escribir 
da Y p escalares, y tenemos 


ax b= (mb + mf) X b= ple X B) 


Hab + pue, siendo 
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Por consiguiente, 
axb- e= plex b bx e e) = lex e) = 
Luego, sia-b x € 4 0, el conjunto (a, b, e) debe ser linealmente independiente. 


Recíprocamente, supongamos que (a, b, c} es linealmente independiente, 
Queremos demostrar que a-b x € # 0. Por ser (a, b, c) linealmente indepen- 
diente, podemos hacer uso del método de Gram-Schmidt para construir una 
base ortogonal (Y,, Ya, Ya), y se obtiene 


Tego, Y X Va 


MX Dee 


ya que a x b-a = a x b-b = 0. Pero, en virtud del Teorema 11-8, tenemos 


Ee 


PE E E. OA 
axte. (TT 


Imal val Ial = £ [val lv Iva # 0. 


11—12 Dermición. Sea (a, b, c) un conjunto de vectores en Es linealmente 
independiente. La terna ordenada de vectores (a, b, c) se llama una terna. 
positiva si a-b X € > 0 y negativa si a-b X € < 0- 


Nora. Si a y b son no colineales, la terna (a, b, a x b) es siempre posi- 
tiva, ya que a x b-a X b = |a x b]? > 0. 


Al representar geométricamente vectores, es costumbre trazar los ejes 
coordenados de modo que los vectores que representan t, tp, t formen un 
«sistema orientado en sentido directo» 
como se indica en la figura 11-6. Una 
vez hecho esto, la « dirección »'del pro- 
ducto exterior a xb puede determinarse 
por la «regla de la mano derecha». A 
saber, cuando a se hace girar hacia b 
de tal manera que los dedos de la ma- 
no derecha indiquen la dirección del 
giro, entonces el pulgar señalará la di- "ca us sistema csertno orientado sea 
rección de a x b. (En la figura 11—6 mgla de 1a mano derecha. 
se representa un ejemplo.) 

En términos geométricos, el Teorema 11-11 nos dice que a-b X ¢ = 0 si 
a, b, € son vectores coplanarios y recíprocamente. Cuando no son coplanarios, 
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el valor absoluto de a-b x ¢ coincide con el volumen del paralelepipedo de- 
terminado por a, b, e. Es fácil ver esto empleando la fórmula 

a x Dec = [a x b] lej cos $ la] ¡D sen 6 [el cos $ 


y con auxilio de la figura 11-7. El área de la base es |a] |b| sen 0 y la altura 
es [ej cos $. (En la figura 11-7, cos $ > 0 ya que $ < 90°.) 


Pro. 117. Interpetación geométrica del producto escalar triple. 
11-7 Derivadas de las funciones vectoriales, 


11-13 Drrnvitión, Sea Y una función vectorial definida en un intervalo 
[a, b) de Ey. La función vectorial Y, definida por la igualdad 


10) lim; M+M 10) itela b) 


se lama la derivada de. (En los extremos a y b, se consideran los Umiles 
por la izquierda y por la derecha respectivamente). 
Nora. Sit = (fı f» h), es evidente que Y existe si existen las tres derivadas 
Fu l'y hy, en cuyo caso tenemos Y = (f, ff), y recíprocamente, 
En lo que sigue tendremos a menudo ocasión de calcular derivadas de fun- 
dones vectoriales y es conveniente conocer las siguientes reglas de diferencia- 
ción. 


11—14 Teorema. Sean à una función real y Y y g funciones vectoriales defi- 
nidas en un intervalo [a, b). Supuesta la existencia de las derivadas 
X, Y, y El, tenemos 


oy =ar an, 
p xg =txg+r xe 
Estas fórmulas se demuestran de la misma manera que en el caso real. (Ver 
Ejercicio 11-9.) El teorema siguiente, no obstante, carece de teorema aná- 
Jogo en el caso de funciones reales. 
11—15 Teorema. Si existe Y y |f] es constante en (a, b], entonces 
10-P()=0 para cada t en [a, b). 
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Demostración. “Ya que 1-1 es constante, tenemos (1-1) = 0. Pero (1-1) = 
=Af. 

Geométricamente, esto significa que la derivada f'() de una función vec- 
torial de módulo constante es perpendicular a 1(/), con tal de que f'() + 0. 


11-8 Geometría diferencial elemental de curvas alabeadas. Sea x = (%, xp, 
xa) una función vectorial continua definida en un intervalo (a, b]. La imagen 
de [a, b] a través de x es una curva I en Es. En el Capítulo $ observamos que 
una tal función x puede ser considerada como la descripción del movimiento 
de una partícula a lo largo de la curva T. El intervalo paramétrico (a, b] es 
interpretado entonces como un « intervalo tiempo », y la posición de la partícula 
viene dada en el tiempo £ por el vector x(). Si representamos geométricamente 
cada vector x(() como en la figura 11-8, el extremo de x(() recorre la curva T 
cuando £ varía de a a b. 


En el Capítulo 8 encontramos que una curva T es rectificable si los compo- 
nentes de x son de variación acotada en [a, b], y recíprocamente. En este 
capítulo trataremos ciertos aspectos de la teoría de curvas que utilizan las 
propiedades de diferenciabilidad de x. Los correspondientes teoremas propor- 
cionan una introducción a lo que se llama geometría diferencial de curvas 
alabeadas. 


p 159 Veco Sangalo na carea. En todo este párrafo y en el próximo, 
rá una curva descrita por una función vectorial continua x de- 
Pepi [a, b). 


11—16 Dermición. Un punto x(() se lama punio regular de T, si existe 
y no es nula la derivada x'(f), en cuyo caso x'(f) se denomina el vector 
tangente en este punto. Aquellos puntos en los que no existe x'() o en 
los que x'(() = O se llaman puntos singulares de T. 

Observando la figura 11-9, es fácil ver que esta definición está de acuerdo 
con nuestra idea intuitiva de tangencia. Es conveniente también emplear 
terminología física cuando hacemos alusión a conceptos asociados con las 
curvas en Ej. Por ejemplo, el vector x(() se cita como vector posición y x'(i) 
se llama el vector velocidad, también representado por v($. El escalar 
Iv(O| se lama simplemente velocidad, o magnitud de la velocidad y se 
representa por v(i). 

11-17 Demmación. Definimos el vector tangente unitario T en los puntos 
regulares de T, del modo siguiente : 


xo 
C] m-i. 


En función de la velocidad, la ecuación 6) se transforma en 
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Ki viN = OTA. 
Geométricamente, T(t) es un vector de longitud unidad que indica la « di- 
rección » del movimiento en el instante £. El escalar v(f) nos da la velocidad 


Pro, 118. Representación vectorial de una curva. Pro. 119. Vector tangente. 


en aquel instante, Evidentemente, T es una línea recta, si T es constante y 
recíprocamente. 
11-10 Vectores normales, curvatura, torsión. Suponemos en este párrafo que 


(cuando son necesarias). La existencia de x 
de 6)]. Ya que la longitud de T(f es constante, la derivada T'() nos da un 
medio para medir la tendencia de T(f) a cambiar su «dirección». 


11—18 Dermución. La función no negativa x definida por la ecuación 


rr 
4 0 


se llama la curvatura de la curva. 

Si T es una recta, x/() es mula para todo £, ya que T'(} = 0. En los puntos 
en los que T'() # 0, el Teorema 11-15 nos dice que T'(/) es perpendicular a 
T(/). Esto justifica la terminología que se usa en la siguiente definición : 
11—19 Devnución. En aquelos puntos de Y en los que TO + 0, definimos 

A e 
9) m- mi 

Introduciendo la longitud de arco s() = f, [x'(u)ldu y utilizando la ecua- 
ción 8), la 9) se convierte en 
19) T (AO. 

Para cada valor de £ los vectores T(/) y N(?) determinan un plano llamado 
plano osculador a la curva. Si la curva es plana, el plano osculador coincide 
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con el plano de la curva. En general, sin embargo, el plano osculador cambia 
al variar £ y, para estudiar este cambio, introducimos el vector binormal. 
11—20 Deenvción. El vector unitario B definido por la ecuación 
m 2) = T x NA 

se llama el vector binormal. 


La binormal es perpendicular al plano osculador ya que es perpendicular 
a Ty a N, Además, B, N y T forman un conjunto ortonormal (Ver Fig. 11-10.) 


11—21 Tuorema. Bf) es un múltiplo escalar de N((). 
Demostración. Podemos escribir B' = MN + 2,T + 2,B, donde »y = B'-N, 


M = B'-T, >, = B'-B. Aquí à = 0, ya que |B| = 1. Demostramos a continua- 
ción que » = 0. La diferenciación de 11) 
nos da » 
VN=TxN+4TxN=TxXN, plano osculador, 
T, 
puesto que T x N'=0 [en virtud de 
10)]. Por lo tanto, 
M= BT TANTO, 
Luego, B' =»N, como se dijo. Pomma 1140. 
11—22 Dernución. La función real z definida por la ecuación 


19 2) = -ron 
se llama la torsión de la curva. 

Nora. Comparando la fórmula 12) con la 10), vemos que la torsión de- 
sempeña un papel semejante a la curvatura x. En realidad, algunas veces se 
cita la torsión como la «segunda curvatura » de la curva, Nos da una manera 
de medir la tendencia de la curva a « alabearse » al salir del plano osculador. 


Aunque la curvatura x(() (tal como se ha definido) nunca es negativa, la 
torsión puede ser positiva o negativa. Para una curva plana, B es constante 
y=0 


Las fórmulas 10) y 12) expresan T' y B' en función del conjunto ortonormal 
(N, T, B). Para N’ existe una fórmula parecida. 
11-23 Teorema. N() =—x(0) s'(0 TÍO + i s BO- 
Demostración. La diferenciación de la ecuación N =B x T nos da 
W=B' xT4+Bx T = —rsN x T+05BXN 
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Ya que Nx T=—B y B x N=—T, el teorema queda demostrado. 


Todas las fórmulas de los dos últimos párrafos se simplifican considerable- 
mente cuando la velocidad s'(£) = 1 cualquiera que sea 1. En este caso, obte- 
nemos v =T, x= [T'), y 
13) T =N, =N N = — xT + rB. 


Estas tres fórmulas se conocen con el nombre de fórmulas de Frenet. Desem- 
peñan un papel fundamental en la geometría diferencial de las curvas ala- 
beadas. (Ver Ref. 11-6.) 


Nora. El haber supuesto que |x'(()| nunca es cero implica que s es una 
función estrictamente creciente. Por lo tanto, siempre podemos obtener una 
representación de I con la longitud del arco como parámetro. (Ver Ejercicio 
8-11.) Hecho esto, obtenemoş la simplificación que acabamos de mencionar. 

11-11 Campos vectoriales. En las aplicaciones de las matemáticas a la 
fisica y a ciertas ramas de la ingeniería (por ejemplo, en mecánica de fluidos), 
manejamos con frecuencia el concepto de campo vectorial, Matemáticamente, 
un campo vectorial "no es otra cosa que una función vectorial definida en 
un cierto conjunto. Por ejemplo, si a cada punto x de la atmósfera asignamos 
un vector v(x) que representa la velocidad del viento, queda definido un 
campo vectorial. Si v(x) se expresa en función de sus componentes con re- 
lación a una cierta base, por ejemplo (4,, tip, u), podemos escribir 


100) = nti + valaja + oa (00 


Los componentes 1,, vy, v, son tres funciones reales y un estudio de los campos 
vectoriales equivale, en cierto sentido, al de «ternas» de funciones reales. 
Para distinguir entre campos vectoriales y funciones reales, a estas últimas 
se les suele llamar campos escalares. Por ejemplo, la temperatura en cada 
punto de la atmósfera define un campo escalar. 

Uno de los modelos físicos más útiles de campo vectorial se presenta al 
considerar el movimiento de un fluido. A cada punto x (o partícula) del fluido 
atribuimos un vector v(x) qu representa la velocidad de aquella partícula, 
Naturalmente, el campo puede o no cambiar con el tiempo. En un flujo esta- 
cionario, v(x) está completamente determinado por x y no depende del tiempo. 
Limitaremos nuestras consideraciones a los campos vectoriales estacionarios. 

En problemas físicos que incluyen campos vectoriales es importante co- 
nocer no solamente el vector v(x) en cada punto x, sino también cómo varía 
dicho vector al pasar de un punto a otro. Para estudiar este cambio, disponemos 
del mecanismo de la diferenciación parcial que puede aplicarse a los compo- 
nentes de v. En general, las derivadas parciales de esos componentes depen- 
derán de la elección de la base con relación a la que los componentes han 
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sido determinados. Por eso, las derivadas parciales son un tanto insatisfac- 
torias para describir ciertas magnitudes físicas, en especial las que tienen 
una significación independiente por completo de la base. Mientras que, ciertas 
combinaciones de derivadas parciales, la divergencia y el rotacional, se usan 
para describir el comportamiento de los campos vectoriales. La divergencia 
y el rotacional son independientes de la base (si la base es ortonormal) y tienen 
un significado físico preciso, La divergencia de un campo vectorial es un 
campo escalar que, en el caso de una corriente de fluido, mide la proporción 
en la que el fluido fluye del entorno inmediato a cada punto. En un fluido 
incompresible desprovisto de «fuentes» o «sumideros», la divergencia es 
nula en cada punto. El rotacional de un campo vectorial es, por otra parte, 
otro campo vectorial que en cierto sentido mide la tendencia del fluido a gi- 
rar en cada punto. Estos conceptos, divergencia y rotacional, serán definidos 
con precisión más tarde y sus propiedades serán estudiadas con detalle. 


11-12 El campo gradiente en E, Hemos encontrado ya un ejemplo de 
un campo vectorial en conexión con el estudio de la derivación parcial, Si 
$ es una función, real (un campo escalar) definida en un conjunto abierto S 
de El, el gradiente de $, designado por V$ o por grad $, es una función vec- 
torial definida por 
14) rad (a) = Vla) = (Dibia), --- , Dabla) 


en cada punto x de S en que existan las derivadas parciales. Las siguientes 
propiedades del gradiente son consecuencias inmediatas de la definición : 


11-24 Teorema. Sean $ y y dos funciones reales tales que existan V y 
Vy en un conjunto S de En. Entonces tenemos 


S) VE +y) = V8 + Yy 
b) Vig-y) = ¿Uy + Vé, E 
€) Vidly) = (yVé — $Vy)/y* (en los puntos z en que p(x) + 0). 


En el caso n = 3, el gradienté posee una interesante interpretación geomé- 
trica. Sea e una constante y consideremos el conjunto S, de puntos x de S 
dende dl) == e. Ba muchos casos, S, es una enperfide T Si £; tane plano 
tangente en a = (a, ay, 4), sabemos desde el cálculo elemental que la ecua- 
ción de este plano es 


Dlls, — a) + Deblallz, — a) + Dl) — 


Esto significa qu el vector Vg(a) es normal al plano (y por esto normal a $,) 
en el punto a. £l plano tangente existe siempre que Vg(a) # 0.) 


Y En la Definición 11-52 e da una definición precisa de superficie. 


EL ROTACIONAL DE UN CAMPO VECTORIAL EN E, 307 


vela) = vector normal 


a (an, am aa) 


superficie equipotencial 


Fi, 1111. Interpretación geométrica del vector gradiente. 


El campo escalar $ cuyo gradiente es Vẹ se llama función potencial del campo 
vectorial V. Las correspondientes superficies S, se llaman superficies equi- 
potenciales (o superficies de nivel). Si se trata de campos bidimensios 
cada conjunto S, es una curva plana que se llama curva equifotencial (o de 
nivel). Las superficies (curvas) de nivel son ortogonales al vector gradiente 
en cada punto a en el que Vẹ(a) +0. (Ver Fig. 11-11.) 

En el Teorema 10-45 demostrábamos que si 1 = (4... ,/a) € C' enun con- 
junto abierto S de E, y f tiene una función potencial $, en cada punto x de 
$ debe ser 
15) DINO = Dy. AM, 


me 


Observábamos también que la condición 15) mo es suficiente para establecer 
la existencia del potencial a menos que S esté sometido a convenientes res- 
tricciones. Por ejemplo, el Teorema 10-48 nos dice que 15) es suficiente si S 
es un intervalo abierto en Es. En el caso particular n = 2, podemos con- 
seguir la suficiencia con una condición menos restrictiva para S, a saber, la 
conexión simple. (Ver Definición 10-46 y Teorema 10-47.) 


11-13 El rotacional de un campo vectorial en E,. 


11—25 Dernuición. Sea t= (fy fa fa) definida en un conjunto abierto S de 
y. Representamos con el simbolo rot Y (que leemos rotacional de Y) a 
la función vectorial definida por 

10) mt t= Dh- Dfe Dato Die Dih — Dih). 
siempre que existan las derivadas parciales del segundo miembro. 

Nora. La expresión de rot f se recuerda fácilmente introduciendo el arti- 
ficio siguiente : Tratemos el operador V como si fuera un « vector » simbólico, 
es decir, V = (Dj, Dj, Dj), y formemos el producto exterior V x 1 de manera 
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puramente formal (utilizando la Definición 11-3). Encontramos entonces que 
Y x f tiene los mismos «componentes» que rot f y convenimos en escribir 
rot f = V x 1. Este artificio de notación permite recordar fácilmente ciertas 
fórmulas. Expresando V x f como un determinante, tenemos 
| 
rtt=Yxt=|D, D, D| 
h h hl 


sin olvidar que su desarrollo tiene un carácter puramente simbólico. 
El teorema que sigue es una sencilla consecuencia de la Definición 11-2 
11—28 Tuorexa. Sean f y g dos campos vectoriales tales que tot Y y rot g 


existan en un conjunto abierto S de Ey, y sea $ un campo escalar tal 
que Yẹ exista en S. Entonces tenemos 


a) rot (t+ p) = mott + rot g 
b) rot ($) = grot t + Vé x t 


Puede darse una interpretación física del rotacional : supongamos un cuerpo 
rígido que gira alrededor de un eje fijo con velocidad angular w constante. 
Puede elegirse la base (u, Uy, 44) de manera que el vector velocidad x' de un 
punto cualquiera P del cuerpo venga dado por 


x = (uu) X 1 = a, + ttp 
siendo x = 41h + xati} + Tatty el vector posición OP. (Ver Ejercicio 11-14.) 
El vector o = wth se llama vector velocidad angular del cuerpo. El rotacio- 
nal de X' es 


non 
rtxe=| D, D, D,|= 20u, = 20. 
-en on 0 


Esto es, el rotacional del vector velocidad de un cuerpo rígido que gira com 
velocidad angular œ es 2w. 


Nora. Los campos vectoriales f para los que rot f = O se llaman irrote- 
cionales. 
Utilizando 15) poniendo » = 3, obtenemos la importante fórmula 
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n) tot (grad $) = 

con tal de que grad $ e C' en un conjunto abierto de E. El Teorema 10-48, que 

proporciona un recíproco parcial de esa afirmación, puede ahora combinarse 

con 17) para dar: 

11—27 Teorema. Sea f= (fy fp fi) un campo vectorial tal que Ye C' en un 
intervalo abierto de Ey. Entonces Y es el gradiente de un potencial si 
rot f = 0, y reciprocamente. 

11-14 La divergencia de un campo vectorial en E,. Hemos discutido la 
posibilidad de resolver la ecuación Vé = f si f es un campo vectorial dado. 
Ahora nos planteamos una cuestión parecida respecto a la ecuación V X g = f. 
Esto es, ¿cuándo un campo vectorial dado f es el rotacional de otro campo 
vectorial g? Puede establecerse una condición necesaria y suficiente para re- 
solver tal ecuación en función de un campo escalar: la divergencia, cuyas 
propiedades vamos a estudiar, 

11-28 Dermición. Seat =(f,,..., fu) un campo vectorial definido en un 
conjunto abierto S de Ex. Designamos por div Y el campo escalar defi- 
mido por 

div t= Dif + Dihs + +++ + Daba 
siempre que existan las derivadas parciales del segundo miembro. 

Nora. También escribimos div f = V-t. 

La divergencia goza de las propiedades elementales siguientes, análogas 
a las del rotacional : 

11-29 Teorema. Si ty g som dos campos vectoriales tales que div Y y div g 
existen en un conjunto abierto de E, y $ es un campo escalar tal que 
Vé existe en S, tenemos 

a) div (t + g) = divt + divg. 
b) div (4) = g div + V-t. 

La demostración la dejamos como ejercicio. Para los campos vectoriales 
die tres dimensiones tenemos además la siguiente propiedad : 

M-30 Teorema. Sea t= (fy fa fi) un campo vectorial cuyos componentes 
tienen derivadas parciales mixtas de segundo orden continuas en un 
conjunto abierto S de Ey. Entonces 


div (rot )=0. 
Demostración. 
div (rot 1) = D(Difs — Di) + D:(Daj, — Dif) + Dil Dita — Dif) = 0 
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El teorema anterior nos da pie para contestar la pregunta que nos formula- 
mos al empezar este párrafo, a saber : ¿Qué campos vectoriales son rotacionales? 


11—31 Teorema. Sea f= (fr fa fi) un campo vectorial dado cuyos compo- 
nentes tienen derivadas parciales de primer orden continuas en un in- 
tervalo abierto S de E. Si div I(x) = 0 para cada x de S, existe entonces 
un campo vectorial g = (Bı, Br Ea) tal que rot g 

Demostración. Construiremos g como sigue : Sea y = (yı, Ya Ya) un punto 
fijo de S. Para cada x = (z4, Xy, 13) de S, definamos 


lmn) = Ji TAS f "fal to 9 
h h 
Por diferenciación encontramos, entonces 
1) Dipl tyr) = hineah Daily 3y — hd 
Pongamos ahora 


wnn [ IE 


Ia diferenciación da 


1) Ditanam) Di ro r0 
h 


> 
20) Didi ind = f" Dilo 0d 
5 


= falo 2y 2) — hly Ea: 9) 
Definamos, después 


Btn) = A 


+ [lso f (Dif 2) + Dl 0 4 
n n 
mO Duser = = |” Dohas) da + A 

A 


+f Dahil 2y 73) + Daba 2p 19) dh, 
n 


EL OPERADOR LAPLACIANA an 
=+ j "Dile 10 dtu 


Dalm) = f Data ra + fea 


m -- f "Da o 1 de — 1) + Ml o) 
ba 


De 21) y 19) obtenemos D,g,(x) — D,ga(x) = 1,(x), en tanto que 18) y 22) 
dan Dags(x) — Diga(x) = fax). Análogamente, 20) y 18) nos dan Diga(x) — 
— Dagı(x) = fa[x). Por consiguiente, rot g(x) = 1(x) como queríamos demos- 


trar, 


Nora, Los campos vectoriales para los que div f = O se llaman solenoi- 
dales, 


El Teorema 11-30 establece que una condición necesaria para que un campo 
vectorial f sea el rotacional de otro campo vectorial es que div f = 0, Es im- 
portante darse cuenta que esta condición no siempre es suficiente. Si div t = 0 
en un cierto conjunto S, puede o no existir un campo vectorial g tal que 
rot g =f. Un contraejemplo lo da el Ejercicio 11-34. Hemos demostrado 
en el Teorema 11-31 que un tal g existe si S es un intervalo tridimensional. 
El resultado es también válido para algunos otros conjuntos de E, (por ejemplo, 
esferas y, en general, conjuntos abiertos convexos, pero el contraejemplo 
demuestra que no es válido sin alguna restricción en la «estructura» de S. 
Hablando intuitivamente, S debe tener la propiedad de que toda superficie 
cerrada en S sea la frontera de un sólido enteramente contenido en S. Esto equi- 
vale a la noción de conexión simple en E. Una formulación precisa de esta 
propiedad requiere una discusión de ciertos conceptos de topología combina- 
toria que no queremos introducir aquí. 


11-15 El operador laplaciana. Sea $ un campo escalar definido en un 
conjunto abierto S de E,. La definición de divergencia da origen a la fórmula 


23) div VA) = Diab + Drab += + Daba 
siempre que existan las derivadas parciales del segundo miembro. 


La divergencia de un gradiente se expresa simbólicamente como V- (Vf) y 
también se escribe más brevemente Vž¢. El « operador » V? se llama el operador 
laplaciana y cuando se aplica a un campo escalar el resultado viene dado por 
la fórmula 23). La ecuación diferencial en derivadas parciales V3$ = 0 se 
conoce con el nombre de ecuación de Laplace. Se dice que una función $ es 
armónica en S si satisface la ecuación de Laplace en S. 
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El operador V? se aplica también a un campo vectorial 1 = (fy, 
finiendo 


ah) de- 


VIN m (Vf 0. V) 
Los cuatro operadores—gradiente, rotacional, divergencia, laplaciana—están 
relacionados por la siguiente identidad (cuya demostración se deja como 
ejercicio) : 
24) Tot (rot 1) = grad (div 1) — VA. 

En los ejercicios del final del capítulo se dan otras propiedades del rota- 
cional y de la divergencia. 


11-16 Superficies, Un estudio más profundo de los campos vectoriales en 
E, requiere el uso de las integrales de superficie. Una integral de superficie 
puede considerarse como un concepto análogo a una integral de línea en la 
que el «camino » de integración no es una curva sino una superficie. Antes 
de tratar las integrales de superficie, debemos precisar lo que entenderemos 
por superficie. 

Hablando en forma poco precisa, una superficie es el lugar geométrico de 
un punto que se mueve en el espacio con «dos grados de libertad ». Existen 
varias maneras de describir tal lugar por medio de fórmulas matemáticas. 
Si fijamos el sistema usual de coordenadas cartesianas xyz de la geometría 
analítica, obtenemos una superficie imponiendo una restricción a un punto 
variable (x, y, 2). Esta restricción puede expresarse por medio de una ecuación 
de la forma 

Fis,y, 3) = 0. 


Una ecuación de este tipo se llama la representación implicita de la superficie, 
y los ejemplos nos son familiares en la geometría analítica del espacio de tres 
dimensiones. Si tenemos la suficiente suerte de ser capaces de resolver esta 
ecuación explícitamente en una de las variables en función de las otras dos, 
por ejemplo z en función de x e y, llegamos a una ecuación de la forma 


216), 
que se llama la representación explícita de la superficie. Cada ecuación expli- 
cita, naturalmente, da origen a una implícita de la forma 

ly 0, 


Si bien estas dos maneras de representar una superficie son muy útiles y 
corrientes, ocurre que para fines teóricos es más útil otro método de repre- 
sentación de una superficie : Este es la representación paramétrica o vectorial. 
En lugar de tener una ecuación que incluye x, y, y z, tenemos tres ecuaciones 
en las que x, y, y z se expresan como funciones de dos parámetros, 4 y v: 


25) aatri o), y= yle oe z= (m, o). 
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Aquí, el punto (w, 1) puede variar en cierta región bidimensional R en el 
plano uo, y los puntos correspondientes (z, y, 2) describen una porción de 
una superficie en el espacio xyz. Esto es parecido a la representación de una 
curva alabeada mediante tres ecuaciones paramétricas que incluyen un solo 
parámetro. ja de dos parámetros hace posible transmitir dos grados 
de libertad al punto variable (x, y, 2), como se sugiere en la figura 11-12, 

Hasta ahora, no hemos dicho nada referente a la clase de restricciones que 
deben imponerse a las funciones definidas por 25) y a la región plana R. Cual- 
quier intento de amplia generalización a este respecto introduce dificultades 
que no pueden tratarse con propiedad en un libro como éste. Por consiguiente, 
para eludir complicaciones en la teoría, impondremos un buen número de res- 
tricciones a los tipos de superficie que aquí serán consideradas, Afortunada- 
mente, no obstante, gran parte de las superficies corrientes de la geometría 
analítica quedan incluidas en las definiciones que siguen. 


Nora. Para hacer uso de la notación vectorial, escribiremos (% Xy. 29) 
en lugar de (x, y, 2), y (f f) en lugar de (u, 0). 


220.0) 
y 
2 (00 


Poma 11-12. 
11—32 Dernución. Sea T una curva de Jordan rectificable en E, y desig- 
nemos por R la reunión de T con su interior. Supongamos que existen 
un conjunto abierto R' que contiene a R y una función vectorial x = 
(ir Xy xa) tal que x e C' en R'. Entonces se dice que la imagen de 
R por medio de x, que representamos por S = x(R), es una superficie 
Paramétrica descrita por x. Si, además, x es uno g uno en R, entonces 
se dice que S es una superficie paramélrica simple. En este caso la ima- 
gen de T será una curva de Jordan rectificable llamada el borde de S. 
Nora. Esta definición es aún demasiado general para muestro objetivo 
y por ello impondremos además las restricciones siguientes a la función x. 
Definamos los vectores D;x y D,x como sigue : 
Dali) = Del + Dira0ua + DasalOo 
2) Dili) = Dilo, + Deals + Dial 
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= (ts h) e R. Los puntos x(t) de S en los que el producto exterior 
Dal) x Dele #0 

se llaman puntos regulares de x, y los puntos en los que D,x(t) x Dx(t) 

= O se llaman puntos singulares de x. Supondremos, en lo que sigue, que todos 

los puntos de S excepto, posiblemente, un número finito de ellos son puntos 

regulares de x. El significado geométrico de esta restricción será desarrollado 

a continuación. 

Consideremos un segmento rectilíneo horizontal en R. Su imagen mediante x 
es una curva (llamada curva, contenida en la superficie S. El vector D,x 
representa el vector velocidad de esta curva, De la misma manera D;x es el 
vector velocidad de una: curva», obtenida haciendo /, = constante, Existen 
una curva -4 y una curva -t que pasan por cada punto de la superficie. La 
restricción D,x(t) x D¡x(t) 4 0 significa que los vectores velocidad D,x(t) y 
D,x(t) no son colineales en este punto. Luego, en cada punto regular, D;x(t) 
y Dyx(t) determinan un plano llamado plano tangente a la superficie en el punto 
x(t). El vector D,x(t) x Dixit) es normal a este plano. 

La figura 11-13 ilustía estas ideas para un hemisferio. Una función x que 
describe este hemisferio se define en una región rectangular R = (0, 2/2] X 
[0, 27) mediante la ecuación 
2) x(t) = sen, cos 1,4, + sen f sen fuy + COS fit. 


En este caso, los parámetros 4 y f son las coordenadas esféricas corrientes 
(representadas en la Fig. 11-13). Un sencillo cálculo conduce a 


Dit) = cos f, cos fu + cos f sen fuy — sen hy. 


Dyx(t) = — sen 4 sen (qu, + sen f 008 ftp, 
Dıx(t) x Dix(t) = sen hx(t). 


h 
Froma 11-13. 
Fn este caso la imagen de R no es una superficie paramétrica simple debido 
a que x no es uno a uno en R. Efectivamente, todo punto del segmento 


220, 0.24 <2 ca representado sobre el mismo punto (0, 0, 1) (d polo 


REPRESENTACIÓN EXPLÍCITA 315 


Norte). El polo Norte es un punto singular de x, ya que sen /, = 0. No obs- 
tante, la imagen x(R,) de cualquier rectángulo cerrado Rọ contenido en el 
interior de R será una superficie paramétrica simple, 


El producto exterior D,x x D,x desempeña un papel importante en la teo- 
ría de las superficies, Sus componentes pueden expresarse como Jacobianos 
por medio del teorema siguiente : 


11—33 Teorema. Si Dx y Dx son definidos por 96), tenemos 
Mr y, y MD 
di e T a T ai T a 
Demostración, Tenemos 
. . n 
Dax Da=|Dm Da Da, 
Do Dos Doa 
¡es De) ¡Dota Dn 
- + " 
Dyn, Di iDa, Dm, 
Dia Dm 
A 
Dm Dr 


11-17 Representación explícita de una superficie paramétrica. Escribamos 


28) en la forma 

Dial) x Dal) = Jul, + Jas + Ja tl e, 
donde J,, Jy, Jy representan los Jacobianos correspondientes. En un punto 
regular no pueden anularse simultáneamente los tres Jacobianos. Suponga- 
mos, para fijar ideas, /(ty) 2 0 en un punto interior de R. Escribamos la 
Se tera de e ecc, 
2) AS 
Ya que Ja(ty) 40, podemos aplicar el teorema de la función implícita para 
resolver las dos primeras ecuaciones de 29) respecto a f y f en función de x, 
Y Mu. Es decir, si y, = xl) e ya = talhs), existen un entorno bidimensional 
Niys Ya) y una función vectorial g = (g, £) tales que las ecuaciones 
20) mamn h= l) 


son válidas siempre que Pa a e Nr Ya) y, cuando sustituimos 30) en 29) 
las dos primeras ecuaciones de 29) se satisfacen idénticamente, La tercera 
ecuación 29) se convierte en 


ul A = FolE (ao 1a), Eolo 29] = Sl, 2a). 
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Esto significa que siempre tenemos una representación explicita de S, por lo 
menos localmente, en un entorno de cada punto regular. 


Naturalmente, puede ocurrir que la 
ecuación 31) describa la totalidad de S. ES 
En este caso, podemos « identificar » el 
plano- y el plano-x,% y la ecuación 
vectorial de $ puede escribirse como 
sigue: 

32) a) 40 + hm telh hup si ER 
Cuando una superficie paramétrica S es 
descrita por una ecuación de la forma e 
32), el conjunto R se llama la proyec- 

ción de S sobre el plano — x,x,. (Ver 
figura 11-14.) Cuando 32) es váli 

fácil ver que el producto vectorial fun- pwo. 11:44. Representación explicit de una 
damental se convierte en opere paratra. 


aedon | 


Dix x Dix = — Diu, — Di$u, + 0 


Así el vector Dx x D;x siempre tiene un componente positivo en la dirección 
y. Naturalmente, son válidas relaciones parecidas que se obtienen al inter- 
cambiar los papeles de x y x, o los de x, y Xy. 


11-18 Área de una superficie paramétrica. Consideremos una superficie pa- 
ramétrica S desorita por una función vectorial x definida en una región R 
de Ey. Escribamos Y, = D;x(t) y Va = Dx(t) si t= (h, f) € R. Si imagina- 
mos que f y f representan « tiempo », entonces, cuando f, se incrementa en 
At, un punto originariamente en x(t) se desplaza a lo largo de una curva- 
a una distancia aproximadamente igual a [V,| Af (ya que (V,| representa la 
« velocidad » a lo largo de la curva-+). De la misma manera, en el tiempo 
At, un punto de una curva -f se desplaza a una distancia aproximadamente 
igual a [V4] Aly. Luego un rectángulo en R que tenga por área Al, Af, es trans- 
formado sobre una porción de S que es taproximadamentes un paralelogramo 
cuyos lados son los vectores V, Ah y Vs Af. (Ver Fig. 11-15) El área del 
paralelogramo determinado por los vectores V, Af, y V, Af es la longitud de 
su producto exterior, que es 


1V, 84) X (VAt) = V; X Va] Af Af = [Dil X Dax] A Aty 
siguiente, el número |D,x(t) x D,x(1)| representa un factor de «am- 


ión» local para el área. Esta observación sugiere la siguiente definición 
para el área de una superficie; 


SUMA DE SUPERFICIES PARAMÉTRICAS a 
11—34 Dermicióx. Sea S una superficie paramétrica descrita por una fun- 
ción vectorial x definida en una región R de Ey. El área de S se de- 

fine como el valor de la integral doble siguiente : 


3) Í ID;xtt) x Dix) dlh, f). 
r 


a 
Ygurva f, 


Proa 1-15. 


El lector debería observar la semejanza entre la 33) y la integral f |x'()idt 
para calcular la longitud de una curva descrita por x. El integrando en 33) 
puede expresarse como la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de los 
Jacobianos que aparecen en 28). Si escribimos V, = D,x(0) y Va = Dix(t), el 
"Teorema 11-4 nos da una nueva fórmula para calcular [V, x V4l, a saber, 
En) Ma X Valt VIV (MV 
En geometria diferencial es costumbre introducir la notación 

EmN F=WVe G=, 
con la cual la 34) da |V; x Val = VEG — F. 


11-19 Suma de superficies paramétricas. Representemos con R, y R, dos 
regiones cerradas en E, cuyas fronteras T, y T, son curvas de Jordan rectifi- 
cables. Supongamos que la región interior de I's es externa a I’, y que T} N T, 
es un arco que une dos puntos distintos, como representa la figura 11-16 a). 
Sean S, y S, dos superficies paramétricas descritas por las funciones vecto- 
riales x e y definidas en R, y Rẹ respectivamente. Supongamos que x e y 
representan T, N T sobre el mismo arco, esto es, supongamos que x (1, n Ty) = 
=y(P, M Ty). Representemos por C, = x(Iy) y C, = y(ly) los bordes 
de S, y Sa y supongamos que S, N S¿=C, N Cy. En otras palabras, 
S, y Sa deben cortarse por lo menos a lo largo de una parte de un borde, 
pero no en otros puntos que los de C, N Cy. La reunión S, U S, se llama 
entonces la suma de las superficies S, y S, y se escribe S, + Sp, Algunas de 
las posibilidades que pueden presentarse se ven en la figura 11-16, donde R, 
y R, son tomadas como rectángulos. 
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Si G n C,¿=C,=C,, la suma S, + S, se llama una superficie cerrada. 
Asimismo, la adherencia de (C, u C,) — (C, N C;) se llama el borde 
de S, + Sy. Nos limitaremos a aquellas superficies S, + S, cuyos bordes 
son la reunión a lo sumo de un número finito de curvas cerradas simples, 
Por ejemplo, en la figura 11-16 b) y d), el borde de S, + S, es una curva 
cerrada simple, pero en c) consta de dos curvas. En e) consiste en tres 
curvas, mientras que la superficie de f) no tiene borde y es, por tanto, una 
superficie cerrada 


Si la suma S + S no es una superficie cerrada, tiene un borde (llamémosle 
C) y podemos proceder a definir (S, + Sy) + Ss, si S, es una superficie para- 
métrica adecuada, Debemos suponer que las regiones R, y R asociadas a S, 
y Sy tienen exactamente un arco común. Las funciones que describen S, y 
S, deben representar R, N R, sobre el mismo conjunto y debemos tener 
(S, + Sy) N S, =C Nn Cy. Cuando esas condiciones se satisfacen, la reunión 
(Sı + Sy) U S; se llama la suma (S, + S;) + Sy. Un sencillo ejercicio de ál- 
gebra de conjuntos demuestra que siempre que podemos formar (S, + Sy) + Sy 


n 


» b) o 


p 


að e D 
Fio. 11-16. La suma de dos superficies paramétricas. 


y Sa + Sy, también podemos formar entonces S, + (S, + S,) y tenemos 
(Si + Sy) + Sa = S, + (S + Sa), de manera que esta adición es asociativa. 
El proceso se extiende a un número finito de sumandos enla misma forma, 
con el convenio de que la adición no está definida si uno de los sumandos 
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es una superficie cerrada. En lo que sigue nos limitaremos a las superficies 
que están formadas de esta manera mediante la adición de un número finito 
de superficies paramétricas. También, suponemos siempre que el borde (si hay 
alguno) es la reunión de un número finito de curvas cerradas simples El área 
de una suma de superficies paramétricas se define como la suma de las 
áreas de los sumandos. 

11-20 Integrales de superficie. Sea S una superficie descrita por una fun- 
ción vectorial x = (xy xy xy) definida en una región R de Ep. En los puntos 
regulares podemos definir dos funciones vectoriales 1 y n, como sigue : 

35) mO Da OO, si teR 
Para cada t, ambos vectores m(t) y m,(t) son vectores unitarios normales a 
la superficie. 
1105 Desmacta. Soa 1 do fe lana feción vs! dia on Ja 
superficie paraméica S antes citada, Definamos 
FO) =] — siteR, 
y designemos con n cualquiera delas normales m o n definidas en 35). 
La integral de superficie de t-n sobre S, representada por el símbolo 
Sis t-n do, se define con la ecuación siguiente 


20) [fura f, osos x Dada. 
i k 
6 


siempre que exista la integral doble del segundo miembro. 


Nora. Por el Teorema 11-33, la integral doble de 36) puede expresarse 
como una suma de tres integrales dobles, a saber, 


EA Aa) 
+ / eta, alias 


sed 
Fy dl . 
f nean) 


donde se toma el signo + o — según sea n = m o n = ny. Estas integrales 
dobles también se escriben más brevemente como sigue : 


m + fui Juanas han) 


28) tf frinata hinin + nanan 
f 
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Las integrales de 37) y 38) son asimismo citadas como integrales de superficie. 
Así, por ejemplo, la integral de superficie ffs fdt, dx, se define por la ecuación 


S lx) 
39) J feisin f fla) Ena] Alta ha). 


s 
Esta notación está sugerida por la fórmula del cambio de variables en una in- 
tegral doble. Notemos que el orden en que aparecen los símbolos dx, y dzą en 
39) es importante ya que 


smc de 
a 


y por consiguiente tenemos 


[fr fr 


s s 
El vector unitario normal n puede expresarse en la forma 


OS a,u + COS astig + c03 apt 


y ¿or tanto t-n = /, cos a, + fa cos ay + fa CoS ay. Por este motivo, la fórmula 
36) algunas veces se escribe como sigue : 


J fuerartcsa + noaa 
E 
- + J fhid + hinin ntin dr 
s 


determinando la elección de la normal el signo + o el signo —. 
Observemos que si:S es descrita explícitamente mediante una ecuación de 
la forma | 
AU) = hi + i lt bla 
tenemos 


f fina: f, (EDS F, Dib + Fi) dl to. 
J A 
¿ 


11-21 Teorema de Stokes. Recordemos que el teorema de Green expresa 
una relación entre una cierta integral doble extendida a una región plana y 
una integral de línea tomada a lo largo de su frontera. Existen dos caminos 
para generalizar aquel resultado en Ey. Una de esas extensiones, conocida 
como el teorema de Stokes, relaciona una integral de superficie tomada sobre 
una superficie paramétrica S con una integral de línea calculada sobre su 


TEOREMA DE STOKES 321 


borde C. Más adelante se discutirá una segunda generalización del teorema 
de Green conocida con el nombre de teorema de la divergencia. 

Con objeto de obtener el teorema de Stokes supondremos que S es una 
superficie paramétrica simple descrita por una función vectorial x definida 
en una región R de E, siendo la frontera de R una curva de Jordan I re- 
gular a trozos. También supondremos que los componentes de x poseen deri- 
vadas mixtas de segundo orden continuas en R. Representamos por T(R) 
la frontera de R orientada positivamente y suponemos que es descrita por 
una a == (a, a) regular a trozos y definida en (a, b]. En estas condiciones el 
borde de S será una curva cerrada simple C (ver Fig. 11-17) descrita por una 
función y definida por 

W= aa) si te a, b) 


om 
NR) 


Pro. 11-17, Teorema de Stokes. 


11—36 Trorema (Stokes). En las hipótesis precedentes, sea U=(f, fy f) 
una función vectorial definida en S tal que exista en S rot t. Consideremos 


at) 


40) fu 


o lo que es lo mismo 


Í (Dafa — Dahi) dæ, des + (Dafa — Difi) dr, de, 
+ (Difa — Dahi) de, dez 


- hån + hdn + haye 
lew 


Demostración. . El proceso demostrativo es bien sencillo. En primer lugar, 
expresamos la integral de línea de 40) como una integral de línea tomada a 


Aróanot— 21 
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do nego de la fruta Y T(R). 1 Entonces aplicamos el teorema de Green para 
expresar esta integral de línea como una integral doble sobre R, la cual tiene 
el mismo valor que la integral de superficie de 40). 


Para seguir este plan, escribimos la integral de linea de 40) como una inte- 
gral de Riemann (empleando el Teorema 10-33) y encontramos 


Re aa 
J- 
Mia 
Calculando y(t) mediante la regla de derivación de funciones compuestas, 
obtenemos 


DES 


a 
J ta = fm (a()) Dialah) )a' (1) de 
co a 


. p 
+2 Í hialat) Dela de 
A 
r 
= |, Yato > Data) dast 


+ f Hxfa(0) - Dxla(0] dos) E p Edo ados, 
donde g = (gı, ga) está definida en R como sigue : 
nm aO HABIDA) y e = Dal, 
CERETTA 
Aplicando el teorema de Green, logramos 
Í tar -J (Dita — Dati) dlh f). 
am r 


Por otra parte, la integral de superficie de 40) puede expresarse también como 
una integral doble, a saber, 


42) Í rotten do = 


-Í [oz - DEd Fe 4 (DF, — DF e 


+ DF, — D,E) GA t t, 


siendo F = (F,, F, F,) la función definida en R mediante la ecuación 
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que el integrando del segundo miembro de 42) es igual a Dig, — Digi. En 
Virtud de 41), vemos que g y F están relacionados como sigue : 
O= FODA y e = FODA. 
Mediante la regla de derivación de funciones compuestas, encontramos 
Dig, = (DIF Din, + DF Dit, + DIE Diz) Dix + F-D, 


donde 
DIF = (DiF, DF, DAF) 
y 
Diax = (Dti Dasty Dish). 
Análogamente, 


Dig (DIE Dyn + DF Dyr, + DIF Dis) Dia + ED, xo 


Cuando formamos D,g, — Dg, el término que contiene F desaparece y 
obtenemos 


z % 
O A E A ES] 
Dx Dx Dx Dx 
+0. Diga Drm] 
Dx Dx 
Pero se tiene 
Dim, Di, Ha an 
e| Da [onza or 


Dira Dita se 5) (Xy a 
ae on [AREA 3 a, 

Dm, Dr EEN] EPEN 
Dx Da | mia. A 


y por consiguiente el segundo miembro de 43) coincide con el integrando de 
pgs rut co 


1122 Orientación de supertiles, Sea: una superficie 


D. 


descrita por la función compuesta Y dada por 
4 W= aa) si te fa, b). 
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'Análogamente, sea S, otra superficie paramétrica descrita por una función y 
definida en una región cerrada R, tal que podamos formar la suma S, + Sy» 
Si B es una función que describe la frontera de R, orientada positivamente, 
entonces la función 3 definida por la ecuación 


45) BA = y (BO) 


describe la curva cerrada simple C, que constituye el borde de Sy. La super- 
ficie S, + S, se llama orientable si x e y pueden ser elegidas de manera que 
los caminos dirigidos determinados por 3 y y sean opuestos en cada una de las 
curvas frontera que contienen C, n Cy. Es decir, si T es un arco de C, n C, 
que une dos puntos p y q y 3 describe el camino dirigido de p a q a lo largo 
de T, entonces y debe describirlo de q a p igualmente a lo largo de I. Natural- 
mente, puede ocur que no sen posto elegir x e y de mantra que esto octl 
rra, en cuyo caso decimos que S, + S, noes orientable. Por ejemplo, la super- 
ficie representada en la figura 11-18 e) es una superficie no orientable que 


Def 


Fro. 11-18. Superficies orientables y una superficie no orientable. 


se conoce con el nombre de banda de Möbius. Por otra parte, en la figura 11-18 
a), b) y d), tenemos ejemplos de superficies orientables de la forma S, + Sy. 

Como es natural, se aplica terminología parecida a la suma de cualquier 
número finito de superficies paramétricas. La figura 11-18 c) representa la super- 
ficie orientada de un cubo, la suma de seis superficies paramétricas (sus caras). 
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El teorema de Stokes puede extenderse inmediatamente a las superficies 
orientadas de la forma S, + Sy. Habiendo elegido x e y de pmanera que las 
funciones & y Y definidas por 44) y 45) sean opuestas sobre cada una de las 
curvas que componen C, N Cp escribamos 


Da xD, Dx Dyt 
E 


y definamos fy I-mdo para significar ff f-mda + fy I-nada. Entonces, 


ses, S s 
si las hipótesis del teorema de Stokes se satisfacen en S, + Sp podemos 
escribir 


40) fur fa vara 


SS, 


Las dos integrales del segundo miembro de 46) pueden reemplazarse por una 
suma de integrales de línea tomadas sobre aquellas curvas que componen 
el borde de S, + Sy, debido a que las integrales a lo largo de los arcos de 
C, N C,se destruyen mutuamente ya que ésos son recorridos en direcciones 
opuestas. (Aquí es donde la orientabilidad de S, + S, interviene.) Si S, + Sa 
es una superficie cerrada, no existe borde y todas las integrales de línea del 
segundo miembro se destruyen, y nos quedamos, en este caso, con la fórmula 


Jfrtratno 


11-23 Teorema de Gauss (teorema de la divergencia). Hay otro camino 
para extender el teorema de Green de E, a Ej. En esta extensión consideramos 
un «sólido» V cuya frontera es una superficie cerrada orientable S y el co- 
rrespondiente teorema, conocido como el teorema de Gauss, establece una 
relación que existe entre una cierta integral triple extendida al sólido V 
y una integral de superficie sobre la frontera S. Únicamente nos ocuparemos 
de un caso muy especial en el que V y S pueden ser descritos como sigue : 

Llamemos R a una región de E, cuya frontera es una curva de Jordan rec- 
tificable T y consideremos 


V= (llo tot) Sh Sl de ER 
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donde $e C' y ye C' en R. Supongamos 
que lt, 4) < Alh fa) si (f, ta) es interior 
a R, y que lt ta) = $h f) si (f ta) € To 
Sean S, y S, dos su paramétricas 
descritas, respectivamente, por las funcio- 
nes x e y dadas por 

A(O) = huh + hain lt o 

O = hm + ht + H 2) 
si t= (4, h) € R, y consideremos S = S, 
U Sy. La figura 11-19 representa unejem- 
plo de un sólido de tal naturaleza. El 
Pre E s, 11.39, I teorema dla divergencia. 


11—37 Teorsma (Gauss). En las hipótesis anteriormente citadas, sea fa una 
ción real continua en S y además fs € Cen el interior de V. Tenemos 
entonces 


4) f Djati = | frisin -f frenos 
. ÉS si 


Demostración. Aplicando el análogo del Teorema 10-26 para las integrales 
triples, obtenemos 


r » 
j Deba hot = l pai 
v 2 Lon 


- f Valy tp lo 4) — fain ta lt 19) dlh 1) 


-Í no a s) 


-I nyn. 
fro eln 


ffres frmen 


Nora. Si introducimos la función vectorial f = (0, O, fı) y definimos 
55, t-ndo mediante la ecuación 


TRANSFORMACIONES DE COORDENADAS 327 
S fire ffi morf fima 
s si z 


a D) x Dart) — Dyt x DO. 
ES TS 


entonces la fórmula 47) puede expresarse como sigue : 


Í acta from 


Debido a la presencia de div f, el teorema Gauss se llama algunas veces el 

teorema de la divergencia. 

11-24 Transtormaciones de coordenadas. 

11—38 Demución. Sea x =(%, X, x) una función vectorial definida en 
una región T, de Ey. La función x se llama una transformación de coor- 
denadas si satisface las condiciones siguientes : 

I) xeC' en un conjunto abierto que contiene T. 
II) El Jacobiano Jul) #0 para cada punto t= (h, ty, h) de T. 


III) xes uno a uno en T. 


donde 


En lo que sigue en este párrafo suponemos que x es una función que satis- 
face esas condiciones, y adoptamos las notaciones siguientes : 


48) Dalt) = (Der), Dalt), Dal) (i= 1,2,9). 
49) h(t) = Diato A) [DAL Alt) 1D X(0) 


En virtud de 11), cada uno de los vectores Dx(t) 4 0 para cada valor de t 
en T, y, por lo tanto, EE 


50) vo Zo o =A, 


11—39 Teorema. Los vectores de 50) constituyen un conjunto linealmente 
independiente. Además, tenemos 
LLO HORDA + val) x valo 
Demostración. 
Ja = Dalh) > Dis) x Dix) 


Nora. La terna (v,.(t), valt), va(t)) es una terna positiva o negativa según 
que Jaf) sea positivo o negativo. Ordinariamente el conjunto (v(8), Vall), 
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valt)) se dice que es una base curvilínea asociada al punto x(t). Debido al Teo- 
rema 11-39, todo vector a en E, puede expresarse como una combinación 
lineal de esos vectores, así pues : 

a= aint + ol) + aan. 
Los escalares oy ap o, (que dependen de t) se llaman las coordonadas rn 


líneas de a. En los siguientes ejemplos se exponen dos casos particulares 
muy conocidos 


EJuueLo 1 (Coordenadas cilíndricas). En este caso, x viene dado por 
E =h 
Mediante un sencillo cálculo resulta 
IS 
n= oshu + Sm, v(t) = — sen hiy + COS) a 
E O O 
Luego, x es una transformación de coordenadas definida en el conjunto si- 
guiente: 
Tu (nto) >O, OSh<? <h < + o 
La imagen x(7) es E, — ((%y Xp 1) |% =% = 0). 
EuurLo 2 (Coordenadas esféricas). En este caso, tenemos 


xa m sem £, cost l) = h sen h sent mAh 
Vall) = sen 1, cos £,u, + sen fy sen fyti, + C08 ftip, h= 
Val) = 98 4 cos hih + cos h sen huy — sen hiy Aal = h 
Valt) = — sen fiiy + c08 hiy Mi) = h sen h 


J= oem nnt x =L 

La transformación de coordenadas x está definida en el siguiente conjunto : 
T= (llo tot) >0,0<4<x,0<4 S 2a), 

cuya imagen x(T) es E, — (Xi, Xy 2a)lx, = 13, = 0). 


* Si t, permanece fijo y 4 y f varían sobre un rectángulo, el punto x(t) engen- 
dra una superficie paramétrica llamada una superficie-hf. Análogamente 
definimos las superficies-+!, y las superficies-t,. Cada superficie-hfą corta 
una superficie-//, según una curva+, esto es, una curva engendrada por x(t) 
cuando 4 y f se mantienen fijos y f varía en un intervalo, El vector v(t) 
es un vector unitario tangente a la curva+, y el escalar h(t) representa la 
4 velocidad » con la que se engendra la curva-}. Las mismas observaciones se 
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aplican, naturalmente a las curvas, y a las curvas- Para variaciones pe- 
queñas de «tiempos Ah, Ata Al un paralelepipedo rectangular de volumen 
At At, At, es transformado por x en un sólido que es a1 mente otro 
paralelepípedo que tiene las aristas determinadas por los vectores D;x()Ah, 
DiX(f)Aty, Dix(1)A4, (Ver Fig. 11-20.) El volumen de tal paralelepipedo viene 
dado por el producto escalar triple 

1Dsx(O + Dax) x Diall A Ah A = Us a A. 


Esto significa que |J,(t)| puede interpretarse como un «factor de ampliación + 
local para los volúmenes. (Comparar con el Teorema 10-31.) 


Sea x una transformación de coordenadas como se ha descrito en la Defi- 
nición 11-38 y consideremos S = x(7). Sea f un campo vectorial definido 
en S. Si expresamos f en función de la base (u, up, 4), podemos escribir 


5) A= fith, + fath + fay 


Formemos ahora la función compuesta F definida en T por la ecuación F(t) = 
= 1(x(1)] y expresemos F() por medio de la base curvilinea (Y,, Va, Y), a saber, 


52) Fl) = Fsftiwill) + Fsltival) + Falow), 


a 

Porma 1120, 

El siguiente teorema nos dice cómo están relacionadas las coordenadas curvi- 

líneas Fu Fu F con as coordenadas e rectangulares» fy fu fy enel supuesto 

de que (Vi, Yy Ya) sea un conjunto ortonormal. (Este es siempre el caso para las 
transformaciones de coordenadas más corrientes.) 


11—40 Tonzaa, Supongamos que tito X Va = L Si t viene dado por 51) 
y F por 52), entonces, para cada tenemos 


5) HAOI = FA DD + T Der + Der 
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a FO = gig OADD) + DDD + DaN, 
Demostración. Escribiendo p = x(t), tenemos 
140) = Np) -u 
= Fylt(u va (0) + Faua) + FO luvat). 


Puesto que uç-vy (t) = Dyx,(t) h(t), se obtiene 53) inmediatamente. Análoga- 
mente se demuestra la Fórmula 54). 


Para ilustrar el uso del Teoreina 11-40, consideremos el caso especial en 
el cual f es el gradiente de un potencial : f = Vé. Entonces fı = D$ y 54) 
se convierte en 


a 
55) E wÈ Dipit) Der. 


Si escribimos ®(t) = g{x(t)), la regla de derivación de funciones compues- 
tas (Teorema 6-14) puede aplicarse en 55) para obtener Fi(t) = D(t) /h/(0). 
Por lo tanto, tenemos la siguiente expresión para el gradiente VA[x(1)] en 
coordenadas curvilíneas ortogonales : 


1 1 


DAA. 


00) VAD = gg PONO + gy PAO + 


donde (t) = $ix()). 
En los Ejercicios desde el 11-38 al 11-40 se desarrollan fórmulas para el 
rotacional, la divergencia, y la laplaciana. 


Ejercicios 
Algebra vectorial. 
11-1, Sea (0,..,8,) una base para E,. Hagamos b, = s, y definamos 
ee 
R Y le de s. 
nmen- E a Les 


Demostrar que (D...-.D,) es una base ortogonal para Ej. 
11-2, Demostrar que a x (PH =2xb+axe 

11-3. Sean A = (a, B = (0, bp, by) dos ternas ordenadas de vectores en Ey 
E AOS 


at=óy Gjeka. 
(A y B se llaman conjuntos reciprocos de vectores) 
a) Consideremos a = 8,-8, X 2, Demostrar que a #0 y deducir las fórmulas 
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ab, 8, X ay ah 2 x y ab, = 2 X ty 
amah xi nsaba) a= afb x B. 


b) Demostrar que (a-a, x a,)(b;:b; x by) = 1 

©) Probar que A y B son bases ambos para E, 

d) Probar que A es un conjunto ortogonal si B es ortogonal y reciprocamente. 

e) Demostrar que A = B si A es un conjunto ortonormal y recíprocamente, 

11-4, Sean a y c dos vectores dados en Ea tales que a # 0, a-e = 0, YA un escalar 
dado. Encontrar un vector b que satisfaga simultáneamente las dos ecuaciones 4 x b = € 
y a-b = à. Demostrar que un tal b no existe si a-e # 0. 

11-5. Probar que a x (b x e) = (e + ajb — (b - aje. Hacer uso de esto para deducir 


a) (a x b) x (e x xb- dje — (a x b- 04 
b) (a x b)» (e x d) a)(a » e) — (bea d). 
Jaxpxo bx (exa +ex (ox D 
dax(bxe)=(axbxe si bx(exa)=0, y recíprocamente. 


11-6. Probar que (a x b) + (b x e) x (e x a) = (a - b x e) 
11-7. Si a + b x € 4 0, demostrar que para un vector cualquiera y en E, tenemos 
(abx ev = (v B x e)a + (v + € x ajb + (v + a X bje. 
Probar si es verdadera o falsa la fórmula 
ax [ax (ax b)] em = 
Probar el Teorema 11-14. 


ED 


Curvas alabeadas. (En los Ejercicios del 11-10 al 11-15, la notación es la del párrafo 11-10.) 


11-10, Una se mueve sobre una curva alabeada con velocidad x’, de 
tud constante 1, y curvatura constante 1. Llamemos 0(/) el ángulo (0 <, 
entre los vectores x'(/) y x”(*) en el instante £. Demostrar que [r(()| = 


Consideremos R = s'sT + SxB. Demostrar que las fórmulas de Frenet se 
convierten en 


T=RXT, N=RXN  B=RXB 
11-12, Deducir las fórmulas siguientes : 


a) a T-N xN, D) (s)? = T-N x T”, 
o mepe TT x T, À at= ir x a", 
LELET e, 


11-13. Una porción de una hélice circular está descrita por la función x dada por 
al) = acostu, + asen in + blu, O KES he 


Calcular Jos vectores x', x”, T, N, B. Comprobar que»! y == bje, donde ct = 
=a +o 


11-14. Sug en rotación alrededor de un ej jue 
Pd n pd ar 
ES o() parao a guel el tal que 

x0 = ol x 10. 
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Nora. El reir al se Iama vector velocidad angular y o) = ol | se Hama magni- 
peri gular y olf) = lolh)! 


11-15, Se dice que un ¡tá sometido a un movimiento rigido si, paza todo par 


Pa its 1 Probar que para 


yam 
ael cnal cada particula p gira en torno al mismo eje que pasa por 


lO) = oA) x olh), 
donde w(/) es el mismo para cada particula, 
11-16, Si x€ E, definimos $(x) = Ix. 
a) Demostrar que Vø(x) = x/ix| si x # 0. 
D) Cenar Vain, sendo 40) = 4 
c) Encontrar un campo escalar 2 tal que VA(X) = x. 
11-17. Encontrar (si es posible) un campo escalar $ tal que V = t, sabiendo que 
0) Max) = sen s, — 1, 000%, + 1), + (008%, + 3.008 2, + a)n 
D) Ma 1) = (2 + mai + (aten + — 2nay 
o) Mé) = Cs (aa + xa), + (n — uy 
11-18 Bean 7,0 dos vectores dados de E, y definamos ¢(x) = (x x a) - (x x b). 
AEREAS 
11-19, Sea F una función real tal que F e Cen Ej. Defínamos g(x) = Fx) si 
xe Ey. Demostrar que existe un campo escalar 2 tal que Vé(x) = A(1)x Si x 


goea y nis q Ti TAL) = Aapa paza, cada x v 0 


0. 

ndo gee e E Demente 

que $(x) = F(xi) 

11-21, Sean f y g dos campos vectoriales tridimensionales, 

a e O Diii ia gts andas a que 

D= (Dé Di Dia, i= À, 2, 3 

a) div t = Dit + UD + wD, 

b) rott = m, x Dit + u X Dt + w X Dit. 

E Ulla a) y b) y las propiedades dl producto cclr til para obtener ar 
= prot 1 ferot g 

11-22, PERA a TA pa 

vector fijo a # 0 en E, definamos 


20) = Flat. 
siendo t(x) = 2£,x,2,8, + xIzu, + 1540, Si x 0 Ey. Demostrar que rot g(x) es ortogonal 
a ta) y a 


11-23. Sea a un vector fijo en E, Definamos f(x) = |ala x x si xc Ep 


a) Encontrar campos escalares yq de modo que se verifique 1) = + 0 
b) Probar si es falsa o verdadera la 


v(i)--=( 
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11-24, Encontrar un campo vectorial tridimensional f tal que 
divi) =m +21 y rotia) = u 


A A A A 
de 


V'h =D — Dits + Difa 
y encontrar fórmulas análogas para V%/, y V*/y. 
aa! Scan fa Jo. fa es funciones tengan derivadas de segundo orden 
a e a T ra cs Demostrar que siempre 
Se g(x) #0 tenemos 
De 00) y 1300, 0 
TA ad E he + ad 
11-27, continua F” en Ey. 


Sea F una función derivada segunda 
Si xe E, derinamos g) = a que para O tenemos 
v$) = Frap + ED 
¿Qué se puede concluir en relación a Fsi V= 


Superficies e integrales de superficie. 
11-28; Encontrar en cada caso una región rectangular R cuya imagen x(R) sea una 
a) Paraboloide elíptico : 
X(1) = at, cos fu, + bh sen fatty + Up 


b) Cono: 
a(t) = (008 a)é, cos 4u + (cos ajf, sen hti + (sen djup. 
¿Qué representa a en el cono? 
11-29. Encontrar en cada caso dos regiones rectangulares R, y R, que tengan 
tado com de manera que la suma Ss Sy ea una super Cerrada, siendo S; = 
X(R) y Sy = MR): 
a) Elipsoide : 
a(i) = a sen f cos fun, + b sen f sen fyti + 6.008 Uy 
b) Toro: 


a(t) = (a + b cos 4) sen iin + (a + b cos f) cos fu, + b sen ftip 
donde 0 < b < a. O 


11-30. Si una representarse explícitamente 
una ecuación dela forma z = Ra ración de $ sobre el 7 
oa ona PENTR EE os plano xy, demos- 


LV 


dl, y). 
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11-31. Designemos con S la superficie paramétrica (un hemisferio) representada por 
xl) = sen 008 1u + sen f sen (4 + 008 Uy, 
dende (fy 4) € [0, =/2] x [0, 2x). Consideremos 


ml) = Dal) x DAO/DAO x Dirt). 
a) Si Nay 3y 24) = 70, + 348, Calcular la integral de superficie 


fes 


b) Calcular //, 1,14 de, de, + 551, de, de, + x} de, dy. 
e) Considerar Hry, xy. 25) = ae + 19, x8)o, y calcular ff, rot t-n do. 


ali merret aoa a ai y h R EN uma e Función al a hba d 


[fi fra 
Í linin =- [F Ditut, 


fisis- - [Foou 
LE A 


11-33, Consideremos R = ((t,, fl! + 13 <r), siendo y > 0. Definamos 
AN = hi + hin + E 
E 


m0 = Dx) x DX(0/IDa(0 x Dalt) 
mt) = Di) x DIO/D YO x Dyt 


Tomemos I(t) = tit? si t 40,10) = 0. 
+2) Si S, = a(R), Sy = Y(R) demostrar que 


Te ea 


b) Je aai omk . ETA =r t a) = 4 
had l frontera de R chemtada potivaiseate, Comos Y = tal, A0) = 
= yla(] si £c (0, 2a]. Sea C = S, n Sp Demostrar que 
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[== fat 


Si 0 < a < b, consideremos V = {ajx € E,, 0 < a < |x] < b} y (a) = xx 


a) Demostrar que div t(x) = O para cada x en V. 


») Utilizar el Ejercicio 11-33 y el teorema demostrar-que no existe 
a a O pa d a a 


11-35. Sea a un vector fijo en E, definamos f(a) = a x x si xe E, Empleando la 
notación Era 


del Teorema 11- 
pl ta. 


11-36, Con la notación del Ejercicio 11—33, calcular 


JJe f fisa 


cuando Hix) = rtu, + tu + stus 
Transformaciones de coordenadas. 


ET. Bon x lso se) una trmutormació de coordenadas definida en uza región 
ae En y sea y= Osa Ya) m Ala función inversa, definida en a imagen $ = 3), 
Supongamos que ¿1/2 Ta cimjuato ablerto que contenga S, desostraz lao diguiaiis 


a) El Jacoblano Jy(9) = Vy,()-Vya(o) x Wyst) si seS. 
DSD y GM, las ds temas (DO, Des, Deo) y (DO, DIO. Y) 
e) Deducir la identidad 
Dati) = Jah) (Vyle) x Py) 
y obtener fórmulas análogas para D,x(t) y D,x(t). 
å) Demostrar que 
Vals) = J Daty x DO) 
y Obtener fórmulas análogas para Vy,(s) y Vy,(s). 
€) A partir de c) deducir que 


Dx 
Tao =P Ola) Vale) 


Y obtener fórmulas análogas para Dix(0/Jx(0 y Daxtt)/Jxl0) 
4) Emplear e) para demostrar que div (Da(0/Jx(0) =0 para i = 1, 2, 3. 
En los Ejercicios 11-38 y 11-39 la base curvilinea (Y,. Vp vs) se supone ortonormal, 
11-38. a) Demostrar que la fórmula 52) puede escribirse como sigue : 
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Er DE t (Fd E Er E. 
» T a AE E 
LEMA) DA + VUF) Dix + VUE) -D23 
9 PA Oa Giric Gaias Dataa Spia abf jat nE 
die HE [DF hA) + DCF rhah) + DF DA) 
11-39. a) Emplear el Teorema 11-26 b) y la fórmula 52) para obtener 
10t F = VUE x (pi) + VOS x (p) + VOE x (KA 
b) A partir de a), deducir 
Ot F = p Dith ES) — Dih FI + 


divF 


Eh (OA E) — Dih Fa) va 


1 
+ Kh O [DM F) — Dith Fi) Iva 


11-40. Emplear la fórmula 50) y el Ejercicio 11-38 c) para obtener la siguiente fór- 
sala de da placa en coordenadas carvilineas REA 


vst) = mble n) + n, (thn) +D, (in0)], 
donde of) = 40). 
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CAPÍTULO 12 
SERIES Y PRODUCTOS INFINITOS 


12-1 Introducción. En este capítulo intentamos hacer una breve expo- 
sición de la teoría de las series y productos infinitos, En el fondo se trata de 
sucesiones indefinidas especiales cuyos términos son números complejos, y 
por esto empezaremos desarrollando algunas propiedades de tales sucesiones. 
El lector debería recordar las definiciones de sucesión indefinida (Definición 
2-13), límite de una sucesión (Definición 4-2), y condición de Cauchy para 
sucesiones (Teorema 4-6). Las sucesiones que satisfacen la condición de Cauchy 
se llamarán sucesiones de Cauchy. Si no se especifica lo contrario, todas las 
sucesiones de este capítulo se supondrá que tienen términos complejos. 


12-2 Sucesiones convergentes y divergentes. 

12—1 DEFINICIÓN.: Una sucesión (a) se llama convergente si existe en Ey 
un punto a tal que lím,..w ay = a, en cuyo caso decimos también que la 
sucesión converge hacia a. Una sucesión se llama divergente si mo es con- 
vergente, 

El Teorema 4-6 nos dice que una sucesión es convergente si es una suce- 
sión de Cauchy, y recíprocamente. La condición de Cauchy es especialmente 
útil para establecer la convergencia cuando no conocemos el valor hacia el 
que la sucesión converge. Toda sucesión de Cauchy está acotada (ver la demos- 
tración del Teorema 4-6), y por consiguiente, una sucesión no acotada nece- 
sariamente diverge. 

Utilizando la condición de Cauchy, podemos ver fácilmente que si una su- 
cesión (a,) converge hacia a, toda sucesión (a1,) contenido en aquélla también 
converge hacia a. (Ver el Ejercicio 12-1.) 

Una sucesión {a} cuyos términos son números reales tiende a + o si lim, se 
a= + œ, y tiende a — oo si lím,.,. 4, = — o. Naturalmente, existen su- 
cesiones reales divergentes que no tienden a + œ o a — eo. Por ejemplo, 
la sucesión ((— 1)'(1 + 1/m)). 


12-3 Límite superior y límite interior de una sucesión real. 


12—2 Deemación. Sea (a) una sucesión de números reales. Supongamos 
que existe un número real U que satisface las dos condiciones siguientes : 
T) Para lodo e> O existe un entero N tal que n>N implica 


a<U+e 
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II) Dados e >0 y m>0, existe un entero n > m tal que 
4>U-=e 
Entonces U se llama el límite superior de (a,) y escribimos 
U = im sup as- 
La condición Y) implica que el conjunto (a,, az, . . .} está acotado superior- 
mente. Si ese conjunto mo está acotado superiormente, definimos lim 
Supera da = + co. Si el conjunto está acotado superiormente y si (an) 
carece de límite superior finito, decimos lim Spa.» a, = — oo. El limi- 
te inferior de (a,) se define como sigue: 
mint o, =— lmsupda, donde by = — a, para n = 1,2, -+ 
Nora. La condición 1) significa que todos los términos de la sucesión a 
partir de uno de ellos quedan a la izquierda de U + e. La condición 11) signi- 
fica que infinitos términos quedan a la derecha de U — e. Es evidente que 
no puede existir más que un número U que satisfaga 1) y 11) simultáneamente. 
El lector deberá"demostrar los teoremas siguientes : 
12—3 Teorema. Sea (a) una sucesión de números reales. Tenemos : 
9) Hm inf a, < lim sup aw 
b) La sucesión converge si, y únicamente si, lim Supsa Gn y lim inf, a an 
son ambos finitos e iguales en cuyo caso UM. 4, = lim inf. da = 
lim Supne n- 
€) La sucesión diverge hacia + co si, y únicamente si, lim inf. Ga = 
Tm SuPasae ds = + 0. 
d) La sucesión diverge hacia — co si, y únicamente si, lim infa., an = 
Tim SUPase de = — 00. 
Nora. Una sucesión para la cual lim inf,...a, # lim sup,...0, se llama 
oscilante. 
12—4 Teorema. Supongamos que a, < b, para cada n = 1, 2, ... Tenemos 
entonces : 


liminfa, <liminfó, y lim supa, < lim sup bẹ 


EJEMPLOS. 
L a= (1M4 l) minfase a, =— 1, limsup a, = + 1 
2 (ty lim infor a, = lim supa-»e a, = + 1. 
3 a =(— In lam int lim supae a, = +00. 
4. an = mèsenè (jna), lim info lim sup a, = Poo. 
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12-4 Sucesiones monótonas de números reales. 


12—5 Derrvición. Sea (a) una sucesión de números reales. Decimos que la 
sucesión es creciente y escribimos an A Si 4, < an+, Para n=1, 2, ... 
Si ay > an+, para todo n, decimos que la sucesión es decreciente y escri- 
bimos a,\. Una sucesión se llama monótona si es creciente o es decre- 
ciente. 


La convergencia o divergencia de una sucesión monótona es fácil de deter- 
minar. En efecto, tenemos 
12—6 Teorema. Una sucesión monótona converge si está acotada y recipro- 
camente. 
Demostración. Si as 7, Um, 7. a= sup {an |n= 1, 2, ...). Si 2%, 
lar. an = inf (a, 1 =1,2,...). 


12-5 Series. 


12—7 Dermición. Sea (a,) una sucesión dada de números reales o complejos. 
Formemos unà nueva sucesión (Sa) como sigue: 


» 


» s=a+o += Ya (n=l 2. 
a 


Una sucesión (5) formada de esta manera se llama serie. El número sn 
es la suma parcial n-ésima de la serie y a, es el término n-ésimo de la 
serie. Se dice que la serie es convergente o divergente según que (5,) sea 
convergente o divergente respectivamente. Para designar la serie definida 
Por 1) se usan los siguientes símbolos : 


atat tat, atatao, Do 
G 


Nora. La letra k usada en Bj, 4, es una «variable ficticia» y puede ser 
reemplazada por cualquier otro símbolo conveniente. Si $ es un entero > 0, 
un símbolo de la forma :., da puede interpretarse que significa Jj; a, 
donde b, = a»-p41- Cuando no hay peligro de confusión, escribimos 2% en 
lugar de Jemp ba. 

Sila serie (s) definida por 1) converge hacia s, el número s se llama la 
suma de la serie v escribimos 

da 
A 
Así pues, para las series convergentes se usa el mismo símbolo para designar 
la serie y su suma. 


340 SERIES Y PRODUCTOS INFINITOS 


12—8 Teorema. Sean a= Ja, y b= Eb, dos series convergentes. Entonces, 
para todo par de constantes a y B, la serie Zlaa, + pbu) converge hacia 
la suma aa + Bb. Esto es, 


Erin Dar Eds 

Demostración. Fis (aa, + Pbi) = a Ems aa +P Zimi ba- 

12—9 Teorema. Supongamos que a, >0 para cada n =1, 2, ... La serie 
Ya, converge si la sucesión de sumas está acotada superiormente, y re- 
ciprocamente. 

Demostración, Consideremos s, = a, + === + a. Entonces será sa 7 y po- 

demos aplicar el Teorema 12-6. 

12—10 Tronrxa. Sean (a) y (04) dos sucesiones tales que a, = baya — by 


para m=2, 3, ... La serie Ya, converge si, y únicamente si, el 
Um, ,o bn existe, en cuyo caso tenemos 


$ a, = lim ba — by. 
A 


Demostración. gayaa = Fims (basy — da) = bnsa — bre 


12—11 Tuorrxa. (Condición de Cauchy para series.) La serie Ya, converge 
si, y únicamente si, para todo e > 0 existe un entero N tal que n > N 
implica 


2) lssi Hee Haji <E Para cada p=}, 2, 000. 
Demostración. Consideramos sa = Fl; dn, escribimos Sa4p — 5» = Gap + 
+ +-+ + anpp, Y aplicamos el Teorema 4-6. 
Tomando en 2) p = 1, encontramos que lím,.,. 4, = 0 es una condición 
necesaria para la convergencia de Yap. Esta condición no es suficiente lo cual 
se ve considerando el ejemplo en el Cual a, = 1/n. Cuando n = 2° y p = 2" en 
2), encontramos 
` 1 1 "o 

E tR RPIP": 
y, por tanto, la condición de Cauchy no puede satisfacerse cuando € $ ł. 
“Por consiguiente, la serie Z2., 1/n diverge. Esta serie se llama serie armónica. 


12-6 Introducción y supresión de paréntesis, 


12—12 Denición. Sea p una función cuyo dominio es el conjunto de los 
números enteros positivos y cuyo recorrido es un subconjunto de los en- 
teros positivos de manera que 
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D pin) < pim), si n< m. 
sean Sa, y Jb, dos series entre las que existe la relación siguiente 
d=0 +04 >** +a, 
m 
dra E: A 


Decimos entonces que Jb, se obtiene de Ja, mediante la introducción 
de paréntesis, y que a, se obtiene de Xt, por la supresión de paréntesis. 


12—13 Teorema. Si Ya, converge hacia s, toda serie Yb, obtenida de Fa, 
Por la introducción de paréntesis converge también hacia s. 
Demostración. Sean Ja, y Jb, dos series relacionadas por II) y escriba- 
mos s, = Diz; d h = Di. da. La sucesión (4) está contenida en (5). En 

realidad, f = Spy Por consiguiente, la convergencia de (5 hacia s implica 
la de () hacia $. 


La supresión de paréntesis puede destruir la convergencia. Para verlo, 
consideremos la serie Jb, en la que cada término es 0 (claramente conver- 
gente). Tomemos p(n) = 2# y a, = (— 1)". Entonces 1) y TI) subsisten pero 
Sa, diverge. 

Los paréntesis pueden suprimirse si imponemos restricciones adicionales a 
Inyap 
12—14 Teorema. Sean dos series Ya, y Fö, relacionadas como en la Defi- 

nición 12-12. Supongamos que existe una constante M >À tal que 

pin +1) — pin) < M para tad 0, y que qa ta = 0. En ens 
Pababa, Sa converge si Xb, converge, y reciprocamente ; y entonces 
tienen la misma suma. 

Demostración. Si Ja converge, el EAA E ARE EE 12413. 
‘Toda la dificultad estriba en la deducción del recíproco. Consideremos s, = 
=at i an h= 4 +++ + bu 1 = limen fa Fijado e > 0, eli 
jamos N de modo que » > N implique 


k-i<3 yo lal<ai 


Si n > p(N), podemos encontrar m > N de manera que N <'p(m) <n < 
< pim +1). [¿Por qué?] Para tal valor de n, tenemos 


mat + apime — (anta + Anta + == a) 
Simpi (anta + anpa +0 H gd 
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y, por lo tanto 
lsa = A S la — H lawpa + data 0 H aptal 
< limpi — f + leeis ++ Ham 


. PEE 
< EH PM) q <te 


t 


Esto demuestra que Him, se Sa 


12-7 Series alternadas. 


12—15 DEFINICIÓN. Si a, >0 para cada n, la serie Fx, (— 1)"*'an se llama 
una serie alternada. 

12—16 Teorema. Si (a,) es una sucesión decreciente convergente hacia O, 
la serie alternada S(— 1)"** a converge. Si s representa su suma y 
5, su suma parcial n-ésima, tenemos la desigualdad 

3) 0< (= N's — sa) < anpi para n= 1, 2, oe 

Nora. La desigualdad 3) nos dice que cuando « aproximamos » s mediante 
Sm €l error cometido tiene el mismo signo que el primer término despreciado 
y es menor que el valor absoluto de ese término. 

Demostración. sp, = 01 — (044) — ==: — (d24— 891) — 09 < 0 
También, Saya — Saa = 3241 — 425,2 > 0. Por consiguiente, (5,,) es una su- 
cesión creciente acotada y debe ser convergente (Teorema 12-6). Análogamente, 
siendo (Sy,-,) una sucesión decreciente acotada, converge. Estas dos sucesio- 
nes convergen hacia el mismo límite ya que S+ — Sts = 2,41 Y An- 0 
cuando a > co, La convergencia de {s} se deduce ahora fácilmente obser- 
vando que para cada n existe un m tal que Spn < Sa < Samer 


La desigualdad 3) es consecuencia de las relaciones siguientes : 


Ens) = È (toga È (enga — antn) > 0, 
m i 


— È (assisi — animes) < anta, 
pa 


nr 


12-8 Convergencia absoluta y condicional. 
12—17 Dermición. Una serie Za, se llama absolutamente convergente si 
Sla,| converge. Es condicionalmente convergente si Sa, converge 

fero Flan) diverge. 
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12—18 Teorema, La convergencia absolula de Ya, implica la convergencia. 
Demostración. Basta aplicar la condición de Cauchy a la desigualdad 
laeti d+ + nppl S lóngal + 0 + + lantal 


Para ver que el recíproco no es cierto, consideremos el ejemplo 


pa 


Esta serie alternada converge, en virtud del Teorema 12-16, pero no con- 
verge absolutamente 


12—19 Trorrma. Sea Ya, una sere dada de términos reales y definamos 


lanl + as „ala 


4 natiis, q (ML...) 
entonces : 
1) Si Ja, es condicionalmente convergente, Fpa y Sgu son ambas di- 
vergentes. 


IN Si Ela) converge, Fpa y ga son ambas convergentes y tenemos 
3-5 En 


A 
Nota. fa =4, y q=0 si a, >0, mientras que ga = — as y P=0 
sia, <0. 


Demostración. Tenemos a, = pa — Qu, las] = Pa + qu. Para demostrar I), 
supongamos que Ja, converge y Jla,| diverge. Si Zg, converge, entonces 
fa también converge (por el Teorema 12-8), ya que Pa = a, + qu. De la misma 
manera, si J$, converge, es Jg, también convergente. Por lo tanto, si una 
u otra de las series Y, o Xg. converge, ambas deben converger y deducimos 
que Jja,| converge, ya que la,| =P, + qu. Esta contradicción demuestra T). 

Para probar TI), utilizamos 4) en unión del Teorema 12-8. 


12-9 Parte real y parte Imaginaria de una serie compleja. Sea Fc, una 
„serie con términos complejos y escribamos c, = a, + ibn, siendo a, y da reales. 
Las series Ja, y Xô, se llaman, respectivamente, la parte real y la parte 
imaginaria de Jes. Al considerar series complejas, conviene con frecuencia 
tratar separadamente las partes real e imaginaria. Naturalmente, la conver- 
gencia de las dos series Ja, y Xb, implica la de Fc. Recíprocamente, la con- 
vergencia de Je, implica la convergencia de las dos series Za, y Xb.. Las 
mismas observaciones subsisten para la convergencia absolula. No obstante, 
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cuando Je, es condicionalmente convergente, una (pero no ambas) de las 
series Jd, o Jb, puede ser absolutamente convergente. (Ver Ejercicio 12-19.) 
Si Pe, converge absolutamente, podemos aplicar la parte II) del Teore- 
ma 12-19 a las partes real e imaginaria separadamente para obtener la des- 
composición 
Non = Bipa + tua) — Diga + iea). 
donde Sø., Zg., Fun Eva son series convergentes de términos no negativos. 
12-10 Criterios de convergencia para serles de términos positivos. 


12—20 Troxzxa. (Criterio de comparación). Si a, >0 y ba > 0 para n= 
=1,2,..., y existen dos constantes positivas c y N tales que 


0<d paranaN, 
la convergencia de Zb, implica la convergencia de Yan. 


Demostración. Las Sumas parciales de Ja, están acotadas si lo están las 
de 3b,. Recordando el Teorema 12-9, queda demostrado el teorema, 


12—21 Teorema. (Criterio de comparación por paso al límite.) Supongamos 
que a, >O y ba >O para n= 1, 2, ..., y que 


En estas condiciones, Ya, converge si converge Fön, y reciprocamente. 
Demostración. Existe un N tal que n > N implica 4 < asb, < 1. El teo- 
tema queda demostrado aplicando dos veces el Teorema 12-20. 


Nora. Subsiste también el Teorema 12-21 si lim, se s/b, = c, con tal de 
que c 520. Si lim, „eās/b, = 0, tan sólo podemos concluir que la convergencia 
de Xb, implica la de Jas 


* Para poner en práctica los criterios de comparación, debemos tener a 

nuestra disposición algunos ejemplos de series de comportamiento conocido. 

Uno de los tipos de series más importantes para este objeto es el de las series 
icas. 


12—22 Teorema. Si |x| <1, la serie 1424324 -++ converge y tiene 
por suma 1/(1 — 3). Si lx] >1, la serie diverge. 
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Demostración. (1—3) Hno ** a a) =1— 1H, Cuando 
xl < 1, encontramos lim, se 1*+* = 0. Si |x| > 1, el término general no tiende 
a cero y la serie no puede ser convergente. 


Otros ejemplos de series de comportamiento conocido pueden obtenerse 
fácilmente aplicando el criterio integral. 
12—23 Teorema. (Criterio integral). Sea f una función positiva decreciente 
definida en [1, + co] tal que Um, spe f(x) =0. a $- 
definamos 


s= 2/0 TS dy = hh 
= 


Tenemos entonces : 


D O<fin+ 1) Sd Sd SHI), para n=1, 2,- 
IN) Um... da existe. 
IMD) Ji- (n) converge si la sucesión (h) converge, y reciprocamente. 
IV) 0< dh — limsa da S H(A), para k= 1, 2,- 
Demostración. Para demostrar 1), escribamos 
nas 


m s pn 
mnf ma- Ef GEES 
= D NA = se 
a 
Esto implica f(n + 1) = Swt — Sa < Says — tasa = day, y obtenemos 
0</+1) Sda 


Pero también tenemos 
4 
5 dm lan- drn 
a 

>f fint 1) ds — jint 1) = 0, 
y, por tanto, d,,, S da S h = A ree NET Pero ahora es evi- 
dente que 1) implica 11) y que IT) implica III). 

Pao demos la parie TV), ui cr ys ) y ebro 


osa- inaf hitet = n 
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Sumando respecto de m, logramos 
os E ams È -m iian 


Y al calcular las sumas de estas series, obtenemos IV). 

Nora. Consideremos D =lím,.,. da. Entonces 1) implica 0 < D < ((1), 
mientras que IV) nos da 
® o < Em -f roa =D <in). 

Esta desigualdad es de gran utilidad para aproximar ciertas sumas finitas 
por medio de integrales. 


12—24 Dermición. Dadas dos sucesiones (a,) y {b} de manera que ba > 0 
para todo n. Escribimos 


a, = Ol) 

si existe una constante M > O tal que Jan] < Mb, para todo n. Escribimos 
apm olb) cuando n -> co 

Si imase anfbn = 0. 


Nora. Una ecuación dela forma a, = Ca + O(b,) significa, a, — Ca = 0(br). 
Análogamente, a, = ca + o(b,) significa a, — ca = 0(b). 


Ta ventaja de esta notación consiste en que nos permite reemplazar ciertas 
desigualdades por igualdades. Por ejemplo 6) implica 


i] E= f 1) dx + D + Om). 
ak 


EJEMPLOS. 


1. Consideremos f(x) =1/x en el Teorema 12-23. Encontramos t, = log n 
y por tanto S1/n diverge. No obstante, II) establece la existencia del límite 


s(£i=0) 


un famoso número llamado la constante de Euler, designada corrientemente 
por C (o por y). La ecuación 7) se convierte en 


1 t 
i-ren + c+o(3) 
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2. Consideremos [(x) = x~, s #1, en el Teorema 12-23. Encontramos que 
Jn converge si s > 1 y diverge si s < 1. Para s > 1, esta serie define una 
función muy importante en análisis que se llama la función E de Riemann: 


Xs) 


Sè (>. 


Para s > 0, s #1, podemos aplicar 7) para escribir 


> 


donde C(s) = lima... (Bis 47! — (m — 1)/(1 — $). 


+ cw + o(à). 


12-11 Criterios del cociente y de la raiz. 


12—25 Teorema. (Criterio del cociente.) Dada una serie de términos complejos 
no nulos, consideremos 


wbai Saky 


a 
a) La serie Ja, converge absolutamente si R < 1 

b) La serie San diverge si 7 >1 

e) El criterio no conduce a ninguna conclusión si y < 1 < R. 


Demostración. Supongamos que R < 1 y elijamos x tal que R<x<1 
La definición de R implica la existencia de un N tal que [a,-,Jap] < x si 
n>N. Ya que x= xja", esto significa que 


Legs ll<lón), nan, 


y, por lo tanto, [a] < cx* si n > N, donde c = la, |x”". La afirmación a) se 
deduce ahora aplicando el criterio de comparación, 
Para demostrar b), observemos simplemente que r > 1 implica |as] > 
> |an| y, por tanto, no se cumple la condición necesaria para la convergencia 
a, = 0. 
„Para demostrar c), consideremos los dos ejemplos Sn"! y En-2. En ambos 
casos, r = R = 1 pero En”! diverge, mientras que Jn”* converge. 


12—26 Teorema. (Criterio de la raiz.) Dada una serie Fay de términos com- 
plejos, consideremos 


enla 
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a) La serie Ya, converge absolutamente si p < 1. 
b) La serie Ja, diverge si ẹ > 1. 
©) Nada puede afirmarse si ẹ = 1. 


Demostración. Supongamos que p < 1 y elijamos x de modo que p <x < 1. 
La definición de p implica la existencia de un N tal que |a,| < x* para n > N. 
Luego, Fla] converge en virtud del criterio de comparación. Esto demuestra a). 
Para demostrar b), observemos que p < 1 implica |a, > 1 y por tanto no 
puede ser limesa da = 0. 
Finalmente, c) se demuestra utilizando los mismos ejemplos que en el Teo- 
tema 12-25. 


Nora. El criterio de la raíz es más « potente » que el del cociente. Esto 
es, siempre que el criterio de la raíz no da origen a conclusión, el del cociente 
tampoco. Pero existen ejemplos en los cuales el criterio del cociente cae en 
el caso dudoso y en cambio con el de la raíz se decide la cuestión, (Ver Ejer- 
cicio 12-4.) 


12-12 Criterios de Dirichlet y Abel. Todos los criterios del párrafo anterior 
nos sirven para determinar la convergencia absoluta de una serie de términos 
complejos. Es importante también disponer de criterios para determinar la 
convergencia cuando la serie no fuera absolutamente convergente. Los cri- 
terios que se dan en este párrafo son especialmente útiles para esta finalidad. 
Todos dependen de una fórmula de sumación parcial de Abel (igualdad 9 
del próximo teorema). 


12—27 Teorema. Si {a} y (ba) son dos sucesiones de números complejos, 


definamos 
An =at Han 
Tenemos entonces la identidad 
9 E ah =A, E Aslbr — da) 
i s 


Por consiguiente, Sy, arba converge, si la serie Ein; Albiz — bi) Y 
la sucesión (Aaba,y) son ambas convergentes. 


Demostración. Escribiendo A, = 0, tenemos 


Aiba Y Arts + Arbitro 
a 


Ean È -aa 


3 a 


La segunda afirmación del teorema resulta inmediatamente de esta identidad. 


CRITERIOS DE DIRICHLET Y ABEL 349 


Nora. La fórmula 9) es análoga a la de la integración por partes de una 
integral de Riemann-Stieltjes, En realidad, puede ser considerada como un 
caso particular del Teorema 9-6. (Ver Ejercicio 9-8.) 


12—28 Teorema. (Criterio de Dirichlet.) Sea Ja, una serie de términos com- 
plejos cuyas sumas parciales forman una sucesión acotada. Sea (by) 
una sucesión decreciente que converge hacia O. La serie Fab, es en- 
tonces convergente, 


Demostración. Consideremos A, = a, + === + a, y supongamos que |A,| < 
<M para todo n. Entonces 


m Abats = 0. 


Por consiguiente, para establecer la convergencia de Jab, necesitamos tan 
sólo demostrar que ZA1(Dr,, — bi) es convergente. Puesto que by «, tenemos 


Mabasa — DS MO — daa 

Pero la serie F(b; — ba) es convergente (ver Teorema 12-10). Luego el cri- 

terio de comparación implica la convergencia adsoluta de ZAx(bay, — da). 

12—29 Teorema. (Criterio de Abel) La serie a,b, converge si Ya, converge 
y (ba) es una sucesión monblona convergente. 


Demostración. La convergencia de Ja, y de {b,) establece la existencia del 
limite la, Andayy, donde A, = 4, + ==> + an. También, (44) es una su- 
cesión acotada. El resto de la demostración es parecida a la del Teorema 12-28. 
(En el Ejercicio 12-27, se dan dos criterios más, parecidos a los anteriores.) 


Para utilizar prácticamente el criterio de Dirichlet, debemos conocer al- 
gunas series que tengan sumas parciales acotadas. Naturalmente, todas las 
series convergentes gozan de esta propiedad. En el teorema que sigue damos 
un ejemplo de una serie divergente cuyas sumas parciales están acotadas. 
La fórmula para las sumas parciales de la serie en este ejemplo particular es 
de importancia fundamental en la teoría de las series de Fourier. 


12—30 Teorema. Para todo número real x + 2mm (m entero), tenemos 


Sart sen (nx]3) 
10) e o 


Nora. Esta identidad da origen a la siguiente fórmula de aproximación : 


u) 


E ses ea 
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Demostración. (1 — i) Fi- 6% = Fiag (6% — AHN) = e — tn, 
Esto establece la primera igualdad de 10). La segunda se deduce de la identidad 


aem ginola — gina 
EXA AA 


Nora. Considerando las partes real e imaginaria de 10), obtenemos 
5 n $. A 
19) Doen o+ 5/0005 
== i+ heen (2n + 13 / senz, 
ES ns A x 
19) È enar mson” sen tn + n4 / e5. 
Utilizando 10), podemos también escribir 
w È, a-ne m emie S) eaen m SEEE gin, 
) à Boneia 


identidad válida para todo x # mæ (m entero). Tomando las partes real e 
imaginaria de 14) resulta 


> sen nx 
15) A e aas’ 
> sentar 
19) a 


Las fórmulas 12) y 16) se presentan en la teoría de las series de Fourier, 
12-13 Reordenación de series. En este párrafo, P representa el conjunto 
de los enteros positivos, P = (1, 2, 3, ...). 


12—31 Dernsición. Sea f una función cuyo dominio es P y cuyo recorrido 
es P, y supongamos que f es uno a uno en P. Sean Yan y Eb, dos 
series tales que 


m A para n=l, 2, ses 
Entonces Jb, se llama una reordenación de Yan. 


Nora. La igualdad 17) implica b. = aj- y, por tanto, Jo, es también 
una reordenación de Jb,- 
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12—32 Tuorema. Sea Ja, una serie absolulamente convergente que tiene por 
suma s. Toda reordenación de a, también converge absolutamente y 
tiene suma s. 


Demostración. Sea (bp una sucesión definida por 17). Dado e > 0, elija- 
mos N de modo que n >N implique 
E = 1,2, +> 


Se deduce que Ffas l4usal < e/2. Consideremos g = f-t y elijamos M de modo 
que (L, 2, ++.» N) C (gU), £l2), -.., g(M)). Entonces n >M implica 
gln) >N, y por lo tanto para ese valor n tenemos 


Basil + +++ lbatol 
= lasin + +++ + laini < È aral <$ < e 
Esto demuestra que Jò, converge absolutamente. 
Para demostrar que Jb, = s, consideremos f, = b, + +++ + Ön, Sa =% + 


+++ + am. Dado e >O, elijamos N de modo que [sy — s| < e/2 y que 
Jii laysa] < €/2. Entonces 


lasl S ia snl + lew — s < llo sw] + + 


Si ahora elegimos M como en la primera parte de la demostración, n > M 
implica 
la snl = lbp + 000 + da (0, + ++ H aml 
= ja + e + ae — (a + << + m)l 
<ln) + nal + e Sge 


ya que todos los términos 4,, ..., ay se destruyen unos con otros en la sus- 
tracción. Luego, » > M implica |t — s| <e y esto significa que Zb, = s. 


La hipótesis de Ja convergencia absoluta es esencial en el Teorema 12-32. 

Riemann descubrió que cualquier serie condicionalmente convergente de tér- 

minos reales puede ser reordenada para dar origen a una serie que converja 

, hacia una suma prefijada. Este hecho notable es una consecuencia del teorema. 

siguiente: 

12—33 Tuorema. Sea Ja, una serie condicionalmente convergente de térmi- 
nos reales. Sean x e y números dados en el intervalo cerrado [— eo, 
+ co], siendo x < y. Existe entonces una reordenación Xb, de Yan 
tal que 
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imanes y Umspa=y 


donde ta = b, + + + da. 

Demostración. Prescindiendo en una serie de aquellos términos que son 
nulos, no se altera su convergencia o divergencia. Por tanto, podríamos muy 
bien suponer que ningún término de Ja, es cero. Designemos por $, el m-ésimo 
término positivo de Ya, y por — qa el m-ésimo término negativo. Entonces 
Sp. y Xg. son dos series de términos positivos divergentes. [¿Por qué?) 
Construyamos luego dos sucesiones de números reales, por ejemplo, (xa) € 
(91), tales que limeso Ta = X, lmasa Ya = Y, Za < Yar Yı > 0. La idea de la 
demostración es ahora muy sencilla. Tomamos un número de términos po- 
sitivos (por ejemplo k,) estrictamente necesarios para que 


ARA 
seguidos de los términos negativos (por ejemplo 7) precisos para que 

htta- 
A continuación, incorporamos otro bloque de términos posteriores positivos 
precisos para que 

Abd gn + Ph t + Ph > Ye 

seguidos de los términos negativos siguientes indispensables para que 

Pi E E ESSE) 

+ < 


Estos pasos son posibles ya que Jf. y Jgs son series de términos positivos 
ambas divergentes. Si este proceso se va repitiendo, obtenemos evidentemente 
una reordenación de Jay. Dejamos al lector la demostración de que las sumas 
parciales deesta reordenación tienen como límite superior y y como límite 
inferior x. 


12—34 Deenución. Sea f una función cuyo dominio sea P y cuyo recorrido 
es un subconjunto infinito Q de P, y supongamos que f es uno a uno 
en P. Sean Ja, y Fu dos series dadas tales que 

A A 


Se dice entonces que Fb, es una subseric de Ja, o que es una serie con- 
tenida en Ja, o entresacada de Yan 


-m<%. 


12—35 Teorema. Si Ja, converge absolutamente, toda subserie Eb, tam- 
bién converge absolutamente. Además, tenemos 
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[En |< Em<5 lanl- 
E a~ a 
Demostración. Dado n, sea N el mayor entero del conjunto (1), -.., 


Hm)). Entonces 


lÈ bal 


. x a 
< Y ihl < Y lal < Y jal. 
a 


La desigualdad Jp, [Da] < ZF- 
12—36 Trorrma. Sea (y fy -..) un conjunto numerable de funcio, 
cada una definida en P, que gozan de las siguientes propiedades 


a) Cada f es uno a uno en P. 
b) El recorrido [.(P) es un subconjunto Qu de P. 

©) (Qu Qu ---) es un sistema de conjuntos disjuntos cuya reunión 
a P. 


laa) implica la convergencia absoluta de Jb,. 


Sea Ya, uña serie absolutamente convergente y definamos 
bain) = apa si MEP, REP, 

Entonces : 

1) Para cada k, S3., b(n) es una subserie de Ja, absolutamente 
convergente. 

IN) Si sa = Ez, baln), la serie Ef. sa converge absolutamente y tiene 
la misma suma que Dim; an 

Demostración. El Teorema 12-35 implica I). Para demostrar II), considere- 
mos ta = |si] + +++ + fsal. Entonces 


as È i+ t Emo = AI) 


= È enl + +++ ia) 


Pero Zias lega] + <>: él) < Br lanl. Esto pructa que Jia] tiene 
las sumas parciales acotades y, por lo tanto, 3 converge abocfutamente, 

Para encontrar la suma de Ysa, hacemos lo siguiente: Dado e > 0 ele- 
gimos N de modo que n > N implique 


18) $ lai — 


hal <5. 
a n 
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Elegimos suficientes funciones j}, . ... fp de modo que cada término aj, az 
u, ay aparecerá en algún lugar de la suma 


Est E 


El número y depende de N y por tanto de e. Sim >" y n>N, tenemos 


19) 


stat a| < jawil + lasal + ++ 


e 
+s- i 


debido a que los términos a, a, 
18) implica 


, ay se destruyen en la sustracción. Ahora 


Al combinar ésta con 19) encontramos 


jatta- E 
a 


sin >r, n>N. Esto completa la demostración de II). 


j<: 


12-14 Sucesiones dobles. Como en el párrafo anterior, P representa el 
conjunto de los enteros positivos. También, escribimos P x P para el pro- 
ducto cartesiano de P por sí mismo. 


12—37 Dermicióx. Una función f cuyo dominio es P X P se llama una 
sucesión doble. 


Nora. Nos ocuparemos tan sólo de las sucesiones dobles reales o complejas. 
12—98 Dermicióx. Si a e E, escribimos limp,y-.. (P, q) = a y decimos que 
la sucesión doble f converge hacia a, cuando se salisjace la siguiente 
condición : Para todo e >0, existe un N tal que If(p, q) — al < e 
siempre que p>N y q>N. 

12—39 Teorema. Supongamos que limp.»e Hp, g) = a. Para cada p fijo, 
supongamos que existe el limy, [(p, 9). Entonces, también existe el 
Vip. (lima. ($, 9) y tiene el valor a. 

Nora. Para distinguir limp,,.. f(P, g) de lim)... (lim, /(P, 9)), el pri- 
mero se llama límite doble, el segundo límite iterado. 


Demostración. Consideramos F(p) = limp,» f(p. g). Dado € > 0, elijamos 
N, de manera que 
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20) We. d=a<z IPSM y 4>N 
Para cada p podemos elegir N, de modo que 
2) IFA- Sg Ne 


(Observemos que N, depende tanto de $ como de e.) Para cada p > N, eli- 
jamos N, y entonces tomemos un g fijo mayor que N, y Ny. Las desigualda- 
des 20) y 21) son ambas válidas entonces y, por lo tanto 
IF) al <e sip> N, 

Por consiguiente, limp se F(p) = a. 

Nora. Se obtiene un resultado parecido si intercambiamos los papeles de 
pya 
Así pues, la existencia del límite doble limpe- /(f, q) y de Umy-re /(P, g) im- 
plica la existencia del límite iteado, 


Jm Qin p, > 
El ejemplo siguiente ia que el recíproco no es cierto, Consideremos 
maple E 
En este caso limyse f(P, g) =0 y, por tanto, limpse (mes. MP, 4)) = 0. 
Pero f(f, q) = | cuando $ = q y f(P, 9) = cuando p = Y, y, por consiguiente, 
no puede existir el límite doble. 

Introduciendo la noción de convergencia uniforme puede establecerse un 
recíproco conveniente del Teorema 12-39. (Esto se verá en el próximo capl- 
tulo. Ver Teorema 13-2.) 

En el Ejercicio 12-28 se dan otros ejemplos que ilustran el comportamiento 
de las sucesiones dobles. 


12-15 Series dobles. 
12—40 Deenición. Sea f una sucesión doble. La sucesión doble s definida 
por la igualdad 


.“. 
s= E Dima 
i sai 
se denomina una serie doble y se representa por el símbolo Sa (m, n) 


o, más brevemente, por Film, m). Se dice que la serie doble converge 
hacia una suma a si 
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lim sp, q) = a. 
e 


Cada número f(m, n) es un término de la serie doble y cada s(f, g) es una 
suma parcial. Si F/(m, n) tiene tan sólo términos positivos, es fácil demostrar 
que converge si el conjunto de las sumas parciales está acotado y recíproca- 
mente, (Ver Ejercicio 12-29.) Decimos que 3/(m, n) converge absolutamente 
si Yiflm, n)| converge. El Teorema 12-18 es válido para las series dobles. 
(Ver Ejercicio 12-29.) 

12—41 Dermución. Sean f una sucesión doble y g una función uno a uno 


definida om P con recorrido P x P. Sea G la eucsin definida. por 
choia aer. Sa dies onloncas que g s una ordenación de 
la sucesión dol sucesión G. 


19 Ar ana Sean Yjlm, n) una serie doble dada y g una ordenación 
de la sucesión doble f en una sucesión G. Entonces 


a) 3G(n) converge absolutamente si Fj(m, n) converge absolutamente, 
y recíptocamente. St pa jim, n) converja absolutamente 
pas suma S, tenemos 
b) Zf: Gin) = S. 
e) Fus /(m, n) y Ez. f(m, n) son ambas absolutamente convergentes. 
d) Si An = Ens f(m, n) y Ba = Sa-i f(m, n), las series ZAn y ZB, 
son ambas absolutamente convergentes y tienen por suma S. Ésto es, 


È Èime È È imnes. 
24 a 


Demostración. Consideremos T, = |G(1)| + ==" + IG(M)| y 


pe 
so.90- È È m n 
Entonces, para cada A, existe un par f, q tal que Ta < S(p, g) y, reciproca- 
mente, para cada par ($, q) existe un entero y tal que S(p, g) < Tp, Estas 
Gislain on oe qe ZiR lcas mas poco ucalana Slim, n) 
tiene sumas parciales acotadas, y reciprocamente. Esto prueba a). 
‘Supongamos ahora que Elf. n)| converge. Antes de demostrar b), demos- 
traremos que la suma de la serie XG(n) es independiente de la función g 
utilizada para construir G a partir de f. Para ver esto, sea h otra ordenación 
de la sucesión doble / en una sucesión H. Tenemos entonces 


Gim) = tie] y Him) = 1h). 
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Pero esto significa que G(n) = H[k(n)), donde (n) = h-[g(n)]. Ya que k 
es una aplicación uno a uno de P sobre P, la serie XH (n) es una reordenación 
de ZG) y, por tanto, tiene la misma suma. Designemos esta suma común 
por S’. Demostraremos más adelante que S’ = S. 

Observemos ahora que cada serie de c) es una subserie de JG(n). Luego c) 
se deduce de a). Aplicando el Teorema 12-36, llegamos a la conclusión de que 
JAn converge absolutamente y tiene suma S’. Lo mismo es cierto para FB. 
Queda por probar que S' = S. 

A tal fin consideremos T = limp,» SÍP, g). Fijado e > 0, elijamos N de 
manera que 0 < T — S(P, q) < e/2 siempre que $ > N y q > N. Escribamos 
ahora 


, 


a n 
4 30m o= Y X fm n. 
= z 


Elijamos M de modo que ty incluya todos los términos /(m, n) para los que 
1<m<N+1,1<n<N +1. Entonces lu —s(N + 1, N + 1) es una 
suma de términos /(m, n) en los que m > N on >N. Por consiguiente, si 
nm > M, tenemos + 


E E AS 
Análogamente, 
IS-N+ 1 NIIST- SN +1 N+) <$. 


Así pues, dado e > 0, podemos encontrar siempre un M tal que lt, — S| < e 
siempre que n > M. Puesto que lím,..., fa = S’, se deduce que S' = S. 

Nora. Las series X3., Doms f(m, n) y Eras Lens f(m, n) se llaman «series 
de series. » La convergencia de ambas no implica su igualdad. Por ejemplo, 
supongamos 


Lo sim=n+Lm 
Mm = i imen nel, 
O, en los demás casos. 


Entonces 


È È mm=-i po È $ imne 


Un caso importante en el cual las dos + series de series » son iguales se expone 
en el siguiente teorema, 
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12-43 Teorema. Supongamos f(m, n) > 0 para todo par m, n. Admitamos 
que i-i flo, n) converge para cada valor fijo m = 1, 2, ..., y que 
converge Xanı Zami fm, n). Entonces : 

a) Zi- flon, n) converge para cada n "2. 
b) Zio: ES- f(m, n) converge y coincide con Y3., Z3., f(m, n). 


Demostración. Para cada n fijo tenemos j(m, n) < Xf., f(m, k) y por 
tanto 


s da 
z ES X pA Jim, A). 


Basta considerar que M-»co para demostrar a). Para probar b), sea 
An = J2., f(m, n). Entonces, 


A 
A 
si 
donde para simplificar hemos llamado S al segundo miembro de la anterior 
desigualdad. Luego JA, converge y tiene una suma S' < S. Pero un razo- 
namiento semejante demuestra S < S’. Por consiguiente, S = S’ con lo que 
b) queda demostrado. 


Nora. En la demostración se ha hecho especial uso de la circunstancia 
de que los términos eran no-negativos. Un teorema más general se demostrará 
más adelante para términos complejos cualesquiera. (Ver Teorema 13-9.) 


12—44 Teorema. Sean Jan y Fö, dos series absolutamente convergentes con 
sumas A y B, respectivamente. Sea f la sucesión doble definida mediante 
la igualdad 


a 


È mm) = 
= 


Hm, n) < 5 


Him, n) = S, 
a 


Hmm) = Aba, si (mm eP x P. 
Entonces Empllm, n) converge absolutamente y tiene la suma AB. 


Demostración. Sea g una ordenación cualquiera de la sucesión doble / en 
una sucesión G, y consideremos Ta = |G(1)| + --- + IG(X)|. Cada término en 
esta suma parcial es de la forma |an| [0,). Si $ representa el mayor índice m, 
y q el mayor n, de manera que |an] |b,| figure en la suma parcial Ts, con seguri- 
dad tenemos entonces 


E Za 
Tas Y lanl Y il< Y lanl Y al 
E A 
Luego Y/G(n)| converge, ya que sus sumas parciales están acotadas. De la 


parte a) del Teorema 12-42, concluimos que 3/(m, n) también converge ab- 
solutamente. 
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Para demostrar que S/(m, n) tiene suma AB, consideremos la ordenación 
particular g definida como sigue: g(1) = (1,1); una vez definidos g(1), 
82), -.., g(n), sea 


E +A) = (+1, A) SiSi<0+l 
gin + k) =( 0424 041) sin+2<i<tm+l. 


La función g así definida aplica P de manera «uno a uno» sobre P X P. 
Consideremos G(n) = f[g(n)] y ta = G(1) + +++ + G(n). La función g ha sido 
construida de modo que (js es exactamente la suma de aquellos n? términos 
apb, para los cuales $ = 1, 2, ... n y g= 1, 2, ..., m Luego 


tu= Da, Dd 
ma 
Esto demuestra que lim, se tu = AB y, por tanto, lim, „e f = AB. Esto es, 
para esta ordenación particular tenemos XG(n) = A B. Según el Teorema 12-49, 
se deduce que S/(m, n) también tiene suma AB. 


12-16 Multiplicación de series, Dadas dos series Ya, y Xò., siempre po- 
demos formar la serie doble S/(m, n), donde f(m, n) = amb. Toda ordenación 
g de f en una sucesión G, nos conduce a otra serie 3G(»). Por analogía con las 
sumas finitas, parece natural referirnos a H/(m, n) o a FG(n) como al pro- 
ducto» de Ja, y Jön y el Teorema 12-44 justifica esta terminología cuando 
las dos series dadas Ja, y Xô, son absolutamente convergentes. Sin embargo, 
si una de las dos es condicionalmente convergente, no tenemos garantía al- 
guna de que una u otra de las series X/(m, n) o EG(n) será convergente, Ade- 
más, si una de ellas converge, su suma no es necesariamente A B. La conver- 
gencia y la suma dependerán de la ordenación g. Elecciones distintas de g 
pueden originar distintos valores del producto. Existe un caso muy impor- 
tante en el cual los términos f(m, n) son ordenados « diagonalmente » para 
dar origen a 3G(n) y son introducidos paréntesis agrupando juntos aquellos 
términos Amb, para los cuales m + n tiene un valor fijo. Este producto se 
llama producto de Cauchy y se define como sigue: 


12—45 Deervición. Dadas dos series Fina an y Fino bn, definamos 


22) a= Eabh sim=0,L,% 0... 
xo 


se llama el producto de Cauchy de Jan y Fòn. 


Nora. El producto de Cauchy se presenta de manera espontánea al mul- 
típlicar dos series de potencias. (Ver Ejercicio 12-33.) 
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En virtud de los Teoremas 12-44 y 12-13, la convergencia absoluta de las 
dos series Ya, y Sb, implica la convergencia del producto de Cauchy hacia 


el número 
(Z(E) 
AE 
Esta igualdad puede no ser cierta si las dos series Ja, y Jb, son condicional- 
mente convergentes. (Ver Ejercicio 12-32.) No obstante, podemos demostrar 
que 23) es válida si por lo menos una de las series Jan, Jb, es absolutamente 
convergente. 
12—46 Teorema. (Mertens.) Supongamos que Fro a, converge absolutamente 
y tiene suma A, y que Dz.o ba converge teniendo suma B. En tal caso 
el producto de Cauchy de las dos series converge y tiene suma AB. 


Demostración. Definamos An = Fino an Ba = Jimo bn Ca = Bio Ca, donde 
cx está dado por 22). Consideremos de = B — B, y 6n = Xino id, 


23) 


>. Ji » 
s C= Y Ya E 20m 


o o 
donde 


abr iZ, 
nch 


10) 


Entonces 24) se convierte en 
2g 07 Po a 
C= X Ehme Y Daba Ys Ed Da 
na o SS a T ao 
, 
= È oB- dpi) Ap Bey 
1 
Para completar la demostración, basta probar que e-+ 0 cuando p- co. La 
sucesión (d,) converge hacia 0, ya que B = Jb,. Elijamos m > 0 de manera 
que |d,| < M para todo n, y consideramos k = Fs. [aa]. Dado e > 0, elija- 
mos N de modo que n > N implique [d,| < e/(24) y al propio tiempo que 
È i< ar 
„Ža <a 


Entonces, para $ > 2N, podemos escribir 


s , 
ll < E ladpal + Y ladga) 
e E 
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, 
lal+M Y lan 
aos 


ES $ yE ? 
Six Ein E a<i+i= e 
Esto demuestra que ep +0 cuando $ - =>, y por lo tanto Cp + AB cuando 


Un teorema (debido a Abel) relacionado con el anterior, en el cual no se 
exige convergencia absoluta alguna, se demostrará en el próximo capítulo. 
(Ver Teorema 13-34.) 

Otro producto, conocido con el nombre de producto de Dirichlet, tiene es- 
pecial importancia en la Teoría de Números. Tomamos ay = b= 0 y, 
en lugar de definir c, por medio de 22), usamos la fórmula 
25) am pahu ms 
donde Za sera jann i sobre todos los divisores de m (in- 
cluyendo 1 y n). Por ejemplo, ce = aby + agbs + agbs + agb, Y Cy = Gb; + 
+ ab. Un teorema análogo al de Mertens también es válido para este pro- 
ducto. El producto de Dirichlet se presenta espontáneamente cuando mul- 
tiplicamos series de Dirichlet. (Ver Ejercicio 12-34.) 


12-17 Sumabilidad de Cesàro. 
12—47 Dermción Designemos por s, la suma parcial n-ésima de la serie 
Jan y sea 10) la sucesión de medidas aritméticas definida por 

20) anitis, nnlg 
Se dice que la serie Ja es sumable Cesàro (o sumable (C, 1)) si on 


converge. Si limy se ga = S, entonces S es la suma Cesdro (o suma (C, 1)) 
de Ya, y escribimos 


OS 
EJEMPLOS. 
1. Sea a, = 3", |z] = 1, z 41. Entonces 
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Por consiguiente, 


En particular, 


Fur 


2, Sea a, = (— 1)"Hn. En este caso, 
lm sapos =), lim inf o, = 0, 
y, por lo tanto, Y(—1)"*'n no es sumable (C, 1). 


12—48 Tuoresa. Si una serie es convergente y tiene por suma S, también 
es sumable (C, 1) y tiene suma Cesáro S. 
Demostración. Designemos por s, la suma parcial n-ésima de la serie, de- 
finamos ø, mediante 26), e introduzcamos f, = s, — S, Ta = d, — S. Te- 
nemos entonces 


Ci] 


y hay que demostrar que <, > O cuando n > co. Elijamos A > 0 de manera 
que Jta] < A. Dado e > 0, elijamos N de modo que n > N implique [th] < e. 
Tomando en 27) n >N, obtenemos 


tral chliti y Meal ll NA 


Luego, lim supp» [Tal < e. Puesto que e es arbitrario, se deduce que limna [Ta 


=0. 


Nota. En realidad hemos demostrado que si una sucesión (s,) converge, 
la sucesión (0,) de medidas aritméticas también converge y hacia el mismo 
límite. 

La sumat d de Cesáro es precisamente uno de los numerosos « métodos 
de sumabilidad » que pueden emplearse para asignar una «suma » a una serie. 
El Teorema 12-48 y el Ejemplo 1 (que sigue a la Definición 12-47) nos de- 
muestran que el método de Cesáro tiene un alcance más amplio que la conver- 
gencia ordinaria. La teoría de los métodos de sumabilidad es un asunto atrac- 
tivo e importante, en el cual, no obstante, no podemos entrar aquí. Para un 
estudio completo de tal teoría remitimos al lector al libro de Hardy Divergent 
Series (Ref. 12-1). Más adelante veremos que la sumabilidad (C, 1) desempeña 
un importante papel en la teoría de las series de Fourier. (Ver Teorema 15-21.) 
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12-18 Productos infinitos. En este párrafo ofrecemos una breve introduc- 
ción a la teoría de los productos infinitos, 
12—49 Deenución. Dada una sucesión (u) de números reales o complejos, 
consideremos 


28) A= hmh famm 


Una sucesión (pa) asi formada se llama un producto infinito (o simple- 
mente, un producto). El número Pu es el producto parcial n-ésimo y 
u, es el factor n-ésimo. Para representar los productos infinitos definidos 
Por 98), se utilizan los siguientes símbolos : 


29) wamo E 


Nora. El símbolo IMf..y.: a significa Mi; x4.. Cuando no hay peli- 
gro de confusión también escribimos Iwy. 

Por analogía con las series, debiera parecer natural llamar convergente al 
producto 29) si (6) converge. No obstante, esta definición no sería conve- 
niente ya que todo producto que tuviera un factor igual a cero debería ser 
convergente, sin tener en cuenta el comportamiento de los otros factores. 
La definición siguiente resulta más útil: 

12—50 Deemución. Dado un producto infinito Wi, tin, consideremos pa = 
= Mod. 

a) Si una infinidad de factores u, son cero, decimos que el producto 
diverge hacia cero. 

b) Si ningún factor un es cero, decimos que el producto converge cuando 
existe un número p + 0 tal que (pa) converge hacia p. En este caso, 
» se llama el valor del producto y escribimos p = [z-s Mn. Si (Pa) 
converge hacia cero, decimos que el producto diverge hacia cero. 

e) Si existe un N tal que n > N implica ua +0, decimos que is ta 
converge, con tal de que Ulz.y,1 un converja en el sentido de 
EN A deso el valor dl Prode UES es 

maou Ù u 
anos 

d) Il, 4, se llama divergente si no es convergente en el sentido expre- 

sado en b) o en c). 


Advirtamos que el valor de un producto infinito puede ser cero. Pero esto 
sucede si un número finito de factores son cero y recíprocamente. La conver- 
gencia de un producto infinito no se altera introduciendo o suprimiendo un 


30 SERIES Y PRODUCTOS INFINITOS 


número finito de factores, nulos o no. Por este motivo la Definición 12-50 es 
muy conveniente, 


EjeweLo. Mz, (1 + 1/m) y Mi, (1 — 1/n) son ambos divergentes. En el 

primer caso, fa =n + 1, y en el segundo, fa =1/n. 

12—51 Tuorema. (Condición de Cauchy para productos infinitos.) El producto 
infinito lu, es convergente si, y únicamente si, para todo e > 0 existe 
un N tal que n >N implica 

30) Maataa Me para km 1,2,3,- 

Demostración. Supongamos que el producto Ius converge. Podemos su- 
poner que ningún 4, es cero (prescindiendo de algunos términos si es necesario). 
Consideremos a = t += 4» y $ = lims se fa. En estas condiciones $ # 0 y 
por tanto existe un M > 0 tal que |ġ,| > M. Como (pa) satisface a la con- 
dición de Cauchy para sucesiones, dado e > 0 existe un N tal que n >N 
implica [pasa — Pal < eM para = 1, 2, ... Dividiendo por [f,! obtene- 
mos 90). 

Supongamos ahora que la condición 30) se satisface. Entonces n > N im- 
plica ua 0. (¿Por qué?] Tomemos en 30) e = |, sea N, el correspondiente N, 
y consideremos qa = Wy,yrU,42 *** Ma sin > Ny. Entonces 30) implica 
1< leal < }. Por consiguiente, al ig.) converge, no puede converger hacia cero. 
Para demostrar que (qa) converge, sea e > 0 cualquiera y escribamos 30) 
como sigue: 


aijee 


Esto nos da [Quya — gal < Elga] < } e. Por lo tanto, {ga} satisface la condi- 
ción de Cauchy para sucesiones luego es convergente. Esto significa que el 
producto Iu, converge. 

Nora. Tomando en 30) k = 1, encontramos que la convergencia de Jlis 
implica lím,.,., t, = 1. Por este motivo, los factores de un producto infinito 
se escriben así: tía = 1 + ay. Así pues la convergencia de TI(1 + a,) implica 
que limesa an =0. 

12—52 Teorema. Supongamos que cada a, > 0. El producto M(1 + a.) 
converge si la serie Ja, converge, y reciprocamente. 

Demostración. Una parte de la demostración se basa en la siguiente desi- 
gualdad : 

3) 141<%. 

Si bien 31) es válida para todo x real, sólo la necesitamos para x > 0. Cuando 
x > 0, 31) es una consecuencia inmediata del Teorema del Valor Medio, que 
nos da 
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&— l= xo, donde 0<x<x. 
Ya que e* > 1, a partir de esta igualdad resulta inmediatamente 31). 

Pongamos ahora s, = a, + as + ="" + am Pa = (1+0)(1 + a) >>> (1 H 
+ a). Las sucesiones (sa) y (P,) son ambas crecientes, y por lo tanto para 
demostrar el teorema únicamente necesitamos probar que (5h) es acotada si 
(0) lo es, y recíprocamente. 

En primer lugar, la desigualdad $, > s, es evidente, A continuación, to- 
mando en 31) x = an k =1,2,...... n, y multiplicando, encontramos p, < ¢"*. 
Luego, (sa) está acotada si (Pa) está acotada y recíprocamente. Observemos 
que ($) no puede ser convergente hacia cero ya que cada fa > 1. Asimismo 
notemos que fa-» + 00 si sp- -+ 00, 
12—53 DerixicióN. El producto infinito M1 + a,) se llama absolutamente 

convergente si M(1 + [a,/) converge. 
12—54 Teorema. La convergencia absoluta de (1 + a,) implica la conver- 
gen 

Demostración. Utilicemos la condición Cauchy junto con la desigualdad 

ML H amo + awpa) +e (1 anga) — 2 
S (14 jaspi (I + Jaspal) ==> (14 lona) — 1 

Nora. El Teorema 12-52 nos dice que I1(1 + a,) converge absolutamente 
si Ya, converge absolutamente, y recíprocamente. En el Ejercicio 12-43 da- 
mos un ejemplo en el que II(1 + a) converge pero Ja, diverge. 

Un resultado análogo al Teorema 12-52 es el siguiente : 


12—55 Txorema. Supongamos que cada a, > 0. Entonces el producto 
(1 — an) converge si la serie Ja, converge, y recíprocamente. 

Demostración. La convergencia de Ya, implica la convergencia absoluta 
(y por lo tanto la convergencia) de I1(1 — as). 

Para demostrar el recíproco, supongamos que Ja, diverge. Si (as) no, 
converge hacia cero, entonces II(1 — a,) también diverge. Por consiguiente, 
podemos suponer que a, - O cuando n — co. Prescindiendo de algunos tér- 
minos si es preciso, podemos admitir que cada a, < 1. Entonces cada factor 
1 — a, > } (y por lo tanto 4 0). Consideremos p, = (1 — a) (1 — a) +++ (1— 
— an), qa = (1 +ap)(1 +4) +++ (1445). 


Ya que tenemos 


Q- altala s 
podemos escribir fa < 1/qu. Pero en la demostración del Teorema 12-52 ob- 
Servamos que ga >+ co si Ja, era divergente. Por lo tanto, fa > 0 cuando 
1 > co y, de la parte b) de la Definición 12:50, se deduce que TI(1 — a,) 
diverge hacia 0. 
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Ejercicios 


Sucesiones, 
12-1. Dada una sucesión real (a), consideremos U = lim upon an, V = lim inf 
mes, Si U y V son finitos, 
ra E dae da ración contenida en (ad convergente bacia U y otra convergente 
J's U = Y, toda sucesión contenida en fan) converge hacía U. 

12-2. Dadas dos sucesiones reales (0) y (8a); Demostrar, que 

3 supero (an + bn) S lim Supa»e a, + lim Supe» Dr. 

b) Mp lasba) < (fm Supa» an) lim sups-»e D.) Si a, > 0, ba > O para 


12-3. Demostrar los Teoremas 12-3 y 12-4. 
12-4. SÍ cada a, > 0, probar que 

timint ónt < mint Ya, < lim sap Yo, < Mi sup tzt 
12-5, Sea {a,) una sucesión real y consideremos 0, = (0, + -++ + a,)/n. Demostrar 


que 


lod inf a, < lim int o, < lim sup o, < lim sup an. 


12-6. Encontrar lim sups->e a, y lim infs-»e a, si a, viene dada por 


a) cos n, Spie Quo, 
03-13) 


» demostrar que {an} converge si, 


a) sen" cos E, e) (— 1)"n/(1 + n) 


2 
Nora. En (/), (x] significa el mayor entero < x. 


12-7. Si a, > 0 y anțı = a*n para n = 1, 2, 3, 
y únicamente si, 22'a, <e 


12-8. Sea a, = n"/n!, Demostrar que líma-+= a, 
para deducir que 


alan = e y utilizar el Ejercicio 12-4 


aT 
En los Ejercicio 12-9 al 12-14, demostrar que la sucesión real {a,} es convergente. 
Las condiciones dadas se suponen válidas para todo n = 1. En los Ejercicios 12-10 al 
12-14, demostrar que {a,} tiene el límite 
12-9, |an] < 2, lagta — Gatil < llada — 
12-10. a, = 0, a, > 0, ants = (anān4:)"”, L = (0103). 


i L=4 


80m E -2 
1211. a, = 2, a, = 8, 02041 = Plaza), ampa = aee 
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12-12. q= — f, 30 =2 +40 L= 


. Modificar a, para que sea L = — 2. 


1019. 0% 049 ER, LV, 


12-14. ay = at, siendo dy = dy = 1, daga = da + Baty L = + v5, 


Indicación : Demostrar que batya — bir = 
lan — anpil < n 


1+! y deducir que 
sim>4 


Series. 
12-15, Estudiar la convergencia (p y q representan números reales fijos). 

a) 3 mes, b) Š os nP, 

afew on afpa <en 
2 E 
En s a 

agr a, 9 2 (0<9<p) 
Es S 

marim È teya 


x Š taies 
PET a en] 
yÈvū+m-) D Bv 


mor. aÈ AVariaVn+ VD 


12-16. Designemos por S = (m, y ... ) la colección de aquellos enteros positivos 

¡ue no contienen la da etición decimal. (Por ejemplo, 7 € S pero 101 45) 

Pemostrar que 3f-,1/ns converge y tiene una suma menor que 40. 

12-17, Dados los enteros a, ap. --- tales que 1 < ap < n — 1, m = 2, 3, «+. Demos- 
anjn! es racional si existe un entero N tal que an = 


[Indicación: Para la suficiencia, demostrar que Jf-,(n — 1)/n! es una serie del tipo 
citado en el Teorema 12-10 y de suma 1.) 


12-18. Sean p y q dos enteros fjios, p >g > 1, y consideremos 


a) Utilizar la fórmula 8) para demostrar que lima-»e xa = log (9/0). 
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b) Cuando g = 1, p = 2, demostrar que sra = xa y deducir que 


c) Reordenar la serie de b), escribiendo alternativamente p términos positivos se- 
de q términos negativos y usar a) para demostrar que esta reordenación tiene 
Somo suma log 2 + 1108 (9/0). 


d) Encontrar la suma de F=/(— 1)**(1/(8n — 2) — 1/(8n — 1). 


12-19, Consideremos c, = a, + ibu, donde an = (— 1)/V%, Da = 1/n*. Demostrar 
que Joy es condicionalmente convergente. 


12-20, Utilizar el Teorema 12-23 para obtener las fórmulas siguientes : 


a$ IEA L blogin + A +0(1%") (4 constante) 
Gi 


5 t 1 
b) È maneten s+ o(a 5) (B constante). 


12-21. Si 0 <a < 1, s > 1, definamos Us, a) = Edel + a)". 


a) Demostrar que esta serie converge absolutamente para s > 1 y demostrar que 


5] 6 (24) ro dades 


donde X(s) = €(s, 1) es la función Y de Riemann, 
D) Demostrar que Fxmy(— 1)°-*/n" = (1 — 27) (9) si s > 1 


12-22. Dada una serie convergente Ja, en la que cada a, > 0. Probar que 
3 Vä, n-? converge si p >}. Dar un contraejemplo para p = }. 
12-23. En el supuesto de que Ja, diverge, demostrar que Jna, también diverge. 
12-24. Suponiendo que Fa, converge, siendo cada a, > 0, demostrar que 
Elan 
también converge. Demostrar que el recíproco también es cierto si (ay) es monótona, 


12-25. Suponiendo cons absolutamente, demostrar que cada una de las 
oerien aigaiehtes tambien avenge ainia á 


a) Dai, 
DN ningón a= — 1). 
Pa: 


12-26, Determinar todos los valores reales de x para los cualesla siguiente serie con- 
verge 
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iiaa 
(ojos. 


12-27. Probar las siguientes afirmaciones : 
a) Emile Dime? Elb. — bnt) converge absolutamente. e 
E T E 


Sucesiones dobles y series dobles. 


12-28. Im la existencia de los dos limites iterados y del límite doble en la 
sucesión doble sa e 


aS 2 
a) pq) A b) Me. 4) FFU 
e A E 1 
anam Re, A E 
omo- EL, D np, d) = (194, 
4 
ano SE, n fpd =h È seng 
puesta. Hriste cl limite doble en a), d), e), a). Existen ambos limites iterados 
0.0, mte Lan sd an lenite iterado en c), a os lite ta" 


existe en d), f) 
12-29. Demostrar las afirmaciones siguientes : 
«a 3) ¡Una perie doble de términos positivos converge si el conjunto de las sumas par- 
y reciprocamente. 


oa AE EAU A BE iiai 
€) Emaerintw) converge. 

Supongamos que la sere doble Fneala)v" converge, absolutamente, para 
NA e cada una e as aeris aigalas 
a Soraya abeatis pasa ll < 1 y a enc SA > 


Sn S es ge a e ce abate 
Indicación : Considerar s(p, q) = Z2- Ef=alm + ómj=". El conjunto 
(m4 inim=1,2, 0,9, 0=1,2, 0-8) 


consta de p* números complejos uno de los cuales tiene valor absoluto VŽ, tree satis- 
facen [14241 < jm + im] < 2/2, cinco satisfacen |1 + 3i] < |m + in] < 3V3, eto 
Comprobar esto geométricamente y deducir la desigualdad 


į Alo, siendo o) = X ati). 


PETE 
Á á 
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12:32, a) Demostrar, que el de Cauchy de Mel porsi 
Eae A med Siy y yes: por. 


y] Pega que d producto e Cy de Ea 1)9+/(m + 1) por si misma 
sere. 
aa AE 1 
or (itai) 

¿Converge ésta? ¿Por qué? 

12-33. Dadas dos series de | absolutamente convergentes, HF, an3" y Zkmgbyt", 
quieren sumas A0) Y cctv, damain que Fannar 2d Bl 

AS 
E a Una serie de pane Srta iea, A Eos] Dagta 
ies de Dirichlet al 


NE nie ea = 
Smas ¿10 y B) perenne, Senostar que Scala ADE donde fa = 
iin Saba 


38, SI) = Fial, a> d, demostrar = Zë-,d(n)/n, donde dl 
annt 5. E Fil, dd Zk-,d(n)/n', donde d(n) es 


Sumabilidad de Cesáro. 
12-36. Demostrar que cada una de las series siguientes tiene suma (C, 1) mula : 
A HHH 
A i++ 
e) cosx + cos 3r + cos Ba -+ +- (x real, x yt mn). 


12-37. Dada una serie Jan, consideremos 


nba =D nal En 
Demostrar que: 
a) la = (n + Dsn — now 
3), S os pe amale (C, 1), entonces Zo, converge si ta = el) ando n > 0 y 
rocipcociment. 
c) Jan es sumable (C, 1) si Em, ta/m(n + 1) converge y recíprocamente. 
1738, Dada una sucesión monton fs) de términos positivos, tal que sta as 


s= y wa e $ (a n= y (Ds 
ai t] ii 


Probar que: 
du + sal? 

(— 1)'5a es sumable (C, 1) y tiene suma Cesiro | JE, (— 1%, 
DML +44 ++ + An) = — dog Y (C, 1). 
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Productos infinitos. 


12-39. Determinar si convergen o no los productos infinitos siguientes. Encontrar 
el valor de cada uno de los que convergen. 


Y Ñ a-a, 


alara suci 
s-s 


12-40. Si cada una de las sumas parciales sẹ dela serie convergente Ja, no es cero 
y si la propia suma no es cero, demostrar que el producto infinito a, llZay(1 + an/sa-1) 
Converge y tiene por valor 

12-41. Encontrar el valor de los productos infinitos siguientes estableciendo las iden- 
tidades siguientes y sumando las series; 


12-42, Determinar todos los valores reales x para los cuales converge el producto 
infinito Ilz..¡cos (x/25) y encontrar su valor cuando sea convergente. 


12-43, a) Consideremos an = (— 1)*/V/m para n = 1, 2, ... Demostrar que II(1 4- ay) 
diverge pero que Jay converge. 

b) Consideremos am- = — 1/ V/m, as = 1/ V/F + 1n para n= 1, 2, +.» Demostrar 
que II(1 + an) converge pero que Za, diverge. 


Demostrar que Il, (1+ (—1)*a,) convergesi ZF, (—1)* a, converge, y reciprocamente, 
el m-ésimo entero primo. (Así, p, = 2, f, = 3, Pa 9 


Indicación: Considerar Pa = 


12-1. Haroy, G. H., Divergent Series. Oxford : University Press, 1949. 


12-2, Knopp, K., Theory and Application of Infinite Series. R. C. Young, traductor, 
New York: Hafner, 1961. i 


CAPÍTULO 13 
SUCESIONES DE FUNCIONES 


13-1 Introducción, En este capítulo trataremos de funciones complejas 
definidas en ciertos subconjuntos de Ey. Algunos de los resultados son ciertos 
únicamente para funciones reales definidas en subconjuntos de E,, y en tales 
casos esta restricción será establecida explícitamente, 

Dada una sucesión (fa), cada término de la cual es una función definida 
en un conjunto S, para cada valor x de S podemos construir otra sucesión 
tfa(x)) cuyos términos son los correspondientes valores de la función, Desig- 
nemos por T el conjunto de aquellos puntos x de S para los cuales esta segunda 
sucesión converge. La función f definida por la igualdad 


Ne) = limfala), rc, 


se Mama la función límite de la sucesión (fa) y diremos que (Ja) converge pun- 
tualmente en el conjunto T. 

En este capítulo nos interesaremos en especial por el problema siguiente : 
Suponiendo que cada término de la sucesión (/4) tiene una cierta propiedad 
(por ejemplo, continuidad, diferenciabilidad, integrabilidad), ¿hasta qué punto 
puede afirmarse que la función limite / también posee esa propiedad? Como 
ejemplo, supongamos que cada fa es continua en un punto xy de T. ¿La fun- 
ción límite f es también continua en el punto xp? Veremos que, en general, 
no es así. En realidad, encontraremos que la convergencia puntual ordinaria- 
mente no es lo « bastante fuerte » para transferir cualquiera de las propiedades 
antes citadas de los términos f, a la función límite f. Por consiguiente nos 
encontramos en la necesidad de estudiar métodos de convergencia «más 
fuertes » que conserven esas propiedades. El más importante de ellos es el con- 
cepto de convergencia « uniforme ». 

“Antes de iniciar una discusión de la convergencia uniforme, formulémonos 
de otra manera una de nuestras preguntas fundamentales. Cuando pregunta- 
mos si la continuidad decada f, en xy implica la continuidad de la función 
límite en xy, en realidad lo que preguntamos es si la igualdad 


lim fala) = fal) 
e 

implica esta otra 

1) ln fia) = fiz). 
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Pero 1) puede también escribirse así: 


2 lim lim f(x) = lim Hm fufa). 
o e o 


Por consiguiente, nuestra pregunta relativa a la continuidad equivale a 
ésta : ¿Podemos invertir los símbolos del paso al límite en 2)? Veremos que, 
en general, no es posible. Ante todo, el límite de 1) puede no existir. En se- 
gundo lugar, aun cuando exista, no debe ser necesariamente igual a f(x). 
Ya vimos algo parecido en el Capítulo 12 en relación con las series de series 
cuando encontramos que X3., Di. f(m, n) no es igual necesariamente a 
1 Es /(mm, n). (Ver la notá que precede al Teorema 12-43.) La cuestión 
de la inversión del orden de los dos pasos al límite se presenta repetidas veces 
en el análisis matemático. Encontraremos que la convergencia uniforme es 
una condición suficiente de largo alcance para la validez de la inversión de 
ciertos límites, pero no constituye una respuesta completa a la pregunta 
formulada. Encontraremos ejemplos en los cuales el orden de los dos pasos 
al límite puede invertirse aun cuando la sucesión no es uniformemente con- 
vergente. © 


13-2 Ejemplos de sucesiones de funciones reales. Los siguientes ejemplos 
ilustran algunas de las posibilidades que pueden presentarse al construir 
la función límite de una sucesión de funciones reales. 


EJuupLo 1. Sea falx) = nx(1 — x)" si ze E, m=1, 2, ... Existe enton- 
ces lima falx) si O < x < 1. La función límite / tiene el valor O para cada 
punto de (0, 1]. Observemos que f, tiene un máximo local en x =1/(4 + 1) 
y que /n(1/(m + 1)) = (m/(m + 1)):**->c"1 cuando n -» co (Ver Fig. 13-1.) 


Pig. 19-1. far) = melt — 


-1,2,3,5,12 
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Ejemrro 2. Sea fafa) 
zeE, n=1, 2, ... Existe, 

Hm,»e fa (x) si 0 < x <1 y tiene por va- 
lor O en cada punto de (0, 1]. Como en 
el Ejemplo 1, fs tiene un máximo local en 
x = 1/(4 + 1), pero Ja(1/(n + 1)) > > 
cuando »# > co. (Ver Fig. 13-2. 


EJEMPLO 3. Sea fa(x) = a™/(1 + 2%) 
( cEj,n =1,2,.. .). En este caso existe 
in» fa(z) para todo x y la función 
límite viene dada por 


i= 


Cada f, es continua en Ep, pero f es dis- 
continua en x = 1 y x = — 1. (Ver Fig. 


13-3.) a, Dp am vt 
EJEMPLO 4. Tomemos f= sen mx/y/x (xcE, n=1, 2, ...). Entonces 
Mm, fa(¥) = 0 para todo x. Observemos que fa(x) = /% cos nx. Luego, 
lím, se fax) no existe para cualquier x. (Ver Fig. 13-4.) 


| 
= | == 
| 


a=1,2,3 Jia) = hm 4,10 


Fiun 133. 


13-3 Definición de convergencia uniforme. Sea (f) una sucesión de tun- 
ciones que convergen puntualmente en un conjunto T hacia una función 
Xmite /. Volviendo a la definición fundamental de límite, esto significa que 
para cada punto z de T y para cada e >0 existe un N (dependiente a la 
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Fig. 134. fala) = sen men, n= 1,2, Pig. 135. Signilicación geométrica de la 
3,8, 16, convergencia uniforme. 


vez de x y e) tal que n > N implica |fa(x) — f(x)] < e. Si el mismo N sirve 
para todo punto de T, la convergencia se llama uniforme en T. Esto es, tenemos 


13—1 Dewmición, Una sucesión de funciones (fa) se llama convergente uni- 
Jormemente hacia f en un conjunto T si, para lodo e >0, existe un N 
(dependiente tan sólo de e) tal que n >N implica 


Val) Aale, para todo x de T- 
Expresamos esto simbólicamente escribiendo 
Ín > f uniformemente en T. 


Cuando cada término de la sucesión {f,} es real, hay una útil representación 
geométrica de la convergencia uniforme, La desigualdad |fa(x) — /(3)| < e 
equivale a las dos desigualdades 


3 Ha) — e < hala) < Ha) + e. 


Si 3) es válida para todo n > N y todo x de T, esto significa que toda la grá- 
fica de f, (esto es, el conjunto ((x, y) |y = fa(x), x € 7)) queda dentro de una 
« banda » de altura 2e situada simétricamente en torno a la gráfica de /. (Ver 
Fig. 135.) 

Una sucesión {f} se llama uniformemente acotada en T si existe una cons- 
tante M > 0 tal que lfa(x)] < M para todo x de T y todo n = 1, 2, .... El 

„número M se llama la cota uniforme para (fa). Si cada término de la sucesión 
es acotado y ja > f uniformemente en T, es fácil entonces demostrar que (f) 
es uniformemente acotada en 7. (Ver Ejercicio 13-1.) Esta observación a 
menudo nos permite decidir que una sucesión no converge uniformemente, 
Por ejemplo, la simple inspección de la figura 13-2 nos dice inmediatamente 
que la sucesión del Ejemplo 2 no puede ser uniformemente convergente en 
cualquier subconjunto que contenga un entorno del origen. No obstante, la 
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convergencia en este ejemplo es uniforme en todo subintervalo que no contenga 
el origen. 

13-4 Una aplicación a las sucesiones dobles. Como una aplicación del con- 
cepto de convergencia uniforme, deducimos el teorema siguiente, que puede 
ser considerado como el recíproco del Teorema 12-39 : 

13—2 Teorema. Sea f una sucesión doble y designemos por P el conjunto 
de los enteros positivos. Para cada n = 1, 2, . . . „ defínamos una función 
ga en P como sigue: 


gm) = imn), si meP. 
Supongamos que gu -> g uniformemente en P, siendo g(m) = lim, se f(m, n). 
Si el límite iterado lima „a (limna f(m, n)) existe, también existe entonces 
el límite doble Umm»... f(m,n) y tiene el mismo valor. 


Demostración, Dado e > 0, elijamos N, de modo que n > N, implique 
imn) — glm)l <$, para todo m en P. 


Sea a = limmas (Masa f(m, n)) = lima... gim). Para el mismo e, elijamos Na 
de modo quem > N, implique |g(m) — a| < e/2. Entonces, si N es el mayor 
de los números N, y N,, tenemos [/(m, n) f < e siempre que simultánea 
mente m > N yn > N. En otras palabras, mn. f(m, n) = a. 


13-5 Convergencia unitorme y continuidad. 


13—3 Teorema. Supongamos que fa -» f uniformemente en T. Si cada fa es 
continua en el punto xy de T, también la función límite f es continua en Xy. 


Nora. Si xa es un punto de acumulación de T, la conclusión del teorema 
implica que 
lim lim fa(s) = lim lim fa). 
armsa T Tara am 
Demostración. Si xy es un punto aislado de T, entonces f es automática- 


mente continua en xy. Supongamos, pues, que x es un punto de acumulación 
de T. Por hipótesis, para todo e > 0 existe un M tal que n >M implica 


1/0 MEM <E para todo x en T. 


Puesto que fu es continua en xy hay un entorno N(x) tal que x € N(x) n T 
implica 


IS 
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Pero 


Wa) — Haal < Wl) — ala) + ala) — alad 
+ Mal) — Adl 


Si x e N(x) n T, cada término del segundo miembro es menor que e/3 y por 
tanto |/(x) — /(xa)] < e. Esto demuestra el teorema 


Nora. La convergencia uniforme de (/,) es suficiente pero no necesaria 
para transmitir la continuidad de cada término de la sucesión a la función 
límite. En el Ejemplo 2 (párrafo 13-2), tenemos una sucesión de funciones 
continuas que no converge uniformemente y tiene función límite continua, 


136 La condición de Cauchy para la convergencia uniforme, 


13—4 Trorrma, Sea (fa) una sucesión de funciones definidas en un conjunto 
T. Existe una función f tal que fa > f uniformemente en T si, y única- 
mente si, se satisface la si condición (lamada la condición de 
Cauchy): Para todo e > O existe un N tal que al serm>N y n >N 
se verifica * 


Vala) — fala <e. Para todo x de T. 


Demostración. Supongamos que fa — / uniformemente en T. Entonces, dado 
£ > 0, podemos encontrar N de modo que n > N implique (f(x) — f(2)| < e/2 
para todo x en T. Tomando m > N, también tenemos l/n(x) — f(2)| < ¢/2, y 
mei lo tanto |fa(x) — fa(x)| < e para todo x de T. 

Reciprocamente, supongamos que se satisface la condición de Cauchy. En- 
tonces, para cada x en T, la sucesión (/,(x)) converge. Sea f(x) = Hmp su falt) 
si xe T. Tenemos que demostrar que fs > / uniformemente en 7. Si fijamos 
€ > 0, podemos elegir N de manera que n > N implique [fa(x) — fa+a(2)l 
< ef2 para todo è= 1, 2, ..., y todo x de T. Por consiguiente, 
Ihala) — harala)! = lala) — Ha) < 2 s/2. Luego, n>N implica lfa(x) — /(2)1 
< e para todo x de T. Esto prueba que f, — f uniformemente en T. 


13-7 Convergencia uniforme de series. 


13—5 Dernvición. Dada una sucesión (fa) de funciones definidas en un con- 
junto T. Para cada x de T, consideremos 


4 sls)= Ehe) (w=, 
A 


Si existe una función } tal que sa — f uniformemente en T, decimos que 
la serie Bf.(x) converge uniformemente en T y escribimos 
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5 hala) = fa) (uniformemente en T). 

13—6 Trorema. (Condición de Cauchy para la convergencia uniforme de series). 
La serie 3/.(x) converge uniformemente en T si, y únicamente si, para 
todo e >O existe un N tal que n>N implica 

mo | 
Y M| <e paracadap = 1,2, s+, y todo x de T. 


aeth 
Demostración. Definir są mediante 4) y aplicar el Teorema 13-4. 


13—7 Teorema. (Criterio M de Weierstrass). Sea (M) una sucesión de nú- 
meros no negativos tales que 


OS IAN SM, para n= 1,2, „+ , y para todo x de T. 
Entonces jax) converge uniformemente en T si EM, converge. 
Demostración. Aplicar los Teoremas 12-11 y 13-6 unidos a la desigualdad 


s+ st 
Y najs Y a 
ana [T aeath 
13—8 Trorema. Supongamos que S/.(x) = f(x) (uniformemente en T). Si 
cada fu es continua en el punto x, de T, también f es continua en xy. 


Demostración. Definir sa mediante 4). La continuidad de cada f, en xo 
implica la continuidad de s, en xy, y del Teorema 13-3 se deduce inmediata- 
mente la conclusión. 


Nora. Si x, es un punto de acumulación de T, este teorema nos permite 
escribir 
lim È fala) = È iim falo). 


o o 


13-8 Curva que llena un espacio. Podemos aplicar el Teorema 13-8 a la 
construcción de un ejemplo de lo que se llama una curva que llena un espacio. 
Se trata de una curva continua en E, que pasa por todos los puntos del cuadrado 
unidad [0,1] x [0, 1]. Paxo (1890) fue el primero en dar un ejemplo de 
una curva de tal naturaleza. El ejemplo que aquí presentamos es debido a 
1. J. ScnozwsEr6 (Bulletin of the American Mathematical Society, 1938) y 
es el siguiente : 

Sea $ una función definida en el intervalo (0, 2] mediante las fórmulas 
siguientes : 


CURVA QUE LLENA UN ESPACIO so 


o  sosishósiisis? 
r iisish 
l L ij<t<i 
145, isisi 


Extendamos la definición de $ a todo 
el E, mediante la ecuación AVAVAVAVA 


$ +2) = bi). Figura 136, 


Deesta manera ¿es periódica de período 2. (Verla gráfica de gen la Fig. 13-6.) 
Definamos ahora dos funciones a, y a, mediante las ecuaciones siguientes : 


A Calais 
o, 


=i 


Ambas series convergen absolutamente para cada valor real de £ y convergen 
uniformemente en E,. En efecto, ya que | $(()| < 1 para todo £, es aplicable 
el criterio M de Weierstrass poniendo M, =2>". Puesto que $ es continua 
en Ej, el Teorema 13-8 nos dice que a, y a, también son continuas en E. Con- 
sideremos a = (a, a;) y designemos con P la imagen del intervalo unidad 
0, 1] bajo a. Demostraremos que T «llena » el cuadrado unidad, es decir 
que T= (0,1) x (0, 1). 

Ante todo, es evidente que 0 < a (f) < 1 y 0 < a (f) < 1 para cada t, ya 
que J7., 27" = 1. Luego, I es un subconjunto del cuadrado unidad. A conti- 
nuación tenemos que demostrar que (a, b) e T siempre que (a, 8) € [0, 1] x 
X [0, 1]. A tal fin escribimos a y b en el sistema binario, Esto es, ponemos 


donde cada a, y cada b, es ó 0 ó 1. (Ver Ejercicio 1-14.) Consideremos ahora 


22, donde ca = an Y cam ba n= de 


- 


Evidentemente, 0 < c < 1 ya que 25%, 3-*= 1. Demostraremos que a (c) = 
= a y que afc) = b. 
Si podemos demostrar que 


5 HOC) =at para cada k=0,1,2,..-, 
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tendremos entonces ¢(3™-3c) = cg, = 44 y $(3™-1) = 
nos dará a(c) = a, a(c) = b. Para probar 5), escribimos 


= bn, y esto 


a E 
Se= Y gta Y gata (on entero par) + da, 
E er 


donde de = 233-1 caja/3%. Ya que $ tiene período 2, se deduce que 
Hato) = laa) 


Si (a+ =0, tenemos 0 < da < 257.2 3-* = 4, y por tanto ġ(di) = 0. Por 
consiguiente, (3%) = Cay, en este caso. El otro caso, único a considerar es 
cny, = 1. Pero entonces obtenemos | < da < 1 y por lo tanto 4(ds) = 1. Por 
consiguiente, $(3%) = c+, en todos los casos y esto demuestra que a (c) = 4, 
aa(c) = b. Luego, I llena el cuadrado unidad. 


13-9 Aplicación a las series de series. Como un. segunda aplicación del 
“Teorema 13-8, deducimos la siguiente generalización del Teorema 12-43: 


13—9 Tuorzxa. Sea f una sucesión doble compleja. Supongamos que Ez, Nm, n) 
converge absolutamente para cada m fijo y que 


È iim. wi 
-A 


converge. Entonces : 


a) 35. f(n, n) converge absolutamente para cada n. 
b) Ei-1 Ez- /(m, n) converge absolutamente y coincide con 


Y Y im»), 
A 
Demostración. La convergencia absoluta de las series de a) y b) es una con- 
secuencia del Teorema 12-43. El problema consiste en demostrar la igualdad 
de las series de series. A tal fin, consideremos T = (0) u (1/9 =1,2,...)- 
Para cada m=1, 2, ... fijo, definamos una función ga en T como sigue : 


A sa 
A Èm se 


Definamos ahora g en T por la ecuación 


ol e) $ ea sixer. 
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Ya que ¡gm(2)| < Sis l/fm, n)|, el criterio M de Weierstrass nos dice que la serie 
de 6) converge uniformemente en T. También, la convergencia de Sy. f(m, n) 
implica la continuidad de gw en O. Luego, g también es continua 0. 
Esto significa que 
n È 0 -1m È c(i). 

am-an 
la existencia del límite constituye una parte de la conclusión. Pero 


5 s2(;)- $ Emne È È fmn. 
Si eet ás 


4 


Sustituyendo en 7), obtenemos 


e 


13-10 Convergencia uniforme e integración de Riemann-Stieltjes. 
13—10 Teorema. Sea a una función de variación acotada en [a, b). Supon- 
gamos que cada término de la sucesión (Ja) es una función real tal que 
fac Ría) en (a, b) para cada n = 1, 2, ... Supongamos además que 
Ja > f uniformemente en (a, b) y definamos gax) = fafa) da(() si 
Xela, b), n=1, 2, ... En estas condiciones se tiene: 
a) fe R(o) en [a, b). 
b) gn > g uniformemente en [a, b), siendo g(x) = /z/(0da(1. 


Nora. La conclusión implica que, para cada x de (a, b), podemos escribir 


la f Hal) dal) = ji lim fa (f) dal). 


Demostración. Podemos suponer que a es estrictamente creciente. Para 
demostrar a), tenemos que probar que / satisface la condición de Riemann 
con respecto a a en [a, b]. (Ver el Teorema 9-19.) 

Fijado e> 0, elijamos N de manera que 


16) A < ai 
Entoncgs, para toda partición P de [a, 5), tenemos 


WP. I—tadlsj y WB.I=fralSs 
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(utilizando la notación de la Definición 9-14). Para este N, elijamos P, de 
modo que P más fina que P, implique U(P,fx, a) — L(P, Ju, a) < e/3. Y en- 
tonces para tal P tenemos 
U(P. 1,0) — L{P, f.a) S UP, j- 4,0) — LAP, f — fo 0) 
+ UIP, fn 0) — LIP, fu, 0) 
< IUP, t= fy l + ILP, Al + ES e 


Esto demuestra a). Para probar b), fijemos un e > 0 y elijamos N de modo 
que 
10101 < 


2) — alaj) 


para todo n >N y todo ten (a, 5]. Si xe [a, b), tenemos 


leata) = e)l < J a 101 day < EEA cE e 


sto demuestra que ga > g uniformemente en (a, b]. 


13—11 Teorema. Sea a una función de variación acotada en [a, b] y supon- 
gamos que Sj.(x) = f(x) (uniformemente en [a, b]), donde cada fn es 
una función real tal que fa € Ría) en (a, b). Entonces se verifica : 

a) fe R(a) en (a, b]. 
b) li Es fli) dal) = Ex, fi falOida(d) (uniformemente en [a, b)). 


Demostración. Basta aplicar el Teorema 13-10 a la sucesión de sumas 
parciales. 

La parte b) del teorema anterior nos dice que una serie uniformemente 
convergente puede ser integrada término a término. La convergencia uniforme 
es una condición suficiente pero no necesaria para la integración término a 
término. Por ejemplo, la serie P/a(x), en la que f(x) = nx(1 — 2)"— (n — 1) 
x(1 — 2)"-1, tiene como sumas parciales s,(x) = nz(1 — 2)". (Ver Fig. 13-1.) La 
convergencia de esta serie no es uniforme en elintervalo (0, 1]. No obstante, 
es fácil ver que la integración término a término nos conduce en este caso a 
un resultado correcto. (Ver Ejercicio 13-8.) 

Por otra parte, el ejemplo en que sa(x) =n*x(1 — 1)" demuestra que se 

. En este ejemplo, {s} converge puntualmente hacia 
r. 13-2), y por lo tanto [3/(() dt = 0. Sin embargo, te- 
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Í MAd- FIRT 


que tiende a 1 cuando # > œ. Por consiguiente, la integración término a 
término nos lleva, en este caso, a un resultado falso. 
13—12 Teorema. Sea P una curva rectificable en E descrita por la función 
compleja 
=N Hi asish 
donde x e y son funciones reales continuas de variación acotada definidas 
en [a, b). Sea (Ja) una sucesión de funciones complejas definidas y con- 
tinas sobre Y. Supongamos que [a > f uniformemente sobre T. Se tiene 


entonces : 
“ f tarde f, Ho) de. 
me Jr na 


La demostración puede obtenerse como una consecuencia del Teorema 13-11 
considerando separidamente las partes real e imaginaria. Naturalmente, un 
resultado parecido es válido para las series. Esto es, tenemos 


$ (z) de = d: 
3 fo y de ha 
si 3/ala) = f(e) (uniformemente sobre T) y si cada /a es continua sobre P. 


13-11 Convergencia uniforme y derivación. Por analogía con los Teore- 
mas 13-3 y 19-10, pudiera darse como cierto el siguiente resultado : Si /a > f 
uniformemente en [a, b] y si para cada n existe f, entonces / existe y f,- f uni- 
formemente en (a, b). No obstante, el Ejemplo 4 (del párrafo 13-2) demues- 
tra que esto no es cierto, Si bien la sucesión {f} del Ejemplo 4 converge uni- 
formemente en E), la sucesión (ff) no converge ni siquiera puntualmente en 
E. Por ejemplo, (/s(0)) diverge ya que fa(0) =Y/n. Por consiguiente, el 
teorema para la derivación análogo a los Teoremas 13-3 y 13-10, debe tomar 
una forma distinta. $ 
13—13 Teorema. Supongamos que cada término de (fa) es una función que 

tiene derivada finita en cada punto de un intervalo abierto (a, b). Su- 
pongamos que por lo menos en un punto x, de (a, b) la sucesión (falxa)) 
converge. Supongamos además que existe una función g tal que fa > g 
uniformemente en (a, b). En estas condiciones se tiene : 

a) Existe una función f tal que fa > f uniformemente en (a, b). 

b) Para cada x de (a, b) existe la derivada f'(x) y coincide con gla). 
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Demostración. Supongamos que € e (a, b) y definamos una nueva sucesión 
(gx) como sigue: 

he- tal 

8) a= Fe 

ÓN dre 


La sucesión (ga(x)) así formada depende de la elección del punto c. La con- 
vergencia de (ga(c) es consecuencia de la hipótesis ya que gc) = /a(c). Vamos 
a demostrar en lo que sigue que (g.) converge uniformemente en (a, b). Si 
x Ac, tenemos 


¿Sir 


o taia) — eni) = HH, 

donde A(x) = f(x) — In). Ahora bien, X'(x) existe para cada x de (a, b) y 
tiene el valor /a(x) — /a(x). Aplicando el Teorema del Valor Medio en 9), 
obtenemos 


10) a — Eala) a) 


ahe 


estando x, comprendido entre x y c. Puesto que (fa) converge uniformemente 
en (a, b) (por hipótesis), podemos utilizar 10), en unión de la condición de Cauchy 
(Teorema 13-4), para deducir que (ga) converge uniformemente en (a, b). 

Ahora podemos demostrar que (fa) converge uniformemente en (a, b). 
Formemos la sucesión particular (ga) correspondiente al punto c = xy en el 
cual (/a(x)) se supuso convergente. En virtud de 8) podemos escribir 


Hla) = fal) + (2 = maala), 
igualdad que es válida para todo x de (a, b). Luego tenemos 
ala) — Inda) = Paleo) — ful) + (o — ma lala) — Eala) 
Esta igualdad, con el auxilio de la condición de Cauchy, establece la conver- 
gencia uniforme de (Ja) en (a, b). Esto prueba a). 
Para demostrar b), volvamos a la sucesión (ga) definida en 8) para un 
punto arbitrario e k (a, b) y sea G(x) = lima sa gal). La hipótesis de que fs 


existe significa que lím,.,. ga(x) = ga(c). En otras palabras, cada g, es con- 
tinua en c. Ya que ga > G uniformemente en (a, 5), la función límite G es 


también continua en ¢. Esto significa que 
n Gle) = lim Ga), 


formando parte de la conclusión la existencia de este límite. Pero, para x + ¢ 
tenemos 
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Gla) = Jm ala) = im (e — lO 
Luego, 11) establece que la derivada /'(c) existe y coincide con G(c). Pero 
G(c) = limn pa Balc) = limana falc) = gle), y, por tanto, f'(c) = glc). Y ya que 
c es un punto cualquiera de (a, b), esto demuestra b). 


Si volvemos a formular el Teorema 13-13 refiriéndolo a las series, obtenemos 


13—14 Teorema. Supongamos que cada fa es una función real definida en 
(a, b) tal que para cada x de (a, b) existe la derivada f.(x). Supongamos 
que, por lo menos en un punto x, de (a, b), la serie Sf(xo) converge. 
Supongamos además que existe una función g tal que falx) = glx) 
(uniformemente en (a, b)), Entonces : 


a) Existe una función f tal que SJ.(x) = 1(2) (uniformemente en (a, b)). 
b) Si xe (a, b), existe la derivada f'(x) y es igual a 3/a(2). 


13-12 Condiciones suficientes para la convergencia uniforme de una serie, 
La importancia de las series absolutamente convergentes ha sido puesta de 
manifiesto en algunos de los teoremas precedentes. Parece pues natural bus- 
car algunos métodos sencillos para decidir la convergencia uniforme sin re- 
curtir a la definición en cada caso. Uno de tales métodos o criterios, el criterio 
M de Weierstrass, se expuso en el Teorema 13-7. Cuando éste no es aplicable 
pueden utilizarse otros criterios, uno de los cuales es el siguiente, análogo al 
Teorema 12-28. 


13—15 Teorema. (Criterio de Dirichlet para la convergencia uniforme). De- 
signemos con F(x) la suma parcial n-ésima de la serie Sfu(x), en la 
que cada fu(x) cs una función compleja definida en un conjunto T. 
Supongamos que (F.) es uniformemente acotada en T. Sea (ga) una 
sucesión de funciones reales tales que gnsa(x) < galx) para cada x en 


T y para todo n = 1, 2, ...., y Supongamos que ga —» 0 uni 
en T. En tales condiciones la serie Yfala)ga(x) converge uniforme- 
mente en T. 


Demostración. Consideremos sh(x) = 331 /u(2)gx(2), que también puede po- 
nerse en la forma 


sala) = a Fala)lesla) — asala) + batala) Fala), 


y por tanto si n >m, podemos escribir 
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sala) — sal) = Y Fala)leala) — Batala) 


es 
+ Ena Falt) — Emsa) Fla) 
Por consiguiente, si M es una cota uniforme para (F,), tenemos 


ka- SM E ton asl) + Me 
= Migmri(a) = tanila) + Meatia) + Mentala) 
= Mennta). 


Ya que ga > 0 uniformemente en T, esta desigualdad (unida a la condición 
de Cauchy) implica que J/.(x)g.(x) converge uniformemente en T. 

El lector no tendrá difícultad en extender en forma parecida el Teorema 
12-29 (criterio de Abel) de modo que origine un criterio para la convergencia 
uniforme, (Ver Ejercicio 13-11.) 

Ejeurro. Consideremos F(x) = 33...é%. En el capítulo anterior (ver Teo- 
Tema 12-30), obtuvimos la desigualdad [F,(x)] < 1/| sen (x/2)|, válida para 
todo valor real x 4 2mx (m entero). Por consiguiente, si O < 3 < x, tene- 
mos la aproximación |F,(2)| < 1/sen (3/2) si 3 <x <%n — 3. Luego, 
{F,) es uniformemente acotada en el intervalo (3, 2m — 3). Si (gu) satisface 
las condiciones del Teorema 13-15, podemos concluir que la serie Sga(x)e"" 
converge uniformemente en (3, 2x — 3]. En particular, si tomamos g,(x) = 
= 1/n, obtenemos la convergencia uniforme de la serie 

ie 

m" 
en [8, 2x — 8] si 0 < 3 < x. Hay que hacer notar que el criterio M de Weier- 
strass no puede usarse para establecer la convergencia uniforme en este caso, 
ya que Je] = 1. 


13-13 Convergencia acotada. Teorema de Arzelá. En el Ejemplo 1 del 
párrafo 13-2 vimos una sucesión no uniformemente convergente en la cual 
la integración término a término nos llevaba a un resultado correcto. Dicho 
ejemplo tiene la propiedad de la convergencia acotada, que se define así: 


13—16 Derrsicióx. Una sucesión de funciones (fa) es acotadamente conver- 
gente en T si (J,) es puntualmente convergente y uniformemente acolada 
en T. 


El teorema que sigue explica la razón por la cual la integración término a 
termino fue posible en el Ejemplo 1: 
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13—17 Teorema (Arzela). Supongamos que {fa} es acotadamente convergente 
en (a, b] y que cada fu es integrable-Riemann en [a, b]. Supongamos 
también que la función límite f es integrable-Riemann en (a, b]. 
Entonces 


s 
im jj hla) dx = f mpata) de = | fijas, 
Demostración. Consideremos ga(x) = |fa(x) — f(x)]. Vamos a demostrar que 


. 
sn f Sal) dx = 0. 
A tal fin definamos una nueva sucesión de funciones {h} como sigue: 
Aala) = sup (gala), Batala). 
Observemos que, para cada x fijo, tenemos 
OSet), Anala) S Anla), ln hala) = 0. 


Luego, O < fè ga) de = ¿2 gala) de < fè hu(a) da. (La integral inferior f$ mal) de 
existe debido a que cada h. es acotada en [a, b]. Sin embargo, hn no ha de 
ser necesariamente integrable-Riemann. Por otra parte, gẹ es integrable- 
Riemann, ya que f, y f son ambas integrales.) Sea Z, = /% (x) dx. La 
demostración será completa si podemos demostrar que I, + Ó cuando n -» oo. 
Observemos que la sucesión (7,) converge hacia un cierto limite no negativo, 
ya que 0 < Iny, < In. Sea I =lím,...l,. Vamos a demostrar que la desi- 
gualdad 7 > 0 nos conduce a una contradicción. 

Admitamos que 7 > 0. Ya que Z, > I > 1/2 para cada n, existe una par- 
tición Pa de (a, b] y una suma inferior de Riemann L(P,, h) tal que L(Pa, 
Im) > 1/2. Tomemos € = 41/(M + b — a), siendo M una cota uniforme para 
(ha) en [a, b]. Entonces la suma inferior L(P,, ha) puede desdoblarse en dos 
partes de la siguiente manera 


LPa h) = Y mba) Ari + Y maha) Ari, 
EA EA 


sirela b] yam, 2 o 


donde m;(h,) representa el inf de A, en el subintervalo i-ésimo de P, y 
Aln) = (mii) > e), Bin) = (iim(ha) < e). 
La desigualdad L(Pa, ha) > 1/2 implica 
H< Y MAx+e dx <M Y Ax + eb- a), 
Co pra có 


de la que obtenemos J icap) Â; > €- 
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Designemos por S, la reunión de aquellos subintervalos abiertos (1, x) 
de P, para los que i € A(n). De este modo S, es un conjunto abierto y su 
contenido Jordan es 


(Sa) = Y Ax > e. 
Eo 


>, Sy. Tal conjunto T, esabierto, Tası € Ta, y 7 (Ta) > 7 (Sp) = 
=c(S,) > £ para cada n > 1. Del Teorema 9-74 se deduce que la in- 
tersección N $a; Ta es no vacía. Por consiguiente existe un punto x de (a, b) 
contenido en todo 7, y por lo tanto en infinitos conjuntos S,. Luego para 
este x tenemos A(x) > e para infinitos valores de n, lo que contradice el 
hecho de que h,(x) > O cuando n- eo. Tal contradicción implica que 7 = 0. 


Nora. Es fácil dar un ejemplo de una sucesión acotadamente convergente 
(a) de funciones integrables-Riemann cuyo límite / no es integrable-Riemann. 
Si (fy Tp -..) representa el conjunto de los números racionales en (0, 1), 
definamos fa(x) de modo que tome el valor 1 si x = r, para algún 4 = 1, 2, 
«a n, y el valor O en cualquier otro caso. Entonces la integral (/a(2) de = O 
para cada n, pero la función límite / no es integrable-Riemann en (0, 1). 


13-14 Convergencia en media, En este párrafo las funciones pueden ser 
reales o complejas 


13—18 Dermución. Sea (fa) una sucesión de funciones integrables-Riemann 
definidas en [a, b). Supongamos que f c R en [a, b). Se dice que la su- 
cesión (fh) converge en media hacia [en [a, b), y escribimos Lemnu f= 
=} en (a, b), sí 


mf 


Si a desigualdad Ue) /u(a)]< e es válida para todo x en [a 8), tenemos 
PIa) — fala) Pr dx < (b — a). Por consiguiente, la convergencia uniforme 
de f bacia / e Ja, b) implica Ja convergencia en media, con al que cda fa 
sea integrable-Riemans en [a, 5]. Un hecho más bien sorprendente es que 
la convergencia en media no implica necesariamente la convergencia puntual 
en cualquier punto del intervalo. Esto puede verse de la manera siguiente : 
Para cada entero n > 0, subdividamos el intervalo [0, 1] en 2 intervalos 
iguales y y desiguemos con Ia el sbinteralo cuyo extremo derecho es 
(k + 1)/2%, siendo R=1, 2, ..., 2*—1. Esto da origen a una colección 
t, Ip --) de subintervalos de [0, 1], de los cuales los primeros son 


lala) — 1001 dx = 0. 
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L= [0 1} 1 
L.=(04 h 


4 = h 1) 
40 14-40 


y así sucesivamente. Definamos f, en [0, 1] como sigue : 


L irda 
o ize- Ie 

Entonces (fa) converge en media hacia 0, ya que filf(x)] dx es la longitud 
de In, y ésta tiende a 0 cuando » -» co. Por otra parte, para cada x en [0, 1] 
tenemos 


hla) = ( 


lmsup/alo)=1 y  Hmint ala) = 0. 


[Por qué?] Luego, (fa(x)} no converge para ningún x de [0, 1). 


El siguiente teorema pone de manifiesto la importancia de la convergencia 
en media, 


13—19 Tuomxxa. Supongamos que Le.marefa = f en (a, b]. Si geR on 
[a, b), definamos 


Ma) -Í MOE dt, hala) Fosas 


si x c (a, b] Entonces ha -+ h uniformemente en [a, b). 
Demostración. La demostración se basa en la desigualdad 


12) o s(fuo > monena) 


< ([w- morai) (f ora). 


que es una aplicación directa de la desigualdad de Cauchy-Schwarz para las 
integrales. (Ver Ejercicio 9-13 que establece la desigualdad de Cauchy-Schwarz 
y ofrece un esbozo de su demostración.) Dado e > 0, podemos elegir N de 
„manera que n >N implique 


. a 
13) i 10 — Alora < 5. 


donde A = 1 + £lg(t)]* de. Sustituyendo 13) en 12), encontramos que n > N 
implica 0 < [h(x) — ha(x)| < e para todo x de [a, b]. 
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Este teorema es particularmente útil en la teoría de las series de Fourier. 
(Ver Teorema 15-22.) También ofrece interés la generalización siguiente. 


13—20 Trorema. Supongamos que Lem... fa = f y que LM ga = g 
en [a, b). Definamos 


wf MEA, hala) =f rona. 


si xe [a, b]. Entonces ha h uniformemente en [a, b). 
Demostración. Tenemos 


E = [ U= 106 LES ([ rea -[10a) 
a(S tea -f104) 


Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, podemos escribir 


o <( fw- me- mia) <à f'v-nea) (Sie era) 


Con lo cual la demostración es ahora una sencilla consecuencia del Teore- 
ma 13-19. 


13-15 Series de potencias. Una serie de la forma 
at 5 als — 29), 


o más brevemente 


14) È ai- a)", 


se llama una serie de potencias de z — zo. En ella z, z y a, (» = 0, 1, 2, 
son números complejos. A toda serie de potencias 14) se asocia un circulo, 
llamado el círculo de convergencia de la misma, de manera que la serie con- 
verge absolutamente para todo z interior a este círculo y diverge para todo z 
exterior al mismo. El centro del círculo es el punto zẹ y su radio se llama el 
radio de convergencia de la serie de potencias. (En casos extremos el radio 
puede ser 0 ó + œ.) El siguiente teorema establecë la existencia del círculo 
de convergencia y mos proporciona un método para calcular su radio. 
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13—21 Teorema. Dada una serie de potencias F.. a(z — 2)", sea 


ES 
(donde r =0 si = + œ y r= + œ si 2=0). Entonces la serie 
converge absolutamente si |z — zo| < r y diverge si |z — zo] > r. Ade- 
más la serie converge uniformemente en todo subconjunto compacto in- 
terior al círculo de convergencia. 


Demostración. Aplicando al criterio de la raíz (Teorema 12:26) tenemos 
tim sup fanle — aa) bad, 


y, por lo tanto, Ja,(z'— zp)" converge absolutamente si |z — zp] < r y diverge 
si |z — zl >r. Para demostrar la segunda afirmación, basta observar sim- 
plemente que si T es un subconjunto compacto del círculo de convergencia, 
existe en T un punto $ tal que z € T implica |z — z| < |$ — zo| < r. Luego, 
la,(z — 20)"] < lan(p — 20)"| para cada z de T, y entonces es aplicable el criterio 
M de Weierstrass: 


Nora. Si existe lims se |än/an+,| (o este limite es + co), su valor es igual 
al radio de convergencia dado en 14). (Ver Ejercicio 13-27.) 

EjempLos. 

1. Las dos series Jf. 2" y Dim, z"/n? tienen el mismo radio de conver- 
gencia, y = 1. Sobre la frontera del círculo de convergencia, la primera no 
converge en ningún punto, la segunda converge en todos. 
sn 2"/n tiene radio de convergencia 7 = 1, pero no converge 
en z = 1. No obstante, converge en todos los demás puntos de la frontera de- 
bido al criterio de Dirichlet (Teorema 12-28). 

Estos ejemplos ponen de manifiesto que el Teorema 13-21 no asegura nada 
en relación con el comportamiento de una serie de potencias sobre la frontera 
del círculo de convergencia. 


13—22 Teorema. Supongamos que la serie de potencias Zano Gnlz — 29)" con- 
verge para cada z de N(zy;r). La función f definida por la ecuación 


16) t= 3 ale a)", stzeN r), 


es entonces continua en N(25;1). 


Demostración. Ya que cada punto de N(zy; r) pertenece a algún subconjunto 
compacto de N(zy7), la conclusión se deduce inmediatamente del Teore- 
ma 13-8. 
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Nora. Se dice que la serie 15) representa } en N(z 7). También se le 


convergencia. No obstante, vamos a ver que es cierto algo más que la simple 
continuidad. Demostraremos después que tales funciones admiten derivadas 
de cualquier orden dentro del círculo de convergencia. Demostremos antes 
el teorema siguiente : 


13—23 TrorsMa. Supongamos s que Faslz — z)" converge si z € Nizo; 1). Su- 
pongamos que la 


10) È alo o 
es válida para cada z de algún subconjunto abierto S de N(2y; 1). En 
tal caso, para cada punto z, de S, existe un entorno N(zy; R) € S en 
-1 que f tiene un desarrollo en serie de potencias de la forma 


10) 


dels — JA, 
% 


siendo 


m h= Z (e-a (4=0,1,2 
Demostración. Si ze, tenemos 


1099 oleo Dale hn a 


a 2, an 3 AR Je- — o a 


=$ am 
a 
donde 
€ 
am- (lara sas», 


o SA>m 


Elijamos ahora R de manera que (z; R) € S y supongamos que z € N(z; R). 
Entonces la serie de series Fins a(k) converge absolutamente, ya que 
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È ai= È lal- all 2 È alles — 0, 
z = E 


mati alti sa 


l—al<R+ -aS 
y por lo tanto la serie 18) converge. Por consiguiente, en virtud del Teorema 
13-9, podemos invertir el orden de sumación para obtener 


10- E Em 3, È C) ale — a- an 


e 
=È ne-a 
e 


donde b, viene dado por 17). Esto completa la demostración, 


Nora. En la demostración hemos indicado que podemos utilizar cualquier 
R > 0 que satisfaga la condición 


19) Mi R) € S. 


13—24 Teorema. Supongamos que Fanlz — z)" converge para todo z en 
Nies 1). La función f definida por la igualdad 


2) 109 jalea reno, 
tiene entonces derivada f'(a) para cada z de N(zy r), dada por 
2) fia) = È nante — aga 
p=) 


Nora. Las series de 20) y 21) tienen el mismo radic de convergencia. 


Demostración. tna me e Niny y ces] ei 
potencias en torno a z, como se indicó en 16). Entonces si z € N'(4; R), 
tenemos 


2) 4 Ele a 


Por la continuidad, el segundo miembro de 22) tiende hacia 5, cuando z + 2. 
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Luego, existe '(2,) y coincide con b,. Utilizando 17) para calcular bj, encon- 
tramos 


b= È nata = a. 
ES 


Ya que 3, es un punto arbitrario de N(zg; 7), esto demuestra 21). Las dos 
series tienen el mismo radio de convergencia a causa de que 4/n + 1 cuando 
ne o. 


Nora. Mediante la aplicación reiterada de 21), encontramos que para 


cada k = 1, 2, ... existe la derivada /01(+) en Mzy; 7) y viene dada por la 
serie 


> al ag 
2) Ma = AS =a 


Si en 29) hacemos z = z, obtenemos la importante fórmula 

w © Meyma (ke2) 

Esta igualdad nos dice que si dos series de potencias Ja,(z — z)" y Eón(t— z0)" 
representan.ambos la misma función en un entorno N(zy; 7), entonces a, = bu 


para todo n. Esto es, el desarrollo de una función / en serie de potencias en 
torno de un punto dado z, es único (si existe), y viene dado por la fórmula 


10 E Eme. 


válida para todo z en el círculo de convergencia. 


13—25 Teorema. Supongamos que Fas(z — z,)" converge para todo z en 
Na; 1). Sea T una curva regular a trozos en N(zo; 1) que una zo 4 34. 
Entonces 


O e (n t. 
fi. Eo CP r O 


Demostración. La integración término a término es posible en virtud del 
Teorema 13-12 y la integral de cada término puede calcularse por medio 
del Ejercicio 9-38. 


13-16 Multiplicación de series de potencias. 


13—26 Trorema. Dados dos desarrollos en serie de potencias en torno al 
origen, sean por ejemplo 
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t= Ear. si eNO: n), 
E 


do= È be, si zen; R) 
Entonces el producto j(z)g(z) viene dado por la serie de potencias 


tost) = 3 eat, si ze N(O; f) A N(O; R), 
donde 


$ 


am È aha "e02. 
È 
Demostración. El producto de Cauchy de las dos series dadas es 
S (È ataa) =È ar, 
2 z 
y la conclusión se deduce del Teorema 12-46 (Teorema de Mertens). 
Nora. Si las dos series son idénticas, obtenemos 
N= 3 ba 
donde c, = Plagas = Day tmyon dm, dny. El símbolo Zn, 4m=n indica que 
la sumación se extiende a todos los enteros no negativos cuya suma es n, 
Análogamente, para cualquier entero $ > 0, tenemos 
M= È aoe, 
donde 


ape E am- anp 


mem 


13-17 El teorema de sustitución. 


13—27 Teorema. Dados dos desarrollos en serie de potencias en torno al 
origen, sean por ejemplo 


10 jar sireno 
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Ear rno R 


Si para un z fijo en N(0; R), tenemos Sus lbaz"] < 7, entonces para 
este z podemos escribir 


teil = È a”, 
È 


donde los coeficientes cu se obtienen como sigue : Definamos los números 
baln) mediante la ecuación 


Entonces ca = Eno aaba(n) para k= 0, 1, 2... 


Nora. La serie Sip taz es la serie de potencias que resulta formalmente 
al sustituir la serie correspondiente a g(+) en lugar de z en el desarrollo de / 
y reordenar luego los términos en potencias crecientes de z. 


Demostración. Por hipótesis, podemos elegir z de modo que S.o |bst"| < r. 
Para este z tenemos |g(]] < 7 y podemos, por tanto, escribir 


US È eer E į Š aana. 
Si podemos invertir el orden de sumación, obtenemos 


ma È (3 adib -5 È a, 


que es lo que pretendemos demostrar. Para justificar la inversión, estable- 
ceremos la convergencia de la serie 


25) Eme 31 El uo 


Cada número ba(n) es una suma finita de la forma 
we E baba 


mtm 


y, por lo tanto, |ba(n)| < Emps...+mp=a [Bl => lêm]. Por otra parte, tenemos 
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(È mue) =È nie, 
Š 2 


donde Bif) = Emys...smp=t bm) === lbn]. Volviendo a 25) tenemos 


ja È tone < È lant È Batni 
pS a 


y esto establece la convergencia de 25). 


Como una aplicación del teorema de sustitución, demostraremos que el reci- 
proco de una serie de potencias de z es asimismo una serie de potencias 
de z, con tal de que el término constante no sea 0. 


13—28 Teorema. Supongamos que 
pe) = $ Pa, si zeN(O; A), 
e- 


siendo P(0) #0. Existe entonces un entorno N(0; 8) en el cual el re- 
ciproco de p tiene un desarrollo en serie de potencias de la forma 


D A 
Es” 


Además, q =1/Po- 


Demostración. Sin disminuir la generalidad podemos suponer fy = 
[Por qué?) Entonces p(0) =1. Consideremos P() =1 + Btm: [Pal 
z€ N(0; h). En virtud de la continuidad, existe un entomo NÒD; 3) tal que 
1P (+) — 1] < 1 si z € MO; 3). La conclusión se obtiene aplicando el Teorema 
13-27 poniendo 


mel-E e 


01 =$ par. 
E 


13-18 Series reales de potencias. Si x, z y a, (1 = 0, 1, 2, .. .) son números 
reales, la serie Ja,(z — x,)" se lama una serie real de potencias. Su círculo 
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de convergencia determina en el eje real un intervalo llamado intervalo de 
convergencia. Si los entornos se consideran como entornos uni-dimensionales, 
todos los resultados de los tres últimos párrafos pueden interpretarse como 
teoremas sobre el eje real. 

En el resto de este capítulo limitaremos nuestras consideraciones a las series 
reales de potencias, En este párrafo trataremos el siguiente tipo de problema : 
Supongamos dada una función real f definida en algún entorno de un punto 
%o de E, y supongamos que f admite derivadas de cualquier orden en este 
entorno. Podemos entonces con seguridad formar la serie de potencias 


a 


¿Converge esta serie para algún x además del x = xp? Si es así, ¿su suma 
es igual a f(x)? En general, la contestación a ambas preguntas es «no». (Ver 
en el Ejercicio 13-30 un contraejemplo.) Una condición necesaria y suficiente 
para contestar afirmativamente ambas preguntas, puede darse usando la 
fórmula de Taylor (Teorema 5-14), pero antes introducimos alguna termi- 
nologia y notaciones nuevas. 


13—29 Dermación. Sea j una función real definida en un intervalo I de Ey. 
Si f admite derivadas de cualquier orden en cada punto de I, escribimos 
fec" en I. 
Sie C" en algún entorno de un punto xy, la serie de potencias 5%. (/"(x,) n1) 
(x — xa)" se llama la serie de Taylor generada por f en torno de xy. Para indi- 
car que f genera la serie, escribimos 


10 E a a. 
2 


La pregunta que aquí nos interesa es ésta : ¿Cuándo podemos reemplazar el 
símbolo ~ por el símbolo =? La fórmula de Taylor establece que si fe C” 
en un intervalo cerrado [a, b] y si xa. (a, b), entonces para todo x de [a, b] 
y para todo n, tenemos 


ni 
2) to 3 at E o — sp, 


donde x, es algún punto comprendido entre x y xy. El punto x, depende x, 
xa y de n. Luego una condición necesaria y suficiente para que la serie de Taylor 
converja hacia f(x) es que 


2) da CED a pr 


TEOREMA DE BERNSTEIN 399 


En la práctica puede ser muy difícil manejar este límite a causa de la posición 
desconocida de %,. En algunos casos, no obstante, puede obtenerse una cota 
inferior conveniente para ['W(x,) y puede demostrarse que el límite es 0. Ya 
que (x — 29)"/n! > O cuando n > co, la igualdad 97) será válida con seguridad 
si la sucesión {f} es uniformemente acotada en [a, b]. Así pues podemos es- 
tablecer la siguiente condición suficiente para representar una función mediante 
una serie de Taylor. 


13—30 Teorema. Supongamos que j e C” en (a, b] y consideremos xa € [a, b). 
Supongamos además que existen un entorno N(x) y una constante M 
(qua podria depender dex) al que VOX! < M para tdo x de Nico 
[a, b) y todo n=1, 2, ... En estas condiciones, para cada x de 
N(x) N la, b), tenemos 


10) = E LO u sa 


13-19 Teorema de Bernstein. A continuación vamos a deducir otra con- 
dición suficiente muy útil, debida a S. BERNSTEIN. 


13—31 Teorema (Bernstein). Supongamos que f e C” en un intervalo abierto 
de la forma (a — 3, b), siendo 3 > 0. y supongamos que f y todas sus 
derivadas son no negativas en el intervalo semi-abierto (a, b). Entonces, 
Para todo xa en [a, b), tenemos 


28) to) = $A- six<r<b. 
LM 


Demostración. Consideremos xp e (a, supongamos que x € [xe b). 
Entonces la serie 28) tiene los términos positivos y, a causa de 26), sus sumas 
parciales están todas acotadas superiormente por f(x). Luego la serie 28) 
converge y tiene una suma < f(x). Aplicando el mismo razonamiento a /®, 
encontramos que la m-ésima derivada de la serie 28) converge y tienen una 
suma < /*(x). Por consiguiente si escribimos, 


2) ie 


g(x) y todas sus derivadas gíW(x) son no negativas si xọ £ x < b. 

+ A continuación, demostraremos que g(x) = 0 si x <x < (19 + b)/2. Esta 
restricción impuesta a x implica xy < x < 2x — xo < b. Por lo tanto pode- 
mos elegir un número y que satisfaga 2x — x, < y < b y hacer uso de la fór- 
mula de Taylor para escribir 


30) 101 Y O y q 0 y 
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donde x < y, < y. Ahora bien, [0 es una función creciente [¿Por qué?] y 
por consiguiente tenemos f'"(y,) > /"{x). Por lo tanto, 30) nos da 


malo, 
o bien 
190 o 
w Sp 


Volviendo al término complementario o resto de 26), podemos escribir 


E ajo EA e — a < 109 (E) 


Pero 0 < (x — x4)/(y — x) < 1 debido a la manera como fue elegido y. Luego, 


y esto significa que 


a) ia us si< hp? 


Hagamos ahora la siguiente observación : Puesto que / es no negativa y 
creciente en [a, b), si /(x,) = 0 se deduce que f(x) = 0 para todo x en [a, xa]. 
Esto, a su vez, implica que todas las derivadas (x) = 0 si x e [a, xo] (con 
tal que xp > a), y, por lo tanto, [según 31)] f(x) debe ser O para todo x en 
(a, (xa + 0)/2). En otras palabras, si existe un punto xy interior a (a, b) tal 
que f(x) = 0, entonces /(x) =0 para todo x en [a, (xo + b)/2). Pero esto 
implica que f debe ser idénticamente nula en todo el intervalo (a, 5), ya que 
el sup del conjunto (x|x e (a, b), f(x) =0) no puede ser un punto en (a, b). 
Ahora bien, la función g definida por 29) satisface las mismas hipótesis que / 
en el intervalo [xo, b) y se anula en los puntos interiores del intervalo [en virtud 
de 31)]. Luego, g es idénticamente nula en (xy, b). En otras palabras, 28) 

„válida. (Esta demostración es debida al Dr. Bası, GorDoN.) 

Nótese que el teorema de Bernstein nos da un desarrollo en serie de poten- 
cias en las proximidades de x válido en un intervalo semiabierto de la forma 
[o b). Según el Teorema 13-21, esta serie converge también en un entorno 
de radio b — x, y centro en %,, pero no nos asegura que represente f(x) si x < 
< Xy. No obstante, si xa es un punto interior de (a, b), podemos siempre au- 
mentar el campo de validez de 28) de modo que se extienda a la izquierda de xp. 
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13—32 Teorema. Supongamos que f satisface las hipótesis del Teorema 13-31 
y que xy es un punto interior de [a, b). Sea R un número tal que N(xy; R) 
C (a, b). Entonces la fórmula 28) es válida para x en N(xy; R). 


Demostración. Aplicando 28) poniendo x, = a, obtenemos el desarrollo 
109 E Elie 

válido para cada x en (a, b). Según el Teorema 13-21, esta serie converge 

incluso si x pertenece al intervalo 2a — b < x < b (si bien no representa 


necesariamente f(x) si x < a). Luego podemos aplicar el Teorema 13-23 po- 
niendo S = (a, b) para obtener un desarrollo en la vecindad de xy de la forma 


3) 10 = È dr 0, 
È 


válido para cada x en N(xy; R), siendo R cualquier número positivo que satis- 
faga la condición 19). En este caso, 19) exige 

Nia R) € (a, b). 
Según 24), el coeficiente b debe ser /W(x,)/11. Esto completa la demostración. 


13-20 La serle binómica. Como un ejemplo del empleo del teorema de 
Bernstein, obtendremos el desarrollo siguiente, conocido con el nombre 
de la serie binómica : 
2) arm $ (e si-1<x<i 

A 


donde a es un número real cualquiera y 
(oa. A 


ci 
El teorema de Bernstein no puede aplicarse directamente en este caso, Sin 
embargo, podemos razonar así: Consideraremos f(x) = (1 —2)7%, siendo 
- 6>0 y x<1. Entonces 
Pa) = ele + 1) n. (ed ML ajea 
y por lo tanto fi*(x) > 0 para cada n, con tal que x < 1. Por consiguiente 


aplicar el Teorema 13-32, poniendo x, = 0, a = — 1 y b = 1. En- 
contramos 


aromas 
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i El 
Sustituyendo e por — a y x por — x en 34),encontramos que 33) es cierta para 
cada a < 0. Pero ahora la validez de 39) puede extenderse a cualquier valor 
real a por integración sucesiva. 

Naturalmente, si a es un entero positivo, por ejemplo a = m, entonces 
(2) =0 para n > m, y 39) se reduce a una suma finita (fórmula del Binomio 
de Newton). 


) eos. si-1<x<L 


13-21 Teorema de Abel. Si — 1< x< — 1, la integración de la serie geo- 
métrica 


nos da el desarrollo en serie 


35) Lg (1 = 1) = 


también válido para — 1 < x < 1. Si ponemos x = — 1 en el segundo miem- 
bro de 35), obtenemos una serie alternada convergente, J(— 1)*H1/n, ¿Po- 
demos también poner x = — 1 en el primer miembro de 35)? El teorema que 
sigue nos contesta afirmativamente esta pregunta. 


13—33 Troresa. (Teorema de Abel). Supongamos que 
30 l= Bar, si=r<r<r 
A 


Si la serie converge también en x =r, entonces el límite imes- /(x) 
existe y tenemos 


lin fa) = Ear 


Demostración. Para simplificar, supongamos que 7 = 1 (esto equivale a 
un cambio de escala). Entonces nuestra hipótesis es que f(+) = Za," para 
—1<x<1y que Ja, converge. Escribamos /(1) = Yomo as. Tenemos que 
demostrar que lims- /(x) = f(1), o, de otra manera, que f es continua a la 
izquierda de x = 1. 

Si multiplicamos la serie de f(x) por la serie geométrica y utilizamos el 
Teorema 13-26, encontramos 
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¿(0 È at, donde ca = 
ps k 


Luego tenemos 


31) 1611) = (1-2) 


la AJA, si—1<x<L 
3 
Por hipótesis, lím,,_,.Ca = /(1). Por consiguiente, dado e > 0, podemos encon- 
trar un N tal que n > N implique [ca — /(1)| < e/2. Si escindimos la suma 
37) en dos partes, obtenemos 
2 P 
3) -ma-a Y lA 0 È ta e 


Designemos con M el mayor de los N números |e, — f(1)|, n = 0,1, 2, ..., N — 1. 
Si 0< x< 1, 38) nos da 


10) MS U—JNM+ 15 3" 


(INM (¿p< NM jo 

Consideremos ahora 3 = e/2NM. Entonces 0< 1— x < 3 implica |f(x) — 
— f(1)| < e, lo cual significa que lims»; f(x) = /(1). Esto completa la de- 
mostración. 


Ejempro. Podemos poner en 35) x = — 1 para obtener 
PE BEI, 
= * 


(Ver en el Ejercicio 12-18 otra deducción de esta fórmula). 
Como aplicación del teorema de Abel podemos deducir el siguiente resul- 
tado referente a la multiplicación de series : 


13—34 Trorrma. Sean Domo da y Eon bn dos series convergentes y designe- 
mos con Shoa Su producto de Cauchy. Si Hino Cn converge, tenemos 


E (E-)(21) 
Nora. Este resultado es parecido al Teorema 12-46 salvo que no suponemos 


la convergencia absoluta de una de las dos series. No obstante, se supone 
la convergencia de su producto de Cauchy. 
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Demostración. Las dos series de potencias Ya,x" y Jb," son ambas con- 
vergentes para x = 1, y, por lo tanto, convergen en el entorno N(0; 1). Man- 
tengamos lx] < 1 y escribamos 


utilizando el Teorema 13-26. Consideremos ahora x > 1— y apliquemos el 
teorema de Abel. 


13-22 Teorema de Tauber. El recíproco del teorema de Abel en general 
es flo, Hato es, nl f vine dada por 9), el it fe) puedo existir pero la 
je Fay» puede no ser convergente. Por ejemplo, tomemos as = (4) 

AA —1<x<1 y f(x) > } cuando x + 1—. Sin 
embargo, X(—1)" diverge. A. Tauser (1897) descubrió que imponiendo 
además ciertas restricciones a los coeficientes a,, puede obtenerse un recíproco 
del teorema de Abel, Gran número de tales resultados se conocen con el nom- 
bre de teoremas Tauberianos. El más sencillo de éstos, llamado algunas veces 
el primer teorema de Tauber, es el siguiente: 

13—35 Teorema (Tauber). Consideremos f(x) = Etna axx" para —1 <x < 1, 
y supongamos que lim, a na, = 0. Si f(x) + S cuando z > 1—, en- 
tonces Sano n converge y tiene por suma S. 

Demostración. Consideremos no, = Fi. klan). Entonces 0, + 0 cuando 
5 -» co, (Ver la Nota que sigue al Teorema 12-48.) También, Mma.vo /(%,) = S 
si x, = 1 — 1/n. Luego, dado e > 0, podemos elegir N de modo que # > N 
implique 

M -si<i. <j. nal <$- 


Entonces, para — 1< x< 1, podemos 


aoseroosiDHarm- È a 
e 


ron 

Mantengamos ahora x en (0, 1). Entonces 
E H) A a) 

para cada A. Por consiguiente, si n >N y 0< x< 1, tenemos 


k-s sia- S+ 0-a È Maltaa 


Tomando z= z = 1 — 1m, encontramos |s, — S| < 2/3 + «l3 + €13 = © 
Con lo cual queda demostrado el 
Nora. a E DA A 
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Convergencia uniforme. 
13-1. Supongamos fa > f uniformemente en S cada fa está acotada en S. 
A a i A 


13-2. Definamos dos sucesiones (Ja) y (ga) como sigue: 


si rcE, ml be... 


hla) --(: 


ES si x= 0 o si x es irracional, 


t) = 
b+i, six es racional, pongamos =$, b'> 0. 


Consideremos Aa(x) = /a(a) gala). 


vi Demostras que (/) y (£) son ambas convergentes uniformemente en todo inter- 


b) Demostrar que {},} no converge uniformemente en ningún intervalo finito. 
13-3. Supongamos que /, > / uniformemente en S, £, > £ uniformemente en S. 
a) Demostrar que /, + g, + / + g uniformemente en S. 
oa lso); Ma, Hdg(a), sx e S, RI Ejercicio 13,2 pone de 
Benq e od ds co g esin ls er S radicar por qué esta 


que fa > / uniformemente en S y que existe una constante M > 0 
talas a bol msy uot des Y 7 dia función continua en el dleco 
cerrado Ñ (0; M) y detinamos hal) = gala) Aa) = KUA), si x€ S. Demostrar que 


hah 


a) Consideremos faa) = Ifar + N), si 0 < x < I. gt 1 2+» Demostrar 
range pcs pa o alce e (e Ye 


b) Consideremos gafa) = x/(ux + 1) si 0 Lans 
R-k Le ÓN +1 <r<lm=1,2,.... Demostrar que 


13-6, Sea (fa) una sucesión de funciones continuas definidas en 
S y sat fai conn ie en S hacia nna funcio Hinke [de 
A SES TE 
Condiciones : 

E rd rr 

Para todo e > O, existe un m > 0 y un 8 > O tales -1< 
oaa enaA € peoi 7 S y tado eE a AAM 
Indicación: Para probar la suficiencia de demostrar cada s, en S 
Indización: Zara probat 1a caci de D) 19, demos qe part A: 


h)a sirena) 
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EE itn de ja compación, yn conjunto lt enteros Hamm a 
La convergencia pre de qu a da AREAS 


Hacer uso del Ejercicio 13-6 para demostrar el siguiente teorema de Dini 
e ea una cin de funcione realas mim qe Sven hacia una 
punción limito continua f en un conjunto, compacto S, y 5 Je) = Jasa) para cada x de 
S y todo n= 1, 2, ===, entonces fa > | uniformemente 

b) Utilizar la sucesión del Ej 13-5 a) para demostrar que la compacidad de S 
es Paniai en a de Bai S e 


13-8, Consideremos fala) = nal — a)", Demostrar que (o) converge puntualmente 
to no uniformemente en el intervalo (0, 1). (Ver Fig. 13-1.) Verificar que la integración 
ino a término nos lleva a un resultado correcto en este caso. 


). Demostrar "(1 — x) converge tualmente pero no uniformemente 

0, 1) mientras Tipt E] e onsencle e PAID Tto pone de 
Diniliesto que la convergencia uniforme de Z7a(z) en unión de la convesgens 

de ZIANI ho implica necesariamente la convergencia uniforme de ZUA) == 


13-10. Supongamos que £a+/(4) < gula) para cada x en T y cada n= 1,2, 
meme Dr Que SC Tp covers uni 


y 


13-11. Demostrar el de Abel para la convergencia uniforme: Sea (ga) una 
funciones, tales que int < gala) cada x en T y para tod todo 
1) está uniformemente acotada en 7 y 3/a() converge uniformement 


lala) converge uniformemente en 
13-12. Consideremos fata) = 2/0 d pat) si r € En, nrs 1,2, =- Bucontrar 1a función 
límite / de la sucesión (Ja) y la función límite g de la sucesión (/) 
que #'(x) existe para todo x que 410) + (0). ¿Para qué valores 

a i pm. pero que F(0) + £(0). ¿ q 

b) ¿En qué subintervalos de E, fa > / uniformemente? 

e) ¿En qué subintervalos de E, /3 -> g uniformemente? 

181, Sp e rel e 1.2: Dagta aat e 0 us 

tualmente 


mement en ji =~ 0 punts mE, Ja convergencia de (%) 
E a astra e cualquier Itervalo que conta dl olga! e 


13-14, Sea (/a) una sucesión de funciones reales continuas definidas en (0, 1] y su- 
pongamos que fa > / uniformemente en (0, 1). Demostrar si es o no cierta la igualdad 


i-i 
f haare f Ha) de 


1348, Consideremos fut) = I tD ai OS dm da Denon 
ue” (fa) converge puntualmente pero no uniformemente ‘peaini 
EA dd 

13-18, Demostrar que J2. y/nt(1 + m) converge uniformemente en todo intervalo 
finito de Ea S p ela Emegnda e unifor en ES? 


13-17. Demostrar que la serie J#.,((— 1)/V/1) sen (1 + (x/n)) converge uniforme- 
mente en Ey. 


e +1) — a] + 3) converge pan 
(0, 1). 
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13-19. Demostrar que Ef. a, sen nx y Ef. a, cos nx son uniformemente convergen- 
tes en E, si Fimylas) converge. 


13-20. Sea (ax) una sucesión decreciente de términos positivos. Demostrar que la 
serie Jan sen ny converge uniformemente en E, s nan = Denando n => o, y reciproca- 
menté- 


13-21, Dada una serie convergente J., as. Demostrar que la serie de Dirichlet 
IF, dan! converge uniformemente en el semi intervalo infínito 0 < s < + o. Utilizar 
éste resultado para probar que limu-»o+ 3% e. 


13-22, Demostrar que la serie £(s) = E%-,1”" converge uniformemente en todo semi 
intervalo infinito 1 + A <s < + œ, siendo A > 0. Demostrar que la igualdad 


r=- 3. 


pls par cada >> Ly citan má fonda peri para la detada de cctón 4 
(5). 


Convergencia en media. 


13-03. Consideremos jols) = sine- Demostrar que (/) coaverge puntualmente 
hacia O en [— 1, 1] pero que Lema»efa 40 en (— Í, 1] 


13-24. Sug tualmente hacia , b) Le Mino fa 
a a e E a 


13-25, Consideremos fa(a) = costa si 0.<x < 7. 
a) Demostrar que Le.2.n->m/a = 0 en [0, x) pero que (fa(z)) no converge. 
b) Demostrar que (Ja) converge puntualmente pero no uniformemente en [0, 1/2]. 
13-26, Consideremos fala) = 0 si 0 Mn o si 2) Ly fala) | n si 
ere a FIET T TE 
que Lema-raja #0 en (0, 1). 
Serias de potencias 
13.27. Si y es el radio de convergencia de Jon(s — 2)", demostrar que 


A 
e a a aa A E 
a sn » e. 9 pi 

AT A j 


13-29. Dada una serie de potencias Z., anv" cuyos coeficientes están relacionados 
por una ecuación de la forma as + Aan- + Ban, = 0 (n =2,3, +--). Demostrar que 
Para cualquier 4 para el que la serie converge, su suma es 

a + ln + Aajt 
IFA BA 


13-30. Consideremos [(1) = e—8* si x # 0, /(0) = 0. 
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a) Demostrar que f*1(0) existe para todo n > 1. 

Y) Demostrar que la serie de Taylor en torno de x, = O generada por f converge 
a cds cda cu e e ela 1er 

13-31. Demostrar que la serie binómica (1 + 1)" = (2) =" presenta el siguiente 
e a Da e Ed 

a) Si x = — 1, la serie converge para a >0 y diverge para a < 0. 

b) Six = 1, la serle diverge para a < — 1, converge condicionalmente para 
— 1< a< 0, y converge al para a 20. 

13-32. Demostrar janx" converge uniformemente en [0, 1) si . 
A A a tes e e 

19-39, Si cada an > 0 y Jan diverge, demostrar que Jass" -> + cocuando x -+ 1 —. 
¿Stponez que Zaer" converge para fri < 1) 

13-34, Si cada an > O y lime»; Zast" existe y es igual a A, demostrar que Jan con- 
verge y tiene por suma 4. (Comparar con el Teorema 13-35. 

13-35. Para cada £ real, definamos f3) = xe*/(e* — 1) si x€ Ey x # 0, $40) = 1. 

Demostrar que existe un entorno N(0; 3) del origen en el que fı puede + 

o e. ed 
+ , mediante la ecuación 


b) Definir Pal), Pa), PA, 
10 POT, NO, 
5 


y utilizar la identidad 


para demostrar que Pa() = ZE- (5) PKO). 
es un .. Estos son los polinomios de Bernoulli, Los números Ba = Pa(0) 
(a 20,102, 7.) se aman los números de Bernoulli. Deducir las siguientes propiedades: 


Ml fm 
9) By=1, B=} z ) m= o. sine 


io NA 
4) Pat) = "Pa-aló), snel? 
E 
MPAA f) = ("PO D Ban=0 sin=1 2... 
yr O ua 2,3, +), 
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CAPÍTULO 14 
INTEGRALES IMPROPIAS DE RIEMANN-STIELTJES 


14-1 Introducción. Las integrales de Riemann-Stieltjes de la forma f? / de 
fueron tratadas con detalle en el Capítulo 9 con las restricciones de que ambas 
funciones f y a estuvieran definidas y acotadas en un intervalo finito (a, b}. 
En este capítulo extenderemos el alcance de la integración suavizando estas 
restricciones. Para empezar, estudiaremos el comportamiento de |è / da cuando 
b + + œ. Esto conduce a la noción de integral infinita (también lamada 
integral impropia de primera especie), que se escribe [y / da. Tales integrales 
son, en ciertos aspectos, análogas a las series. En realidad, toda serie conver- 
gente puede expresarse como una integral infinita de Riemann-Sticltjes, 
Numerosas funciones de importancia en Análisis aparecen como integrales 
infinitas y más tarde en este capítulo se hará un estudio de alguna de las pro- 
piedades generales de tales funciones, 

Consideraremos también integrales en las que el intervalo (a, b] permanece 
finito pero el integrando no está acotada en uno o más puntos. Estas integrales, 
llamadas integrales impropias de segunda especie, se definen también mediante 
un paso al límite, Para distinguir las integrales impropias de las integrales 
consideradas en el Capítulo 9, éstas últimas ordinariamente se las llama in- 
tegrales propias. 


Nora. Todas las funciones en este capítulo se supondrán reales a menos 
que se indique lo contrario. Las integrales impropias de Riemann-Stieltjes 
en las que el integrando / y el integrador a son ambas complejas pueden in- 
troducirse con las mismas definiciones que utilizaremos en el caso real. No 
obstante, para lo que nos proponemos bastará tratar las integrales impropias 
complejas considerando por separado las partes real e imaginaria. 


14-2 Integrales infinitas de Riemann-Stieltjes. En este capítulo adopta- 
temos las siguientes notaciones : El conjunto de todas las funciones / tales 
que f € Ría) en (a, b] se designará con el símbolo R(a; a, 8). Cuando a(x) = z, 
escribimos simplemente R(, 5). Cuando se usan estas notaciones, debe enten- 
derse que el intervalo [a, b] es finito y que las funciones f y a son ambas reales 
definidas y acotadas en [a, b). La notación ay: en [a, + œ) significará que a 
es monótona creciente en [a, + co). 


14—1 Dermución. Supongamos que f e Ría; a, b) para todo b > a. Man- 
tengamos fijos a, a, y f y definamos una función I en [a, + o) como 
sigue: 
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1) 10) -f'ra dajz), sib>a 


La función I así definida se llama una integral infinita (o integral im- 
propia de primera especie) y se representa mediante el simbolo [2 /(x) da(x) 
o por [3] da. Se dice que la integral (2[ da converge si el limite 


» RANG] 
existe (y es finito). Si no es así, se dice que [7] da diverge. Si el limite 2) 


exi y es igual a A, sé mámer A se lama valor de la integral y oscri- 
dimos IF f 


Nora. Esta definición es enteramente análoga a la de serie. (Ver Defini- 
ción 12-7.) Los valores (b) desempeñan el papel de sumas parciales y pueden 
denominarse «integrales parciales. 


EjempLo 1. Ya que f} x- dx = (1 Lene- si p #1, la integral 
fi x=? dx diverge si $ < 1. Cuando $ > 1, converge y tiene el valor 1/($ — 1.) 
Si p= 1, obtenemos [x-1 dx = log b, de modo que (7 x-! dx también 
diverge. 
Ejemrro 2. Ya que sen 2rr dx = (1 — cos2n0)/2x, la integral (7 sen 2nx de 
diverge 

Las integrales infinitas de la forma f da se definen en forma parecida, 
Si f.. / da e fz f da son ambas convergentes para algún valor de a, decimos 
que la integral 2. / da es convergente y su valor se define como la suma 


Lo 


La elección del punto a es evidentemente indiferente, 
Si la integral (*., f dx converge, su valor es igual al límite 


3 


Sin embargo, es importante comprobar que el limite 3) pudiera existir aun 
cuando la integral (*.,/ da fuese divergente (por ejemplo, tomemos f(x) = 
= a(x) = x para todo 1). En este caso, el límite 3) se llama el valor princi- 
pal de Cauchy de ¡"uf da. 

Muchos de los teoremas del Capítulo 9 pueden convertirse en teoremas re- 
ferentes a integrales infinitas. Para dar un ejemplo de la manera como pue- 
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den hacerse estas extensiones, consideremos la fórmula de la integración por 
partes (Teorema 9-6) : 


a . 
E fdat f adj = fib)alb) — Hajala). 
Ya que b aparece en tres términos de esta igualdad, hay que considerar tres 


límites cuando b > + co. Si dos de estos límites existen, también existe el 
tercero y obtenemos la fórmula 


f fda +/ adf = Jim f)at) — N 


Por el mismo procedimiento pueden extenderse a las integrales infinitas 
los Teoremas 9-2 al 9-13. No obstante, no es necesario desarrollar los detalles 
de estas extensiones, ya que en cualquier caso particular, basta aplicar el 
teorema que se necesita a un intervalo finito (a, 5] y entonces hacer b > + oo. 


14-3 Criterios de convergencia de integrales infinitas. 

14—2 TeorEMa. Supongamos que a7 en [a, + co) y que f € Ría; a, b) para 
todo b Supongamos que f(x) > 0 para cada x > a. Entonces fă f da 
converge si existe una constante M < O tal que f3} da <M para todo 
b >a, y recíprocamente. 

Demostración. Definamos 1(5) mediante la igualdad 1). Entonces 7% en 
[a, + o) y por lo tanto lMm,., 4 1(5) = sup (1(0) | ò > a) de lo que se de- 
duce fácilmente la conclusión del teorema. Advirtamos también que /7/ da < 
<M siempre que la integral converge. 


14—3 Teorema. (Criterio de comparación). Supongamos que a7 en [a, + o). 
Si fe R(a; a, b) para todo b > a, si O < f(x) < glx) para todo x > a, 
y si (7 gda converge, también converge entonces fa fda y tenemos 


fra <f es 


Demostración. 5% f da <f; g da <S2g da. 


14—4 Teorema. (Criterio de comparación por paso al límite). Supongamos 
que a7 en [a, + œ). Supongamos también que fe Ría; a, b) y que 
ge Ría; a, b) para todo b > a, siendo f(x) >0 y gl) 20 si x >a. Si 


im 19 


stre ÀT] 
entonces SZ} da y SZ g da son ambas convergentes o ambas divergentes. 
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Demostración. Existe un N tal que } < f(x)/g(x) < } six > N. La conclu- 
sión se deduce aplicando el Teorema 14-3 dos veces. 

Nora. El Teorema 14-4 también es cierto si lim, „+e f(2)/g(2) = c, con 
tal que c # 0. Si c = 0, únicamente podemos afirmar que la convergencia de 
7 g da implica la convergencia de /2/ da. (Compárese con el Teorema 12-21.) 


EJmELo 3. Para todo $ real, la integral /7e—*4? dx converge. Esto se ve por 
comparación con /fx"*dx, ya que lim, ,,.eP/x7*=0. 


14—5 Teorema. Supongamos que a7 en la, + o). Si Je Ría; a, b) para 
todo b >a y si S7 |f| da converge, también entonces converge Ss | da. 


Demostración. Si x > a, tenemos 0 < fal — Hx) < Afa). Luego, 
SZN — A) da converge (según el Teorema 14-3). Restando de /7|/| da, encon- 
tramos que /2/ da converge (el último paso requiere la extensión del Teore- 
ma 9-2 a las integrales infinitas). 


14—6 Dernción. Supongamos que a7 en [a, + o) y que fe Ría; a, b) 
para todo b > a. Se dice que la integral ¡2 f da converge absolutamente 
si fx |f| da converge. Se dice que converge condicionalmente si f3 f da 
converge pero 57 \f\ da diverge. 

Los criterios de comparación antes vistos pueden usarse para determinar 
Ja convergencia absoluta de una integral infinita, pero no se emplean para 
la determinación de la convergencia condicional. El teorema que sigue, algo 
parecido al criterio de Dirichlet para las series (Teorema 12-28), es en ciertos 
casos muy útil para establecer la convergencia condicional : 

14—7 Teorema. Sea f una función decreciente positiva definida en [a, + o) 
tal que f(x) > O cuando x > + co. Sea a una función acotada en 
[a, + œ) y supongamos que f e R (a; a, b) para todo b > a. Entonces 
la integral f$ da es convergente. 


Demostración. La integración por partes nos da 


f fda = Hjalt) — Hajala) + f adt- n. 


Ya que a es acotada, f(b)a(b) > O cuando b + + oo. Por consiguiente, para 
completar la demostración basta establecer la convergencia de /7 a d(—f). 
En realidad, esta integral converge absolutamente. Para verlo, supongamos 
la(x)| < M para todo x > a. Entonces 7 M d(—f) converge y 
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s 
S "a-n mno- mn = no cuando b + 00. 
Ya que — f es una función creciente, podemos aplicar el Teorema 14-3 para 


llegar a la conclusión de que /7 Jal d(— f) es convergente. Con lo que el teore- 
ma queda demostrado. 


Eyeurro 4. Tomando a(x) = cos (Ax + B), A 0, concluimos que 
J Ha) sen (Ax + B) dx 


es convergente siempre que f tienda a O con monotonía en (a, + 0»). En par- 
ticular, la integral 

[asa 

1 


converge si p > 0. Esta integral es absolutamente convergente si $ > 1. Sin 
embargo, si 0 < p `< 1 la convergencia es condicional. Para verlo, escribamos 


ya yii 
2 pen de = PIA mtanda i 
Ža Jam 5 


y recordemos que Jp., 1/k diverge. 


14—8 Tuornma. (Condición de Cauchy para integrales infinitas). Suponga- 
mos que 
fe Ría; a, b) 
para todo b > a. Entonces la integral S7 f da converge si, y únicamente 
si, para todo e > O existe un B > O tal que c > b> B implica 


4 [freno] < e 


Demostración. Supongamos que J3/da converge. Entonces, para todo 
c> 0, existe un B > 0 tal que [/2/da — S3 f da] < e/2 siempre que b> B. 
Tomando c > b > B, obtenemos 4). 

Recíprocamente, supongamos que se cumple la condición de Cauchy y 
definamos 


ata 
fda snel, 2, 
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La sucesión (a,) es una sucesión de Cauchy y, por consiguiente, converge. 
Consideremos A = lím, se dy. Demostraremos que f7 da = A. Dado €> 0, 
elijamos B de modo que [$ / dal < e/2sic >b > B y también que Ja — A| < 
< ej2 siempre que a +n > B. Elijamos un entero N > B — a. Entonces, 
si b>a+ N, tenemos 


[rarapa 


Jat” 
lo 
Como queríamos demostrar. 
Nora. Del Teorema 14-8 se deduce que la convergencia de /2 f da implica 


Sley-41+ <e 


te 
lm da =0, todo «> 0 fijo. 
re A pr ep 


No obstante, esto no implica que f(x) > O cuando x > + o. La integral 
J? sen xè dx es un contraejemplo. Puesto que /? sen 2% dx = } SY 1-18 sen £de, 
el Ejemplo 4 demuestra que /? sen a° dx converge. Sin embargo, el integrando 
no tiende a 0 cuando x > + o. 

14-4 Series € integrales infinita. 
14—9 Trozema. Toda serie convergente de términos reales Y3- , an, pwede 

expresarse como una integral infinita convergente. O sea, tenemos 

-È m- Í 160 dto, 

a 


donde | está definida en [0, + o) como sigue: 
H= sih-1<x<k(k=1,2,-..), (0) =0 
Como de costumbre, [x] representa el mayor entero < x. 


Demostración. Según el Teorema 9-12, tenemos (3/(x) dix] = Z$, f(k) = 
=Xf, a. Ahora hagamos b > + ~. 


“Nora. Si Zf., a diverge, entonces /7 f(x) d{x] también diverge. 


14—10 Teorema. Toda integral infinita convergente Sa Hx) da(x) puede es- 
cribirse como una serie convergente. O sea, 


A sa 
5) [r dela) E. dose af > Na) dals). 


are 
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Demostración. Ya que fyf da converge, la sucesión (/3+* f da) también 
converge. Pero /2*"/ da = S3, a. Luego la serie Ji., a, converge y es igual 
a f jda. 

Nora. La convergencia de la serie que aparece en 5) no implica siempre 
la convergencia de la integral. Por ejemplo, supongamos a, == f}, sen 2rx dx. 
Cada a, =0 y Ja, converge. No obstante, vimos en el Ejemplo 2 que 
ff sen 2mx dx diverge. Por otra parte, si es mo negativa y f € Ría, b) para 
todo b > a, la convergencia de 5. ftt} f(x) dx implica la convergencia 
dela integral /7 j(a) dx. En este caso, las integrales parciales /2 f dx crecen 
con monotonía con b y están todas acotadas superiormente por la suma de 
la serie correspondiente. 


14-5 Integrales impropias de segunda especie. 
14—11 Deenvición. Sea f una función definida en el intervalo semiabierto 


(a, b) y supongamos que f e Ría; x, b) para todo x en (a, b). Definamos 
una función I en (a, b) como sigue: 


5 1) - f'ta si xe(a, b). 


La función I ast definida se llama una integral impropia de segunda 
especie y se representa con el símbolo 2, [(Q dalt) o por [2,1 da. Se 
dice que la integral $2, f da converge si el limite 


) ta 0 
existe (y es finito). Si no es así, se dice que |3, f da diverge. Si el limite 


7) existe y es igual a A, el número A se llama el valor de la integral y 
escribimos 2, f da = A. 


EjemrLo 5. Si b>0 y £>0, tenemos 


fra? 


Cuando e > 0 +, encontramos que /3, x”* converge si $ <1 y diverge si 
$ > 1. Cuando $ = 1, obtenemos fè x-1 dx = log b — log e, y por lo tanto 
Si x-1 dx también diverge. Este ejemplo puede también tratarse de otra 
manera mediante un cambio de variable que transforma la integral en una 
integral infinita. Efectivamente, tenemos 


[ei foma 
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y, cuando e > 0 +, encontramos f$; z- dx = Sí) 1?=* dt. Por consiguiente te- 
nemos la convergencia si $ < 1, y . 


Nora. Las integrales impropias de la forma /2- f da se definen de manera 
análoga. Si las dos integrales /2. / da e S?- f da son ambas convergentes, eseri- 


Dimos 
= 
8 Ha= [ief fåa. 
des las le 


La definición puede extenderse, como es natural, al caso de un número finito 
cualquiera de sumandos, Además, podemos también considerar combinaciones 
«mixtas » como por ejemplo /2, f da + S7 f da, que escribimos así f$, / da. 

EJÉMELO 6. Si $ >O, la integral /3, e7x?=1 dx converge. Esta integral 
debe interpretarse como una suma, 


8) f A dx +[ co dx, 


La segunda integral converge para todo $ real (según el Ejemplo 3). Para 
averiguar la convergencia de la primera integral, pongamos t = 1/x y escri 
bamos 


e 
ea [Perras 
le 1 


Pero Sze" 1-+-1dt converge para p > 0 por comparación con S? tP- de, 
Por consiguiente, $+ e—*x?=1 dx converge para $ > 0. Cuando p > 0, el valor 
de la suma 8) se representa por Tp). La función T así definida se llama la 
_Junción Gamma. En los ejercicios del final del capítulo se desarrollan algunas 
de sus propiedades, 

Nora. Algunas veces se usa la notación /2 
para una integral impropia de Riemann de 
con el Teorema 9-31 o ds q d aalas, Sisa (2) de siempre 
existe y es igual a J$ f(x) de si f e R en (a, b). No obstante, para un integrador 
general a, el limite lim, s+ 244 f(x) dx(1) y la integral /2/(x) da(x) no coinciden 
necesariamente si a tiene una discontinuidad en a. (Ver Ejercicio 14-9.) 


Los cuatro teoremas que siguen (y sus demostraciones) son análogos a los 

Teoremas 14-2 al 14-5. 
14—12 Teorema. Supongamos que a7 en (a, b] y que fe Río; x, b) para 
todo x en (a, b]. Supongamos que f(x) > O para cada z en (a, b). En- 
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tonces Jès f da converge si existe una constante M > 0 tal que fè f da < 
<M para todo x en (a, b), y reciprocamente. 

14—13 Teorema (Criterio de comparación). Supongamos que a7 en (a, b). 
Si fe Ría; x, b) para todo z en (a, b), si O < f(x) < glx) para todo x 
en (a, b), y si S2, g da converge, entonces f3; f da también converge y 
tenemos 


fitos f ei 


14—14 Teorema. (Criterio de comparación por paso al limite). Supongamos 
que a7 en (a, b). Supongamos que f e Ría; x, b) y que g c Ría; x, b) 
þara todo x en (a, b), siendo f(x) >0 y gl) 20 si a <x <b. Si 


ta 
AS 


entonces 52, f dar S3, g da son ambas convergentes o ambas divergentes. 
Si c= 0; la convergencia de f3, gda implica la de $2, f da. 
14—15 TROREMA. gamos que a 7% en (a, b). Si f € Ría; x, b) para todo 
xen (a, b] y si J2, |f| da converge, entonces también converge S%, | da. 
14—16 Dermicióx. Supongamos que a7 en (a, b) y que f e Ría; x, b) para 
todo b). Se dice que la integral f3, f da es absolutamente con- 
e Jès fida converge. Se dice que converge condicionalmente 
se converge J24 f da pero diverge S4 |f| da. 


14-8 Convergencia uniforme de integrales impropias. Supongamos que f 
es una función real de dos variables definida en un subconjunto de E, de 
siendo S € Ej. Supongamos además que, para 
(æ, y) da(x) es convergente. Si F representa la fun- 
ción definida por la ecuación 


» Pom f testata, si yes, 


Se dice que la integral converge puntualmente hacia F en S. Se trata de in- 
vestigar algunas de las propiedades de las funciones F definidas de esta ma- 
nera, 

En el Capítulo 13 estudiábamos las propiedades de las funciones definidas 
como límites de sucesiones. La cuestión aquí es completamente análoga salvo 
que ahora hay en realidad dos pasos al límite incluidos en la definición del 
límite de la función F. Ante todo, tenemos que formar la integral /2/(x, y) da(x) 
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(esto constituye un paso al límite), y luego tenemos que considerar que b > + œ. 
A pesar de esta complicación que se nos ha presentado, existe un fuerte para- 
lelismo entre la teoría de las integrales infinitas y la de las sucesiones. Como 
en el caso de las sucesiones, el concepto de convergencia uniforme desempeña 
un papel fundamental. 


14—17 DEFINICIÓN. Supongamos que la integral 57 f(x, y) da(x) converge pun- 
tualmente hacia F en S. Se dice que la integral converge uniformemente 
en S si, para todo e >O, existe un B >O (que depende únicamente 
de e) tal que b> B implica 


è | 
|o -f Hayjdala)| <e, para todo y en S. 
Esto se expresa simbólicamente escribiendo 
f Has) dol) = FO) uniformemente en S. 


Nora. El lector debería formular una definición análoga de convergencia 
uniforme para las integrales impropias de segunda especie. Asimismo podría 
establecer los análogos de los restantes teoremas de este de capítulo refiriéndolos 


a las integrales impropias de segunda especie. 


14—18 Teorema, (Condición de Cauchy para la convergencia uniforme). La 
integral fz f(x, y) da(x) converge uniformemente en S si, y únicamente 
si, para todo ¢ >O, existe un B > 0 (que depende sólo de e) tal que 
c>b> B implica 


|/ fon at | < 
b 


Demostración. Es una sencilla consecuencia del Teorema 14-8. 


para todo y en S. 


14—19 Teorema (Criterio M de Weierstrass). Supongamos que a7 en (a, 
+ co) y que la integral 53 [(x, y) da(x) existe para todo b > a y para todo 
y en S. Si existe una función positiva M definida en [a, + co) tal que 
la integral S7 M(x) da(z) converge y que 
lx, y)| < M(x), para cada x >a y todo y en S, 
entonces la integral 52 f(x, y) da(x) converge uniformemente en S. 
‘Demostración. Aplicar la condición de Cauchy en unión de la desigualdad 
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| EES 
h 


Mla) dala). 


FjrxeLo 7. La integral /Ẹe— sen x dz converge uniformemente en [c, -+ 
para todo c > 0. Para verlo, observemos que 


lesen s| Se=, para todo y > c- 
Apliquemos ahora el criterio M poniendo M(x) = e7“, Es interesante hacer 
notar en este ejemplo que el valor de la integral propia /$ e~” sen x dx puede 


calcularse con los métodos del cálculo elemental (utilizando la integración 
por partes dos veces). Cuando b -» + co, este resultado conduce a la fórmula 


[erat E on 


14—20 Teorea. (Criterio de Dirichlet para la convergencia uniforme). Su- 
pongamos que a está acotada en (a, + co) y que la integral fà f(x, y) da(x) 
existe para todo b > a y para todo y en S. Para cada y fijo en S, supon- 
gamos que f(x, asien y) si a< <x< + o Además, supon- 
gamos que existe una función positiva g, definida en [a, + oo), tal que 
gla) > 0 cuando x > + co y que x >a implique 


We. y)l < ela), para todo y en S. 


En estas condiciones la integral S3 f(x, y) da(x) converge uniformemente 
en S. 


Demostración. Sea M > 0 una cota superior para la] en [a, -+ co). Dado 
€> 0, elijamos B > a tal que x > B implique g(a) < e/(4M). Si c > 5, la 
integración por partes origina 


19) Í 1 da = Ne. jalo) —10. 900 + f aat= n. 
À h 
Pero, como — f es creciente (para cada y fijo), tenemos 


u) | aos f u-n- unn -uen 
è h 
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Si ahora c > b> B, podemos combinar 10) y 11) para escribir 

fre < 2Mg(b) + 2Mgle) < e 
para todo y en S. Por consiguiente la condición de Cauchy se satisface e 


F A=, y) dals) 


converge uniformemente en S. 


EJEMPLO 8. Tomemos a(x) = cos x y f(x, y) = 67” jx si x >0, y 0. Si 
S= [0, + e), se satisfacen las hipótesis del Teorema 14-20 con g(x) = 1/x 
en [e, + o) para todo e > 0. Por consiguiente, la integral 


Pr 


converge uniformemente en [0, + oo) si e > 0. Si convenimos en que sen x/x 
se sustituya por 1 cuando x = 0, también tenemos 


[ateo 


(7 e sen x/x dx también converge uniformemente 


y por lo tanto la integral 
en (0, + o). 

Nora. En lo que sigue tendremos con frecuencia ocasión de considerar 
integrales que incluyen el cociente sen x/x. Se entenderá que este cociente 
es sustituido por 1 cuando x= 0. Análogamente, un cociente de la forma 
sen xp/x es reemplazado por y, su límite, cuando x +» 0. Con mayor genera- 
lidad, si estamos tratando con un integrando que tiene discontinuidades evi- 
tables en ciertos puntos aislados dentro de su intervalo de integración, con- 
vendremos en que dichas discontinuidades han sido «evitadas » volviendo a 
definir convenientemente el integrando en esos puntos excepcionales. 


14-7 Propiedades de las funciones definidas mediante integrales impropias. 
En este párrafo consideraremos funciones F definidas en los puntos de un in- 
tervalo [c, d] mediante una ecuación del tipo 
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donde el integrando / está definido en 
una banda rectangular de la forma 
[a, + o) x [e, d). (Ver Fig. 14-1.) Nues- 
tro objetivo será encontrar condiciones a 
las que f y a deban satisfacer para dotar 
a F de propiedades tales como conti- 
uidad, diferenciabilidad, e integrabilidad. 
Nora. Todos los teoremas de este pá- E 

rralo y del próximo, tienen análogos in- "RRA nnar 
mediatos para las integrales impropias de 

segunda especie, El lector debería formularse estos resultados por sí mismo. 


14—21 Teorema. Supongamos que a es de variación acolada en [a, b] para 
cada b > a. Sea f una función continua en la banda rectangular 


[a, + 00) x [c, d] y supongamos que 
f 12.3) dals) = Fy) uniformemente en (e, d). 


Entonces F es continua en [c, d]. Dicho de otro modo, si yo [c, d], 
tenemos 


ia [teo = f lim /(x, y) da(x) -f Ma, yo) dafa). 
ronda la on . 
Demostración. Para cada n = 1, 2, ..., definamos 


FO) 


... 
f Nay dali), si ye {e, d). 


Entonces F, > F uniformemente en (c, d]. Además, cada F, es continua 
en [c, d] en virtud del Teorema 9-35. Luego, según el Teorema 13-3, la función 
límite F también es continua en [c, d]. 
Una consecuencia importante es el siguiente teorema que se refiere a las 
integrales impropias de Riemann : 
14—22 Teorema. Sea / una función continua en la banda rectangular [a,+ 0) X 
X [c, d) y supongamos que ge R en [a, b] para todo b >a. Si 


f ela)il. y) de = Fly) uniformemente en [c, d), 


la función F es continua en [c, d). 
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Demostración. Si a(x) = S%g(() dl, entonces a es de variación acotada en 
todo intervalo finito (a, 5] y la integral /2 g(2)/(x, y) de = /2/(x, y) dala), 
según el Teorema 9-36. 


Eymuero 9. Consideremos Fly) = /3 e79 sen xfx dx, El integrando es una 
función continua en (0, + œ) x [c, d) para todo intervalo finito [c, d]. 
Según el Ejemplo 8, la integral converge uniformemente en [0, + es), Luego, 
Fes continua en todo intervalo finito de la forma (0, d). En particular, tenemos 


"i 
» PA 


14—23 Tuorema. Supongamos que SZ/(x, y) da(x) converge puntualmente 
hacia F en (c, d) y que S2 Diz, y) da(x) converge uniformemente en 
(c, d). Consideremos 


€... 
Fio) -[ Hay) dala), si b20 e yele d) 


Supongamos que para cada y en (c, d) exista la derivada F;(y) y venga 
dada por la fórmula 


13) Fio) - [os y) dals), siempre que b>0. 
Entonces para cada y en (c, d), existe la derivada F'(y) y tenemos 
1) Fu) -f Difiz, y) dalx). 
Demostración. Para cada n=1,2,..., tenemos 
Fab) [7 tenian, si yele, d). 


Para cada y en (c, d), la sucesión (F,(y)) converge hacia Fly) y la sucesión 
“de derivadas (F⁄} converge uniformemente hacia G en (c, d), siendo 


Go) = f Dijiz, y) dala), si y e (c, d). 


Luego, según el Teorema 13—13, podemos concluir que existe F'(y) y es igual 
a G(y). De otro modo, que 14) es cierta. 
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Nora. La mayor dificultad en la aplicación del Teorema 14-23, radica 
en verificar que 13) es cierta para todo b > 0. El teorema que sigue da una 
condición suficiente para asegurar la validez de 13). 


14—24 Teorema. Supongamos que a es de variación acotada en [a, b] para 
todo b > a y supongamos que la integral i7 į(x, y) da(x) converge pun- 
tualmente hacia F en [c, d). Si la derivada parcial D,f es continua en 
la banda rectangular (a, + <=) X [c,d] y si la integral fs Dsf(x, y) da(x) 
converge uniformemente an (c, d), entonces existe F(y) para cada y 
en (c, d) y tenemos 


Fo) = f Dyjix, y) dala). 
Demostración. Las hipótesis del presente teorema, en unión del Teorema 
9-37, implican que 13) es válida. Luego también 14) es válida. 


Nora. En particular, cuando g e R(a, b) para todo b > a y a(a) = 
obtenemos 


(0 de, 


ES 


(=) Dali, y) de, 


con tal que la primera integral converja puntualmente en [c, d) y la segunda 
uniformemente en (c, d). 


EjumeLo 10. Consideremos f(x, y) =e- sen x/x si x%0, /(0, y) =1. 
Entonces D/(x, y) == e~? sen x y, porlo tanto, Daf es continua en todo Ey. 
En el Ejemplo 7 encontrábamos que la integral /3e=” sen x dx converge 
uniformemente en [c, + o) si e > 0. Por consiguiente, si escribimos 


siempre que y > 0, 


la derivada F'(y) existe para cada y > 0 y viene dada por 


7 may, a 
m4 [eri 


(según el Ejemplo 7). Luego, F(y) = C — arctg y si y>0, siendo C una cons- 
tante. Para calcular C, tenemos que demostrar que F()) > O cuando y > + co. 
A tal fin aplicamos el teorema de Bonnet (parte II) del teorema 9-34) para 
escribir 
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[imaa 


si e> 0. Luego, J2e7” sen x/x dx > O cuando y > + oo. Puesto que 
"az 
[ctas 


se deduce que F(p) > 0 cuando y > + e». En consecuencia, C = 2/2. En 
Otras palabras, 


Pero, según la fórmula 19) del Ejemplo 9, podemos considerar que 
y > 0 + y obtenemos 


15) a 


Esta fórmula se necesitará en el Capítulo 15. 


14—25 Teorema. Supongamos que Sà Hz, y) da(x) = F(y) uniformemente en 
(e, d). Sea B una función de variación acolada en [c, d). y supongamos 
que FeR(B) en [c, d). Si se sabe que la igualdad 


10) f | f e) ant] do) = f i ten w) dai) 


es válida para cada b> a, también tenemos entonces 


m SU ea aso] 4 / [reo aso]. 


Demostración. Supongamos que f es estrictamente creciente en [c, d]. 
Dado £ > 0, existe un B > 0 (que depende solo de e) tal que ò > B implica 


. 
[rena <a para todo y en [e, d). 
La integración origina 


| [renean f ro 


si<e 


FUNCIONES DEFINIDAS MEDIANTE INTEGRALES IMPROPIAS 425 


Según 16), podemos escribir esto en la forma siguiente : 


IMEI - [sor <e 


Ya que esto es cierto para todo b > B, obtenemos 17) como una consecuencia; 


Nora. La mayor dificultad para aplicar el Teorema 14-25, radica en ve- 
rificar que 16) es válida para cada b > a. Los dos teoremas que siguen dan 
condiciones suficientes para la validez de 16). 

14—26 Teorema. Supongamos que a es de variación acolada en (a, b) para 
todo b > a y sea f de variación acotada en (c, d). Si f es continua en 
la banda rectangular [a, + œ) X [c, d] y si Sa f(x, y) da(x) = FG) 
uniformemente en [c, d), entonces F es continua en (c, d] y tenemos 


18) f [ E Mesan |o - f [reno] so. 


Demostración. Según el Teorema 14-21, F es continua en [c, d] y por lo 
tanto F e R($) en [c,«d), en virtud del Teorema 9-26. Asimismo, la igualdad 
16) se satisface para cada b > a a causa del Teorema 9-39. Por consiguiente 
también 17) es válida. 


Nora. Si geR en [a, b) para todo b >a y si heR en [c, d], podemos 
tomar a(x) = Sä glu) du y B(y) = S: hlu) dv. Entonces la 18) se convierte en 


19) FU EA, y) | dy -[ [monen oa 


con tal que la integral /7g(x)/(x, y) dx converja uniformemente en [c, d]. 
En este caso, el teorema nos dice que si / es continua en (a, + œ) X [c, d] y 
si tenemos 


20) FO) -f £lm)/(x, y) de uniformemente en [c, d], 


podemos entonces multiplicar ambos miembros de 20) por h(y) e integrar 
con respecto a y bajo el signo integral. La cosa importante que aquí hay que 
observar es que los factores g y A se han supuesto tan solo integrables-Riemann. 
Esta forma del teorema es especialmente útil en muchas aplicaciones. En par- 
ticular, es necesaria en la demostración del teorema de la integral de Fourier 
(Teorema 15-24). 


14—27 Teorrxa. Sea f una función definida en la banda rectangular (a,+-0=) X 
X [c, d). Si R= [a, b] X [c, d], supongamos que exista la integral 
doble 
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[i Me dlx. y) 
r 


para cada b > a. Si la integral ¡Z/(x, y) de = F(y) uniformemente en 
e, d] y si existe JEF(y) dy, entonces tenemos 


SU renaJo-"[freno]e 


Demostración. En virtud de la parte V) del Teorema 10-20, la igualdad 
16) es válida para todo b > a, ya que ambos miembros son iguales a la inte- 
gral doble y f(x, y)d(x, y). Luego también 17) es válida, 


14-8 Integrales impropias reiteradas. Los tres últimos teoremas proporcio- 
nan condiciones suficientes para la validez de la igualdad 


ep pa 
2) f | f 16 a |o - f | 13 16.100) 


Nos enfrentamos con ui problema mucho más difícil al buscar condiciones 
bajo las cuales sea legítimo escribir 


2) (E lí 10.) asco] dm “FL 19) w] dala). 


Tales «integrales impropias reiteradas » son análogas a las «series de series >. 
Aun cuando los dos miembros de 22) sean convergentes, no tienen necesaria- 
mente el mismo valor, (Ver Ejercicio 14-14.) En este párrafo daremos algunas 
condiciones que nos permitan establecer la igualdad de las dos integrales 
reiteradas de 29). 

Para ver qué clase de dificultades surgen cuando intentamos demostrar 29), 
operemos de una manera puramente formal (no atendiendo, por el momento, 
a las cuestiones de convergencia) y escribamos 


2) FTE velar, ie]. 
» con [Uele 


m {lala 
LU- 
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Este proceso nos llevará a una legítima demostración de 22) si podemos jus- 
tificar los pasos que llevan de 23 a 24 y de 24 a 25). Para lograr 24) a partir 
de 23), necesitamos saber que 21) es válida para todo d > c. Las condiciones 
para la validez de 21) pueden obtenerse de los teoremas del párrafo anterior. 
No obstante, se presenta una nueva dificultad al intentar la justificación 
del paso que lleva de 24) a 25). El próximo teorema trata este problema. 
14—28 Teorema. Supongamos que a es de variación acotada en [a, b) para 
todo b >a. Sea f una función definida en el conjunto [a, + œ) X 
X [c, + 02), y consideremos 


ewn- f ANN izay iae 
Supongamos que 


a) / y glx, Iida(x) converge uniformemente en [c, + 00), 


b) e e, YIAB(9) converge uniformemente en [a, + eo), 


9 [| re sao] 


Entonces tenemos 


da(x) converge. 


28) lim glx, 1) dal(a) = J [ uso. 0] 4 


o, lo que es lo mismo, 


m 1 [| reas] f | f 101 409] uo 


Demostración. Dado < > 0, podemos elegir B (dependiente solo de e) de 
manera que 


» 
28) dl tend- [7 ena! << 
para todo £ en [c, + <>) [en virtud de a)), y también de modo que 


m |UE enan an -S [E enana 


<i 
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La desigualdad 29) se deduce de c). Además, podemos suponer que a es estric- 
tamente creciente en el intervalo (a, B). Entonces, para este mismo e, pode- 
mos elegir T (dependiente solo de e) de modo que £ > T implique 


20) [eea - enso <a a 

para todo x en [a, + œ) [en virtud de b)]. La integración en 30) produce 
pa s 

m |/ eena- | [[ nen]. 


Combinando 31), 29) y 28), encontramos que £ > T implica 


TA bix, f) dala) AA 10.9) w| am| <e 


O sea que 26) es válida. 


Combinando los resultados del Teorema 14-28 con los de los Teoremas 
14-25, 14-26, y 14-27, podemos obtener varias condiciones suficientes para 
la validez de 22). Por ejemplo, de los Teoremas 14-28 y 14-26, resulta 


14—29 Teorema. Supongamos que a es de variación acotada en (a, b) para 
todo b > a y que $ es de variación acotada en (c, d) para todo d > c. 
Sea f continua en [a, + œ) X [c, + œ) y definamos 


eh - [runas As>ey izo 
Supongamos que 
a) [| He, 3) dala) comergunrmenene en (6 + o), 
b) i glx, £) da(x) converge uniformemente en [c, + o), 


9 [ ™ Hæ Y) dBly) converge uniformemente en [a, + oo, 


a S [f 10 60m] aat comer. 
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Entonces tenemos 


32) TU 1.9) asi] Bo) -[ I 16) a] dala), 


Demostración. Utilizando b), c), d) y al propio tiempo el Teorema 14-28, 
tenemos 


A E 


En virtud de a) y del Teorema 14-26, tenemos [7 (£/ 48] da = AUS } da] df. 
Luego 32) se deduce de 33). 


Puede obtenerse otro teorema de este tipo mediante una clase de razo- 
namiento enteramente distinto. 


14—30 Tuoxema, Supongamos que a % en [a, + oo), que BA en [e, + o), 
y sea f tina función no negativa definida en [a, + œ) X [c, + o). 
Supongamos válidas las dos igualdades siguientes : 


PU todo Juno = f, S (S renani. para todo d > 6, 
ape a 
FU wnan] [j 10 datr) | eos para todo b > a. 


Entonces, siempre que una de las integrales reiteradas de 36) converge, 
también converge la otra y tenemos 


36) FL enen] [S ino] a 


Demostración. Supongamos que la integral I = S7 [/7 f da] d8 converge. 
Ya que f es no negativa y a es creciente, tenemos 


3) [ina <| H.dal), para todo b > a. 


Puesto que es creciente, 37) implica /7 [/2/ da) df < I, que, según 35), 
establece que /? [/7 f d8] da < I. En virtud del Teorema 14-2, esto si 

que SZ [17 /d8] da converge y tiene un valor < I. Un razonamiento aná- 
logo, utilizando 34) en lugar de 35) origina la desigualdad opuesta. Luego 
la 36) es válida, 
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Nora. Podemos omitir la hipótesis de que / es no negativa si, en su lugar, 
suponemos que por lo menos uno de los miembros de 36) es convergente cuando 
se reemplaza f por |f]. Cuando se establece en esta forma, el Teorema 14-30 
también es válido para funciones complejas. La demostración (para funciones 
| reales o complejas) puede reducirse al caso ya tratado. Cuando / es 
real, consideramos las funciones /, = |f] + f y fa = [1 — f ambas no negativas, 
Si una de las integrales de 36) converge cuando f se reemplaza por |/, entonces 
también converge cuando f se reemplaza por f, o por fẹ. Además, la validez 
de 36) para j, y fa implica su validez para f, ya que 2f = f — fp. Cuando f 
es compleja, / = w + i, introducimos 


dem Jul le ym lol m= lo — 


(cada una es no negativa) y razonamos como antes con las partes reales e 
imaginarias separadamente. 


14-9 Integración de series cuando se consideran integrales impropias. En 
el Teorema 13-11 establecimos la validez de la igualdad 


35) $ hato) data) = 


f "ut dat) 


bajo las hipótesis siguientes: 
a) La serie 37... fax) converge uniformemente en (a, b). 
b) Cada /, e Ría) en (a, b], siendo a de variación acotada en (a, 


Cuando pretendemos extender la igualdad 38) a las integrales impropias, 
nos enfrentamos esencialmente con las mismas dificultades que han sido dis- 
cutidas en el párrafo anterior. En realidad, expresando la serie 5/,(x) como 
una integral infinita de Riemann-Stieltjes, podemos reducir el problema al 
considerado en el párrafo anterior. En la práctica, sin embargo, el sencillo 
teorema que sigue basta de ordinario para justificar la integración término 
a término de una serie cuando se consideran integrales impropias. 


14—31 Teorema. Supongamos que a7 en |a, + o) y sea (fu) una sucesión 
de funciones definidas en [a, + œ) tales que [.(x) > 0 para cada x > a 
y cada m=1, 2, ... Si la igualdad 38) es válida para cada b > a, 
entonces también tenemos 


0) È no da $, o nt. 
y 


Con tal de que uno de los miembros de 39) sea convergente. 
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Demostración. Razonar como en la demostración del Teorema 14-30. 


Nora. Podemos omitir la hipótesis /,(x) > 0 si, en su lugar, suponemos 
que por lo menos uno de los miembros de 39) es convergente cuando f.(x) 
se reemplaza por l/.(x)|. Establecido en esta forma, el Teorema 14-31 es válido 
también para funciones complejas. (Ver la Nota que sigue al Teorema 14-30). 
Naturalmente, es válido un resultado parecido para las integrales impropias 
de segunda especie, 


EyeueLo 11. Para cada s > 1 fijo y cada a >0 fijo, tenemos 


iS nt T 
meuni 


>=, (uniformemente en (a, 5), 
i 


para cada b > a. Luego, si 0 < a < b, podemos aplicar el Teorema 13-11 y 
escribir 


> a 
AS Ene ee 


Pero la serle BJ, Sia 
[rra - -f PA dt = TS), 
h h 


donde P representa la función Gamma (ver Ejemplo 6). Por lo tanto todas 
las hipótesis del Teorema 14-31 (y su análogo para las integrales impropias 
de segunda especie) se satisfacen y obtenemos 


m dx converge, ya que su término general es 


40) attent d m UNT), 


donde ¿ representa la función € de Riemann. La fórmula 40) es de capital 
importancia en la teoría de la función £. 


EERcIcios. 
-14-1. Demostrar que son convergentes las siguientes integrales impropias : 


1 
ape.» a arta (P>0,9>0) 


9 f setlas, a f as. 
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1,2, SI f ce positiva y decreciente en [o +- oe) y si a integral (3/0 conver, 
demostrar que 2/0) => 0 cuando x= F oo y que fE zdf) 
pae a po OSR 


s[i Ear, ES + p>- 


A AAN af e 
14-4. Sur es continua en (0, 1), /(0) = 0, y que existe /'(0). Demostrar. 
que Ta integral [RT de converge 
14-5. Averiguar si son o no convergentes las siguientes integrales impropias : 


y era, 
» 


o Ets 


a [verlas * log (costa) de, 


ota 


Determinar los valores de p y g para los cuales convergen las siguientes inte- 


Am e je 


a à 
Jh Pd, »/ er de, 
lo 3 
Y "sen OP) y, 
sf af a 3 
of Es af (og) (sen 3) dx, 
h k 


14-7. Deducir las siguientes igualdades (m y n representan enteros positivos) : 


EE og a, 
[Za of pm, 


a rr E. 
o 


(m+n)! 


yy E; Detras que las integral a) y ) son convengntes pero que divergen lar 
yd. 
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» vé Arteta, » YE Pri ás, 
b h 


“as de 
of rrian tar 
(Indicación: Obtener cotas superiores e integrales en entornos 
Pc Mn ae aE Enoh] ara 
14-9. Construir un ejemplo de una integral propia de Riemann-Stieltjes 


. 
f Na) data) 


en la que a sea de variación acotada en [a, b) pero tal que 


> 
lim cm dala) afir dala). 


== 
14-10. Suponiendo que / € F en (0, 1), que es periódica con periodo igual a 

nN de j >o. rdi 
ula: IE AA Ap 


14:11. Determinar el conjunto S delos valores de y en los cuales cada una de las si- 
guientes integrales converge uniformemente : 


2 de, 

ez 
of ETA 

14-12, Consideremos F(y) = /3.e—** cos 2xy de si yc E,. Demostrar que F satisface 


la ecuación diferencial F" DESTA O y deta que FO) =i ne- (Usar el 
resultado [2e="* de = }V/7, deducido en el Ejercicio 9- 


14-13. Consideremos F( [xfa + 1) de si si >0. RENE F sa 
tisface la ecuación K E ace que FO) IL 
Utilizar este resultado para deducir las para y >0y a > 


f Aa A Pia 


zuna EE 

[ege | mei 

14-14. Demostrar que 7 [F /(x, Y) dr] dy # S7 UTM, 3) dy] de si 
i- EE 

3 neira DN A 


14-15. Demostrar que el orden de integración no puede ser invertido en las siguientes 
integrales : 
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[Ud Al cea 


e 48, Consideremos fir. 9) z ala a leae $ EE 
keerad reiterada LIO. 9) da) dy para debiele a Terma: 


[uona 


J61, Consideremos Jo) = [7 een x oos ajr de si y > 0, Demostrar (con los mé- 


todos del ZA e Oy > 1. 
Calcular la integral /3/() dy para deducir la fórmula 
s0<aSl 
R siazl 


14-18, a) Utilizar la identidad tri sen 2x = 2 sen x cos x, y la fórmula 
galien mfa da = mfa, pasa calcula la integral 


») Utilizar la integración por partes en a) para deducir la fórmula 


sent z 
[=u 


e) Utilizar la identidad sen? x + cost x= 1, y al propio tiempo b), para obtener 


14-19, Supongamos que e R e fa, b] para todo b > a > 0. Petams mediante 
1a ni agta) = IZA de si x > 0, supongamos, qu que el limite lme-»te gla) exista y 
represent a y b son números positivos fijos, probar que 


af las = et) wf as. 


ar 
o] sn f Maz Biog? 
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d) Su existe el limite ¡Pa A. 
l) e piè lims-»o42f3/(1)1* dt, y representémoslo por 


. 
[E a aro Wa, 
e) Combinar c) y d) para deducir 
1605) 108 y, z 
A a a 1 
y utilizar este resultado para calcular las siguientes integrales: 
[emeen [A 
z i 
14-20, Si falx) = e7™ — 2:72", demostrar que 
$ 1 e $ fala) dx. 
b aa 


iu 21, Establecer y probar un teorema parecido al Teorema M-31 para integrales 


14-22. Justificar las siguientes igualdades : 


s [rten AE un Elf ms 


14-23, a) Si s >O y a >0, demostrar que la serie 


converge y probar que 


Dusana mia sio<s<i, 


donde € representa la función Y de Riemann, 
14-24. a) Deducir la siguiente fórmula de la derivada s-ésima de la función Gamma: 


Ta) [~ —logard (z > 0). 
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b) Cuando x = 1, demostrar que ésta puede escribirse asi: 
re f (6 + (— 1)" Ue (log 1)" de. 


e o i 


Nora. En los Ejercicios 14-25 y 14-26, se supone que existe y es finito el limite 
Pri a z 


14-25. Supongamos que / es de variación acotada en [0, b) para todo b > 0. Demos- 
trar que 


sof, 79 f(x) de = (00). 
[Undicación : Usar la integración por partes]. 
14-26, Deducir el resultado del Ejercicio 14-25 con la hipótesis más débil de que / e R 


en 10. 6) para todo b > 0. Indicación: Considerar FO) = 9/2 2="/(2) de y escribir 
-tos oo -nonar y f emita) — Koo)| dx. 
14-27. Supongamos que / es de variación acotada en [0, 1). Demostrar que 
a 
mf ha) dee = (04). 
14-28, Deducir el resultado del Ejercicio 14-27 en la hipótesis más débil de que / € R 
E 


en (0, 1] y que existe el límite 


14-29, Demostrar Siguiente (orema de Tannery); Dada una sucesión de fun- 
A a suce e mimrer reales (P de tdo qué m 


diia [a, b] para lodo b > a, 

D) fue R en [a, b) para todo b > a, 

©) Pa > + co cuando n > co, 

) Yale)! < ela) para todo n = 1, 2, --. y todo x > a, siendo g tal que la integral 
ja glx) de converge. 


Entonces la integral 52 f(x) dx converge absolutamente y tenemos 


f ranas = | oas 


14-30. Utilizar el resultado del Ejercicio 14-29 para demostrar que” 


mf 


En los Ejercicios 14-31 y 14-32, I representa la función Gamma. 


BEZES etin sip>— 


EJERCICIOS as 


13I, Demostrar que P+D = AT) si > 0 y que Dj VÈ Dedit que 
T(n + 1) = n! y que Tòn + 4) = (2n)! Y/7/4%! si n = 0, 1, 2, .... 


14-32. a) Demostrar que para x > 0 tenemos el desarrollo en serie 


e 
(Um res : panan 
siendo Ce men Qog ¿Indicación ; Bscribir (2 = f} + $7 y utilizar 


PRAES 
ia lin RARIS THO, zorey 


eea a, EN 


Undicación : Usar el Teorema 13-17). 


CAPÍTULO 15 
SERIES DE FOURIER E INTEGRALES DE FOURIER 


15-1 Introducción. En 1807, Fovarer sorprendió a algunos de sus con- 
temporáneos afirmando que una función «arbitraria » podía expresarse como 
una combinación lineal de senos y cosenos. Tales combinaciones lineales, 
llamadas ahora series de Fourier, han llegado a ser un instrumento indispen- 
sable en el análisis de ciertos fenómenos periódicos (tales como vibraciones, 
movimientos ondulatorios y planetarios) que son estudiados en física e inge- 
niería. Muchos problemas importantes de naturaleza puramente matemática 
que se han presentado en conexión con la teoría de las series de Fourier han 
sido objeto de un estudio intensivo por parte de un gran número de matemá- 
ticos famosos, y es un hecho histórico notable que el desarrollo del moderno 
análisis matemático ha sido, en gran parte, profundamente influenciado por 
la búsqueda de las soluciones a tales problemas. Para encontrar una breve 
pero excelente exposición histórica del tema de las series de Fourier y de su 
impacto en el desarrollo de las matemáticas puede verse Ref. 15-1. 


15-2 Sistemas de funciones ortogonales. En la actualidad las series de 
Fourier constituyen una parte de una disciplina mucho más general conocida 
con el nombre de teoría de los desarrollos ortogonales. Ciertos aspectos de esta 
teoría tienen una semejanza notable con algunos de los resultados del aná- 
lisis vectorial. Por ejemplo, el problema de expresar un vector arbitrario en 
un espacio n-dimensional como una combinación lineal de vectores base, tiene 
su contrapartida en la teoría de los desarrollos ortogonales, donde se precisa 
expresar una función más o menos «arbitraria » como una combinación lineal 
de individuos de alguna colección especial de funciones. Muchos de los medios 
utilizados en el estudio de los vectores tienen sus análogos en la teoría de los 
desarrollos ortogonales. El más importante de éstos es el producto interior de 
dos funciones (análogo al producto interior de dos vectores). 


161 Dernvición. Si fy g son funciones reales, ambas integrables-Riemann 
en (a, b), la integral 


» f Ha)ela) de 


se llama el producto interior de f y g, representado por (f, g). El número 
no negativo (f, f)", representado por fl, se llama la norma de f. 
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Nora. La integral 1) se parece a la suma 31. x,y} que define el producto 
interior de dos vectores x = (žų ..., 2) € Y = (Yy ++», Ya). Los valores de 
las funciones f(x) y g(x) en 1) desempeñan el papel de los componentes xa 
e ya, y la integración reemplaza a la suma, La norma de f es análoga a la lon- 
gitud o módulo de un vector. 

De 1) se deduce inmediatamente que el producto interior goza de las pro- 
piedades siguientes : 


2 Hamle. (te= Ue = elfe) (e= constante), 

3) O+ hg) = Un 8) + Ug) OBa + ea) = O 8) + U ed. 

La desigualdad de Cauchy-Schwarz (ver Ejercicio 9-13) toma la forma 
4 W @) < WW listi 


Utilizando 4), es cosa fácil deducir la desigualdad de Minkowski : 


5 TAI 
(Ver Ejercicio 15-1). Esta, naturalmente, es análoga a la « desigualdad trian- 
gular» para los vectores. También tenemos la relación 

ld Pee AR NA UA + e e) MIA Mel +24 o) 


Por consiguiente la ecuación ||} + gli? = |1AI? + lgl? es equivalente a esta 
otra (f, g) = 0. Las funciones f y g que satisfacen (/, g) = 0 se llaman orto- 
gonales (por analogía con el teorema de Pitágoras para los triángulos rectan- 
gulos). El concepto de ortogonalidad es básico en esta teoría y se introduce 
para conjuntos infinitos de funciones como sigue : 


15—2 Deenvición. Sea S= (du $ $» .-) un conjunto de funciones, 
cada una de las cuales es integrable-Riemann en [a, b). Si 
(du da) =O, siempre que modem, 
se dice que el conjunto S es un sistema ortogonal en [a, b). Si, además, 
cada afe Cani horiak gaal A-1, sai e US sn e 


(a, b 
Nora. ma Jean otoyol pasé E ci adal] JU E ci 
tirse en un sistema ortonormal dividiendo cada $, por su norma. 


Nos ocuparemos particularmente del sistema especial trigonométrico 
S= (du dy bm ---) para el cual 


Ye 


Fácilmente se comprueba que S es ortonormal en el intervalo (0, 2x] (o en 
cualquier otro intervalo de longitud 27). (Ver Ejercicio 15-2). 


O aheg eE, 1 
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Nora. También puede extenderse la noción de un producto interior a 
Jas funciones complejas definidas e integrables-Riemann en un intervalo (a, 5]. 
En este caso, (f, g) se define por la ecuación 


a 
m ua [ Ha) Ela) de, 


donde g(x) representa la conjugada compleja de g(x). La conjugada compleja 
se introduce con objeto de que el producto de / por sí misma sea una canti- 
dad no negativa, es decir, (f, /) =/2 |(a)| dx. La norma de f es, como antes, 
I/I = (f, f”. Las igualdades 3) son aún ahora válidas pero las de 2) deben 
modificarse escribiendo 


3 Lo=ER (o= e. 0 =EN 


donde ahora, como es natural, c puede ser una constante compleja. Las defi- 
niciones de sistemas ortogonal y ortonormal no se modifican. Probablemente, 
el ejemplo más importante de un sistema ortonormal de funciones complejas 
es la sucesión e $u du ---) dada por 


cos mx + isen nr 


dla) = f «a (m6 =0,1,2, +-), (a, b) == (0, 21). 
La independencia lineal para funciones puede introducirse como en el caso 
de los vectores, Se dice que un conjunto de funciones (dy, dj, ---, da) 


es linealmente dependiente en [a, b) siempre que existen unas constantes cy, 
ĉis +++ » Cu (no todas mulas) tales que 


» ohola) + apila) + >>> + cub) =0, — para todo x en [a, b). 


Si no es así, el conjunto {fẹ $, ..-, Hu) se llama linealmente independiente 
en (a, b]. Un conjunto infinito (dy, $ ...) se llama linealmente inde- 
pendiente en [a, 5] si todo subconjunto finito es linealmente independiente 
en [a, b]. Es fácil ver que todo sistema ortonormal es lis inde 
Efectivamente, si es válida una ecuación como la 9), podemos mia por 
Hale) e integrar entre a y b para obtener ca = 0 para cada k = 0, 1, 2, . 

Fla analogía: con le vectores bace pensar cn la poublidad de expresar 
una función «arbitraria » f como una combinación lineal de elementos de un 
conjunto ortonormal (dy, $, --.). Un tal «desarrollo» debería ser de la 
jorma 


10) à= p cabal). 


válida para cada x en [a, b]. En realidad, aquí hay involucrados dos tipos de 
problemas. Primero, hemos de buscar condiciones, que impuestas a f y al 


SISTEMAS DE FUNCIONES ORTOGONALES “ 


conjunto (dy $n .--), garanticen la efectiva existencia de un desarrollo 
como el 10). Segundo, suponiendo que existe el desarrollo, hay que encontrar 
un método para determinar los coeficientes co (y, €p - . . El segundo problema 
se tratará en primer lugar. 

Operemos con 10) de una manera puramente formal, prescindiendo de 
momento de las cuestiones de convergencia. Si multiplicamos ambos miembros 
de 10) por da(x) e integramos la serie resultante término a término entre a 
y ð, obtenemos : 


u) 04 = È ain h) = 


E3 


Así pues, si podemos justificar estas operaciones formales, encontramos que 

el k-ésimo coeficiente en 10) no es otra cosa que el producto interior (/, gi). 

En el teorema que sigue se da una condición suficiente para la validez de esos 

pasos. 

15—3 Tuorema. Sea (du fı de ---) un sistema ortonormal en [a, b]. 
Supongamos que la serie 


12 PSO] 
converge uniformemente en [a, b) y designemos con f(x) la suma de 
esa serie. Entonces la función f así definida es integrable-Riemann en 
[a, b] y el coeficiente n-ésimo cn viene dado por 


13) tn = (f, Da) - norma (1=0,1,2,+.-). 


Demostración. La convergencia uniforme implica la integrabilidad-Rie- 
mann de f y justifica los pasos operativos formales que llevan a 11). (Ver 
Teorema 13-22.) 

Supongamos ahora que disponemos de una función f integrable-Riemann 
definida en [a, b] y de un conjunto (dp $i, $» -.-) ortonormal en (a, b]. 
En tal caso siempre podemos definir los números co, Cy, Ca » . . Por medio de 13) 
y tiene sentido construir la serie 19). Surgen ahora dos preguntas : ¿Conver- 
ge esta serie puntualmente en (a, b]? Si 12) converge para un x fijo ¿f(x) es su 
suma? En general, la respuesta a esas preguntas es «No ». Para contestarlas 
en sentido afirmativo, es necesario imponer otras restricciones a la función 
$ y al conjunto ortonormal {$e $ $» -- -). Más adelante ofreceremos una 
discusión detallada de esos problemas para el sistema trigonométrico particu- 
lar descrito en 6). Por el momento nos ocuparemos de las propiedades de 
los números definidos por 13). 
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15-3 Serie de Fourier de una función relativa a un sistema ortonormal. 


15—4 Deemución. Sea S= ($ $y $p...) ortonormal en [a, b] y su- 
pongamos que fe R en [a, b). La notación 


m Ha) ~ È ebata) 
s 
significará que los números ce, Cy, Cy... están dados por las fórmulas 
siguientes : 
15) am 041 =/ normas (1-0, 


La serie 14) se llama la serie de Fourier de f relativa al sistema S y los 
ú . se llaman los coeficientes de Fourier de [ relativos 


Nora. Cuando S es el conjunto ortonormal particular de funciones trigo- 
nométricas descrito en 6), la serie se llama simplemente la serie de Fourier 
generada por f. En este caso, escribimos 14) en la forma 


10 + $ (a, cos mx + basen na), 
= 


siendo los coeficientes los números dados por las siguientes fórmulas : 


10) af means, ml rosana 
h 


15-4 Aproximación media cuadrática., El Teorema 15-3 proporciona una 
cierta justificación para considerar la serie cuyos coeficientes vienen dados 
por 16). El siguiente teorema nos brinda aún otra justificación : 


16—5 Teorema. Sea S= (du dy dy ---) ortonormal en [a, b), supon- 
gamos que 


ta~ È chat. 


Designemos por sax) la suma parcial 


17) s= Y aha) (0,12...) 


Si bp by, dy, .., som números complejos arbitrarios, consideremos 
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18) 


Entonces tenemos la identidad siguiente : 


19) f 1160) — tala) de = -f Mopar- $ lat + 
1) 


de la cual se obtiene la desigualdad 


» 
20) f 1/6) — slap da < f 1100) — tala) 


Nora. Cada combinación lineal £ puede considerarse como una « aproxi- 
mación » de /. La integral /2/(x) — ta(a)]? de = Il) — ta mide el «error medio 
cuadrático » de esa aproximación. La desigualdad 20) establece que, entre 
todas las combinaciones lineales f, posibles, la suma parcial s, de la serie de 
Fourier de f da origen a la « mejor » aproximación de f (cn el sentido de que 
el error medio cuadrático es menor). 


Demostración. Es evidente que 19) implica 20) a causa de que el segundo 
miembro de 19) tiene su valor mínimo cuando ba = ca para cada A = 0, 1, 2, 
..., n, Para demostrar 19), escribamos 


fu- 


Utilizando 3) y 8), encontramos 


de (f — taf — ta) 


m N — U ta) — (tns P) + (m fa). 


toto =( 


ua = (1 È h) = E 30.60 = E ha 
Pd Š 


También, (ta, f) = U. h) = i-o bién, y por lo tanto 


> A A 
/ tal de 101 + E bt- Y Bi bêr 
A E 


= me- È art OA 
e e 
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=P 


aP È ha-a 
w i 


15—6 Teorema. Sea (du $1 $e ---) ortonormal en [a, b], supongamos 
que fe R en [a, b], y que 


H~ Y ahala). 
Entonces 
a) La serie Sic.|* converge y satisface la desigualdad 
n) En sf vna (desigualdad de Bessel). 
b) La igualdad 


$, lalt = f Wa)èdr (fórmula de Parseval) 
es válida si, y únicamente si, también se verifica que 
ua 1 — sall = 0, 


donde (sy) es la sucesión de sumas parciales definidas en 17). 


Demostración. Haciendo b, = ca en 19) y observando que el primer miem- 
bro es no negativo, 


Ela <f Ma) dx. 
i la 


Esto establece a). Para demostrar b), ponemos otra vez b, = c, en 19), para 
obtener 


. . 
N sali? -f'm = setare f ads- E lal. 
la la io 


De esta igualdad resulta inmediatamente la parte b). 
Nora. La igualdad lím,,,. || — sal| = 0 equivale a establecer que 


lems =f en (a, b). 


(Ver Definición 13-18). La parte b) del Teorema 15-6 nos dice que 1a fórmula 
de Parseval es válida si la sucesión {s} converge en media hacia f en [a, b], 
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y recíprocamente. Como cosa interesante, podemos observar que la fórmula 
de Parseval puede escribirse en la forma 


meagta+at 
que es análoga a la fórmula vectorial [x? = a} + ==> + a®. 
15—7 Dermicióx. Sea S un conjunto de funciones integrables-Riemann de- 
finidas en [a, b). Sea (dm $u $» ---} ortonormal en [a, b), supon- 
gamos que 


ta~ È etate. 
y consideremos 
sda) = 2, ahl) (a= 0,1,2, ++). 


Se dice que gl conjunto ortonormal (bo. $y, $u ...} es completo para 
S si, para toda | en S, tenemos lis, — f | = O cuando n > eo. 


Así pues, para un sistema ortonormal completo la fórmula de Parseval es vá- 
lida para toda / en S. Demostraremos luego (Teorema 15-22) que el sistema 
trigonométrico 6) es completo para el conjunto S de todas las funciones que 
son continuas en (0, 2x). 

Como una nueva consecuencia de la parte a) del Teorema 15-6, observa- 
mos que los coeficientes de Fourier ca de f relativos a cualquier sistema orto- 
normal ($ bw a.» .) deben tender hacia O cuando n > co (ya que Hlcal? 
converge). En particular, cuando g(x) = e, encontramos 


sí [nora o, 
“h 


de la que obtenemos las importantes fórmulas : 


») dos [7 ho) osne de dm f fo) senne te = 0. 


15-5 Series trigonométricas de Fourier. Al llegar aquí abandonamos el es- 
tudio de los sistemas ortonormales en general y fijamos nuestra atención en 
el sistema trigonométrico particular descrito en 6). Desde el tiempo de FOURIER, 
han sido publicados en la literatura matemática gran cantidad de artículos 
referentes a las series trigonométricas de Fourier. El objetivo de gran parte 
de la investigación ha consistido en encontrar condiciones suficientes a las 
que una función integrable / debe satisíacer para que su serie de Fourier 
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converja, bien en todo el intervalo (0, 2x] bien en ciertos puntos del mismo. 
Resulta que la convergencia o divergencia dela serie en un punto determinado 
depende en realidad del comportamiento de la función en un entorno arbi- 
trariamente pequeño del punto. (Ver Teorema 15-17). 

Los esfuerzos de FOURIER y DIRICHLET a principios del siglo XIX, seguidos 
por las contribuciones de RIEMANx, Lirscmtz, Here, CANTOR, DU Bois- 
RevxoxD, Dix, JORDAN, y DE LA VALLÉ-POUSSIN a fines de siglo, han de- 
sembocado en el descubrimiento de condiciones suficientes de amplio alcance 
para establecer la convergencia de las series, bien en puntos particuales, o 
bien en todo el intervalo. Todavía no han sido obtenidas condiciones nece- 
sarias y suficientes útiles para la convergencia de las series en cualquier punto 
del intervalo. A la vista de los resultados que hoy en día se conocen, parece 
poco probable que existan tales condiciones. 

Después del descubrimiento de LEBESGUE, en 1902, de su teoría general 
de la medida y de la integración, el campo de la investigación fue conside- 
rablemente ampliado y los nombres principalmente ligados al tema desde en- 
tonces son los de Fejér, Honsox, W. H. You, HARDY, y LITTELWOOD. 
Fejér demostró, en 1903, que pueden utilizarse series de Fourier divergentes 
considerando, en lugar de la sucesión de sumas parciales (sa), la de medias 
aritméticas (0) donde 


El estableció el notable teorema de que la sucesión (0,) es convergente y 
que su límite es 1 [f(x +) + f(x —)] en todo punto de [0, 2z] en el cual 
existan f(x +) y f(x —), con la sola restricción para / de que sea integrable- 
Riemann en (0, 2x] o que la integral /}" /(x) de exista como una integral im- 
propia absolutamente convergente. 

Sin el empleo de la integral de Lebesgue no puede emprenderse un estudio 
riguroso y completo de la teoría de las series de Fourier. Sin embargo, para la 
introducción á dicha teoría que aquí queremos ofrecer nos bastará la integral 
de Riemann. Además, los resultados contenidos en este capítulo son suficientes 
para la mayor parte de las aplicaciones de las series de Fourier a problemas 
de física e ingeniería. x 

Volvamos ahora al problema de la convergencia de las series de Fourier. 

* Toda la teoría se apoya en dos fórmulas fundamentales de paso al límite que 
serán discutidas en los párrafos que siguen, Estas fórmulas, que constituyen 
también la base para la teoría de las integrales de Fourier, se refieren a las 
integrales que dependen de un parámetro real a, y nos interesará el compor- 
tamiento de dichas integrales cuando a -> + <>. La primera de ellas es una 
generalización de 22) y se conoce con el nombre de lema de Riemann- 
Lebesgue. 


LEMA DE RIEMANN-LEBESGUE w 


15-6 Lema de Riemann-Lebesgue. 
15—8 Teorema. Supongamos que feR en [a, b]. Entonces, para cada B 
real, tenemos 


23) 110) sen (at + P) dt = 0. 


Demostración. Si f es constante en [a, 5], el resultado es evidente ya que 
tenemos 


| Pac na [mito ote 


También es válido el resultado si / es constante en el intervalo avierto (a, b), 
prescindiendo de la forma en que se definan f(a) y f(b). Luego, 23) es válida 
si / es una función escalonada, Resulta ahora fácil demostrar 23) para toda 
función / integrable - Riemann. Dado e > 0, elijamos una partición P de 
(a, b) tal que las correspondientes sumas de Riemann inferior y superior 
satisfagan la desigualdad U(P, f) — L(P, f) < e/2. Escribamos ahora 


; , 
sen [mom y uen- [wa 


donde m y M son funciones escalonadas (determinadas de una manera evi- 
dente por la partición P) tales que la desigualdad m(( < /() < M(() es válida 
en todo el intervalo (a, b). Tenemos entonces 


a 
2) | [uo morata als f My -mas $. 


Pero, para este mismo e, podemos elegir A de modo qne a > 4 implique 


25) 


. 
WA m(f) sen (at + P) dt 


Combinando 24) con 25), obtenemos |/¢ /(f) sen (at + f) dil < e siempre que 
a > A. Esto demuestra 23). 


Nora. Haciendo ta y P = x/2, encontramos 


lin "pasen di iim |, tocata 


El resultado del Teorema 15-8 se conoce con el nombre de lema de Riemann- 
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Lebesgue para integrales propias de Riemann. Puede también extenderse 2 

las integrales impropias absolutamente convergentes. 

15—9 Teorema. Supongamos que je Ría, b) para todo b >a y que la in- 
tegral impropia f7 Ne) de converge absolutamente. Entonces, para cada 
B real, tenemos 


lim Í H) sen (at + P) dt = 0. 
este Ja 
Demostración. Dado «> 0, elijamos b de modo que /7 |/()] dt < e/2. 


Elegido ya b, elijamos A de modo que a > A implique |/3 /(#) sen (at + $) dt] < 
< e/2. Entonces 


- . . 
14 100 + mal <| f'ras naf MOI dt < e 


En forma análoga podemos demostrar el lema de Riemann-Lebesgue para 
integrales impropias de segunda especie absolutamente convergentes. 


15—10 Teorema. Supongamos que fe R(a +e, b) para todo «>0 y que 
la integral S3, |[(0)| dt converge. Entonces, para cada $ real, tenemos 


. 
im 10) sen (at + $) di = 0. 
cora des 

15-7 Funciones absolutamente integrables. Al llegar aquí es conveniente 
introducir una clase de funciones con las que trabajaremos frecuentemente 
en la última parte de este capítulo. Las funciones de esta clase son las Ila- 
madas absolutamente integrables y se definen así: 


15—11 Dermución. Se dice que una función f es absolutamente integrable 
en un intervalo (a, b) (donde a y b pueden ser — co y + co respectiva- 
mente) si existe un número finito de puntos en [a, b), llamémosles a = 
LALL.. < Ca = b, tales que 

a) f € R en todo subintervalo finito de [a, b] que no contenga ninguno 
de los puntos Co, cy . 

b) Para cada k = 1, 2, ..., n,laintegral (2, f( de es una integral 
propia de Riemann o bien una integral impropia de Riemann absolu- 
tamente convergente. 

Cuando se satisfacen esas condiciones, escribimos f e R*(a, b) y por 
definición es 
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Nora. Es importante observar que una función absolutamente integrable 
está definida en todo el intervalo (a, b), excepto acaso en un número finito 
de puntos. La función no está necesariamente acotada en [a, b]. 

El siguiente es un ejemplo de una función que es absolutamente integrable 
en (— œ, + 0): 


1 
t= in O 
no = PE sif>L 


La figura 15-1 representa una aproximación de la gráfica de esta función, 


Pig. 18-1. Un ejemplo en el que f€ RY 0,40). 


Los resultados del párrafo anterior pueden reunirse en un solo teorema 
que podemos citar como el lema de Riemann-Lebesgue para funciones absolu- 
tamente integrables. 


15—12 Tuorema. Si fe Re(a, b) (donde a y b pueden ser — co y + æ 
respectivamente), entonces para cada f real tenemos 


lim | HO sen (at + P) dt = 0. 


Como una aplicación de este teorema, deducimos un resultado que luego 
será necesario en la teoría de las integrales de Fourier : 


15—13 Teorema. Si feR*(— co, + 00), tenemos 
oy 00 


20) 
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siempre que la integral del segundo miembro sea absolutamente conver- 
gente. 


Demostración. Para cada a fijo la integral del primer miembro de 26) 
converge absolutamente. (¿Por qué?] Luego podemos escribir 


- . 
f Ma [o a f 10 a 
ks h B 


cos 


-f venis 
h 


. F O A osaat 
j 


Cuando a + + <o, la última integral tiende a O, según el lema de Riemann- 
Lebesgue. 


15-8 Integrales de Dirichlet. Las integrales de la forma /3 g(() (sen af)/t dt 
Mamadas integrales de Dirichlet) desempeñan un papel muy importante en 
la teoría de las series de Fourier y también en la de las integrales de Fourier. 
Se supone que la función g del integrando tiene un límite a la derecha finito 
£(0 +) = lím,,0+ g(t) y nos interesa formular aún otras condiciones para g 
que garantizarán la validez de la siguiente igualdad : 


E] im 2f ga m g0 +). 
A 


arte Y, 

Para hacerse una idea de la razón por la cual podemos esperar la validez 

de una fórmula como la 27), consideremos primero el caso en que g es cons- 

tante (g(/) = g(0 +)) en [0, 3]. Entonces 27) es una consecuencia trivial 

de la igualdad /5 (sen f)/t dt = /2 (ver fórmula 14-15), ya que 
et 


a a cuando a+ + o. 
T a i ? 


Más general, si gc R en [0, 8] y si 0 < e < 8, tenemos 


CECEO 
en virtud del lema de Riemann-Lebesgue. Luego la validez de 27) está entera- 
mente subordinada al comportamiento local de g en las proximidades de 0. 
Ya que g(t) es «casi» g(0 +) cuanto £ es «casi» 0, parece posible demostrar 
27) sin imponer a g demasiadas restricciones adicionales. A primera vista 


INTEGRALES DE DIRICHLET asi 


podría parecer que la continuidad de g en 0 debería ciertamente bastar para 
asegurar la existencia del límite en 27). Dirichlet demostró que la continuidad 
de g en [0, 3) es suficiente para probar 27), si, además, g tiene tan sólo un 
númerc finito de máximos o mínimos en [0, 3]. Más tarde Jordan demostró 
27) bajo la condición menos restrictiva de que g fuese de variación acotada en 
[0, 3]. No obstante, todos los intentos de demostrar 27) con la sola hipótesis 
de la continuidad de g en (0, 3] han resultado infructuosos. Efectivamente, 
du Bois-Reymond encontró un ejemplo de una función continua en g para 
la que el límite 27) no existe. Aquí se discutirán el resultado de Jordan y un 
teorema relacionado con él debido a Dini. 


15—14 Teorema. (Jordan). Si g es de variación acotada en [0, 8), entonces 


28) im Èf a g0 +). 
3 


erie T, 


Demostración, Basta considerar el caso en que g es creciente en [0, 8], 
Si a>0 y si 0< h< 8, tenemos 


[osta 
b 


2) +04) tas f'ota 


w — e0 4) as 


= h(a, h) + Isla, à) + Lala, A), 


donde para abreviar hemos empleado los símbolos 7,(a, A), Z(a, A) e Zy(a, h). 
Podemos aplicar el lema de Riemann-Lebesgue a 1,(a, A) (ya que la integral 
Sh glt) lt dt existe) y encontramos 1,(a, h) +» O cuando a +» + co. También 


hla) = onf Stu 


-onf Siusi go) cuando a- + oo. 


A continuación, elijamos M >0 de manera que (/2 (sen 1)/t di] < M para 
todo b >a > 0. Se deduce que [/2 (sen af)/t di < M para todo b > a > 0 
sia > 0. Fijemos ahora un e > 0 y elijamos h en (0, 3) de modo que 
lg(h) — g(0 +)! < el(3M). Puesto que £() — g(0 +) 20 si 0 <£ < h, po 
demos aplicar el teorema de Bonnet (Teorema 9-34) a Z,(a, h) y escribir 


Llai) = f 1600 — e04) 5 u = 1600) — 6(0+)] f mdy, 
h de 
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donde c e [0, A]. La definición de h nos da 


e 
< Mi 


30) Mala, M) = 1808) — 51041 pss zt 


Para el mismo h podemos elegir A de modo que a > A implique 


a) lha ni<$ y |ne » -3e 


Entonces, para a > A, podemos combinar 29), 30), y 31) para obtener 


Esto demuestra 28). 


Otro tipo de condición para la validez de 28) fue encontrada por Dini y 
puede formularse así; 


15—15 Teorema. (Dini). Supongamos que existe g(0 +) y que para un 
cierto 8 > O la integral impropia 
f UA 
converge absolutamente. Entonces tenemos 
a ta eo 


Demostración. Escribamos 
[ota O iaa + 609) a, 


Cuando a > + œo, el primer término del segundo miembro tiende hacia 0 
“(en virtud del lema de Riemann-Lebesgue) y el segundo término tiende hacia 
ing(0 +). 

Nora. Si geR en [a, 3] para todo número positivo a < 3, es fácil de- 
mostrar que se satisface la condición de Dini siempre que g satisfaga una con- 
dición de Lipschitz «a la derecha» de 0; esto es, siempre que existan dos 
constantes positivas M y $ tales que 
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lg) — g(0+)1 < MP, para todo £ en (0, 8]. 


(Ver Ejercicio 15-18). En particular, la condición de Lipschitz es válida con 
$ = 1 siempre que g tenga derivada a la derecha de 0. Es interesante obser- 
var que existen funciones que satisfacen la condición de Dini y no, en cambio, 
la de Jordan, De la misma manera, hay funciones que satisfacen la condición 
de Jordan y no la de Dini. (Ver Ref. 15-19). 


15-9 Representación de las sumas parciales de una serie de Fourler por 
medio de integrales. 
15—16 Teorema. Supongamos que y € R en (0, 2r) y que f es periódica con 
periodo 27. Designemos por (sa) la sucesión de sumas parciales de la 
serie de Fourier generada por f, pongamos 


32) ES $ (az cos kx + basen kx)  (n=1,2, 
A 
Tenemos entonces la representación integral 


39) snif" etmy thenant Ny, 


Demostración. Los coeficientes de Fourier de / vienen dados por las in- 
tegrales de 16). Sustituyendo aquellas integrales en 32) se obtiene 


s =a f to fit $ ce atens ae ent) 
5 
1 YE. 1 
¿Profe 2 cos k(t — ajai f m Dalt — 2) de, 
donde Daft) representa la suma 
Di =P + $ cos 
A 


Ya que f y D, son ambas periódicas y de periodo 2x, podemos reemplazar 
el intervalo de integración por [x — x, + x]. y efectuar un cambio de 
variable para obtener 


Len 
so) -f mona f" Hæ + À) Dalh) de. 
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Utilizando la igualdad D,(— f) = D.(f), encontramos 
sto E UEFA pa 
o 


AED nga 


Pero, según la fórmula (12-12), es 


sen (2n + 1) 
ED i ymm (mentero), 

D2) = 
"+5 si t = mx (m entero). 


Con 1o cual queda demostrada 33). 


15-10 Teorema de localización de Riemann. La fórmula 33) nos dice que 
Ja serie de Fourier generada por / convergerá en un punto x si, y únicamente 


si, existe el siguiente límite: 
% PO TN 


en cuyo caso el valor de este límite será la suma de la serie, Esta integral es, 
en esencia, una integral de Dirichlet del tipo comentado en el párrafo anterior, 
salvo que sen £ aparece en el denominador en lugar de £. No obstante, el lema 
de Riemann-Lebesgue nos permite reemplazar sen £ por £ en 34) sin afectar 
ni la existencia ni el valor del límite. Con mayor precisión, el lema de Riemann- 


Lebesgue implica 


2 1 1 [1424/02 
O O emaa, 


debido a que la función F definida por la ecuación 


FM 


es continua en (0, 1/2). (El lector debería comprobar la continuidad en £ = 0.) 
Por consiguiente, el problema de la convergencia para las series de Fourier 
consiste en encontrar condiciones para f que garanticen la existen del límite 


siguiente: 
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w Pag AAA 

EN i iia 
Utilizando una vez más el lema de Riemann-Lebesgue, necesitamos tan sólo 
considerar el límite de 35) cuando la integral /3” se reemplaza por /3, siendo 
3 cualquier número positivo < 7/2, debido a que la integral /3” tiende hacia 0 
cuando » > eo, Por consiguiente podemos resumir los resultados del párrafo 
anterior en el teorema siguiente: 


15—17 Teorkma. Supongamos que f e R en [0, 2] y que f tiene período 2n. 
Entonces la serie de Fourier generada por | convergerá para un valor 
dado de x si, y únicamente si, para algún número positivo 8 <"/2 
existe el limite siguiente: 


Š Ha +2 + Hr — 24 sen + D y, 


fl A 
en cuyo caso el valor de este limite es la suma de la serie de Fourier, 


Este teorema se conoce con el nombre de teorema de localización de Rie- 
mann. Nos dice que la convergencia o divergencia de una serie de Fourier 
en un punto dado depende por completo del comportamiento de f en un 
entorno arbitrariamente pequeño de dicho punto. Esto constituye una sorpresa 
a la vista del hecho de que los coeficientes de la serie de Fourier dependen de 
los valores que la función alcanza en el intervalo completo (0, 2r). 


Nora. En el Teorema 15-17 la hipótesis / € R en (0, 2x] puede ser suavi- 
zada poniendo f e R*(0, 27). Las integrales de 16) que definen los coeficientes 
de Fourier existen todavía en esta hipótesis como integrales impropias ab- 
solutamente convergentes. Todo el análisis anterior puede repetirse como 
antes si aplicamos el lema de Riemann-Lebesgue en la forma dada en el Te 
rema 15-12, 


15-11 Condiciones suficientes para la convergencia de una serie de Fourier. 


15—18 Teorema. (Jordan). Supongamos que f e R*(0, 2x) y que f tiene pe- 
riodo 2m. Admitamos que existen un punto x y un intervalo [x — 3, 
x +8] en el cual f es de variación acotada. En estas condiciones la 
serie de Fourier generada por f converge para aquel valor de x hacia la 
suma [f(x +) + [(x—)]/2. Si, además j es continua en x, la serie 
converge hacia f(x). 


Demostración. Mantengamos x fijo y definamos g como sigue : 
j] 


site [0, 8/2). 
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Entonces g satisface la hipótesis del Teorema 15-14 y por lo tanto el límite 
de 36) existe y es igual a g(0 +). Esto demuestra el teorema, 


15—19 Teorema (Dini). Supongamos que f e R*(0, 27) y que f tiene periodo 
du. Supongamos que existen un punio x y un número positivo 8 < 1/2 
tales que existan los dos límites f(x +) y f(x —) y que las dos integrales 
impropias 

L (HO y £ 1018 y 
o+ t o+ d 


sean absolutamente convergentes. Entonces la serie de Fourier generada 
por | converge en aquel punto x hacia el valor [f(x +) + f(x — ))/2. 


Demostración. Mantengamos fijo x y definamos g en [0, 8] como sigue : 


PELETE 


Entonces g satisface la hipótesis del Teorema 15-15 y por lo tanto existe el 
límite 36) y es igual'a g(0 +). Esto demuestra el teorema. 


15-12 Sumabilidad Cesàro de las series de Fourier. La continuidad'de una 
función / no es una hipótesis muy fecunda cuando interviene en el estudio 
de la convergencia de la serie de Fourier generada por /. En 1873, pu Bors- 
RryxowD dio un ejemplo de una función, continua en todo el intervalo 
[0,21], cuya serie de Fourier no converge en un subconjunto no mumerable de 
(0, 2]. Aun hoy no se sabe si la continuidad de una función en (0, 21] im- 
plica siempre o no la convergencia de su serie de Fourier por lo menos en un 
punto del intervalo. Sin embargo, la continuidad es suficiente para establecer 
la sumabilidad Cesáro de la serie. A continuación se discutirá este resultado 
(debido a Fejér) y algunas de sus consecuencias, 

Ante todo nos proponemos obtener una representación integral de las me- 
dias aritméticas de las sumas parciales de una serie de Fourier. 


15—20 Teorema. Supongamos que fe R*(0, 27) ses | tiene período 2m. 
parcial 


Designemos por s, la suma n-ésima de la serie de Fourier ge- 
nerada por f y consideremos 
m sl E 


Entonces tenemos la representación integral 
38) aw) af enge- q (Eg 


Demostración. Si utilizamos la representación integral para s, dada en 33) 
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y formamos la suma que define 0.(+), obtenemos inmediatamente el resultado 
deseado en virtud de la fórmula 12-16). 


Nora. Si aplicamos el Teorema 15-20 a la función constante cuyo valor 
es 1 en cada punto encontramos 0,(+) = sa(+) = 1 para cada m y por lo tanto 
38) se convierte en 


39) ax), E 
Por consiguiente, dado un cierto s, podemos combinar 39) con 38) y escribir 


m a [m penpe a a) a 


Si podemos elegir un valor de s de modo que la integral del segundo miembro 
de 40) tienda hacia O cuando n — oo, resultará que o,(x) > s cuando n + oo, 
El teorema que sigue demuestra que basta tomar s = [f(x +) + (x — )]/2. 


15-21 Era (avión. Supongamos que 129, 2) y que Jones periodo 
Definamos una función s mediante la igualdad siguiente 


s) m im [+ 
Goi 7 i 


siempre que exista el límite. Entonces, para todo x en el que esté definida 
s(x), la serie de Fourier generada por f es sumable Cesáro y tiene como 
suma (C, 1) precisamente s(x). Esto es, tenemos 


41) o ola) = slo), 


donde (a) es la sucesión de medias aritméticas definidas por 37). Si, 
además, f es continua en un intervalo cerrado [a, b), la sucesión (05) 
converge uniformemente hacia f en lodo subintergalo [a', b') siendo 
alad <b <b 


Demostración. Consideremos g.(() = UE + 20 + Me 20) — slo) cuan 
do s(x) está definida. Entonces £.(() > 0 cuando £ > 0 +. Por consiguiente, 
dado e > 0, existe un 8 < x/2 tal que lg)! < /2 cuando 0 < £ < 8. (Ob- 
sérvese que 3 depende de x así como de e. Sin embargo, si f es continua en un 
intervalo cerrado (a, b), entonces f es uniformemente continua en (a, b) y 
existe un 3 que sirve para fodo x en (a, b]). Utilizando 39, tenemos 


lle 
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También se tiene 


T alsia nasi 


donde 7 = f3" |g.(f)| dt. (Nótese que la hipótesis / e R*(0, 2x) implica la con- 
vergencia de 5% [g.()| de en el caso de ser ésta una integral impropia.) Ahora, 
elijamos N de manera que 2//(Nx sen? 8) < de. Entonces n > N implica 


TAE Pez DE 


En otras palabras, 41) es válida. Cuando f es continua en [a, b), para todo 
subintervalo [a', b'] con a < a' < $ < b, existe un M tal que |g.(i)| < M para 
todo x en [a', b”) y todo £ suficientemente pequeño y podemos reemplazar 7 por 
M/2 en el razonamiento anterior. El N que resulta es entonces independiente 
de x y por lo tanto g => s = f uniformemente en [a',']. El teorema queda así 
demostrado, 


15-13 Consecuencias del teorema de Fejér. 


15—92 Teorema. Sea f una función continua en (0, 2x) y periódica de pe- 
riodo 27. Designemos por (su) la sucesión de las sumas parciales de 
la serie de Fourier generada por |, sea dicha serie 


42) 1694 + È (an cos mr + bu sen na). 
A 


Tenemos entonces : 


a) Lemnu 5 = f en todo intervalo (a, b). 


4 3 (al + 03) (fórmula de Parseval. 


m 
» if Vide = 
o 


a [me-t if (an cos nt + by sen mf) di. 
- Nora. La serie de c) converge para todo x, aun cuando la serie 42) diverja. 
La convergencia es uniforme en todo intervalo [a, 5]. 


Demostración. Aplicando la fórmula 20) del Teorema 15-5, poniendo 
tala) = on(x) = (1/m) Eizisulx), obtenemos la desigualdad 


43) E ES 7 Ua) — ona)? dx. 
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Pero, ya que o, > f uniformemente en [0, 27], se deduce que Le... 0 = f 

en [0, 2x] y 43) implica a). (El resultado es legítimo para todo intervalo 

[a, b] debido a la periodicidad.) La parte b) se deduce de a) en virtud del 

Teorema 15-6. Por último, la parte c) también se obtiene de a), por el Teorema 

13-19. 

15—23 Teorema (Teorema de aproximación de Weierstrass). Sea f una fun- 
ción real continua en un intervalo cerrado [a, b). Dado cualquier e > 0, 
existen un polinomio p (que puede depender de e) tal que 

44) Ia) — pl) <e para todo x en [a, b). 


Nora. Este teorema se expresa diciendo que toda función continua puede 
ser «aproximada uniformemente» por un polinomio. 

Demostración. Si t € [0, T), consideremos gl) = fía + tb — a)/x]; si en 
cambio £ e [, 2], tomemos g(() = ffa + (2 = — f(b — a)jx) y definimos g 
fuera de [0, 2 x) de modo que tenga período 2 x. Para el e dado en el enunciado 
del teorema, podemos aplicar el teorema de Fejér y encontrar una función a 
definida por una ecuación de la forma 


x 

eli) = Aa + Y (Aicos kt + Ba sen ki) 

sa 

de manera que [g(/) — a(f)| < e/2 para todo £ en [0, 2]. (Obsérvese que N, 
y por lo tanto a, dependen de e.) Puesto que ø es una suma finita de funciones 
trigonométricas, da origen a un desarrollo en serie de potencias en un entorno 
del origen que converge uniformemente en todo intervalo finito. Las sumas 
parciales de este desarrollo en serie de potencias constituyen una sucesión 
de polinomios, llamémosla (Pa), de modo que $, > a uniformemente en [0, 25]. 
En consecuencia, para el mismo e, existe un m tal que 


lnl) — o) <$, para todo £ en (0, 27). 


Por consiguiente tenemos 
45) Ipuli) — ell <e para todo ¢ en (0, 27). 
Definamos ahora el polinomio $ mediante la fórmula p(x) = Pa[2n(x — a)/(b — 
— a)]. La desigualdad 45) se convierte en la 44) cuando ponemos t = 27(x — 
— a)|(b — a). 

15-14 Otras formas de series de Fourier. Utilizando las fórmulas 2 cos mx = 
= et y emt y Di sen nx = e*t — e-t, la serie de Fourier generada por f 
puede expresarse en función de exponenciales complejas como sigue : 
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lamit È osn + baseman = $ È teme + pumn, 


donde a= ( 
podemos escribir la forma exponenci 


¡an — 16,)/2 y Pn = (än + 1b,)/2. Si ponemos ag = ag Y a-n = Bm 
jal más brevemente así: 


Las fórmulas 16) para los coeficientes son ahora 


al rta 01,42 


Si / tiene período 2x, el intervalo de integración puede reemplazarse por cual- 
quier otro intervalo de longitud 2x. 
Con mayor generalidad, si / e R en (0, $] y f tiene período p, escribimos 


Banz Rana) 


PE” 
16) pao 7 tha 


para indicar que los coeficientes vienen dados por las fórmulas 
2 arnt 
an+ HEO ler Ti 


2 2mm 
tami f nunta (n=0,1,2, 


En forma exponencial podemos escribir 


donde * 
a 
a-f Nomra, in, EL, 4% 00 
Todos los teoremas de convergencia para series de Fourier de período 27 
pueden también aplicarse al caso de un período cualquiera p efectuando un 
cambio de escala conveniente. 


15-15 Teorema de la integral de Fourier. La hipótesis de la periodicidad, 
que aparece en todos los teoremas de convergencia relativos a las series de 
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Fourier, no es una restricción tan severa como a primera vista puede parecer. 
Si una función está inicialmente definida en un intervalo finito, por ejemplo 
[a, b], siempre podemos extender la definición de / al exterior de [a, b] im- 
poniendo una cierta condición de periodicidad. Por ejemplo, si f(a) = (5), 
podemos definir / en todo el intervalo (— «o, + e) exigiendo que la igualdad 
{le + $) = flx) sea válida para todo x, siendo $ = b — a. (La condición 
Hla) = [(0) siempre puede considerarse, pues si es necesario se cambia el valor 
de en uno de los extremos. Esto no afecta a la existencia ni a los valores de 
las integrales que se usan en el cálculo de los coeficientes de Fourier de f). 
No obstante, si la función dada está ya definida en todo el intervalo (— co, 
+ œ) y no es periódica, no cabe entonces esperar conseguir una serie de 
Fourier que represente la función en todo el intervalo (— eo, + o). Sin 
embargo, en tal caso la función puede ser representada algunas veces por una 
integral infinita mejor que por una serie. Estas integrales, en muchos as- 
pectos análogas a las series de Fourier, son las integrales de Fourier, y el 
teorema que proporciona las condiciones suficientes para representar una 
función por medio de una de esas integrales se conoce con el nombre de teore- 
ma de la integral de Fourier. Losinstrumentos básicos que se usan en la teoría 
son, como en el caso de las series de Fourier, las integrales de Dirichlet y el 
lema de Riemann-Lebesgue. 


15—24 Teorema. (Teorema de la integral de Fourier). Supongamos que 
"e R*(— œ, + co). Supongamos que existen un punto x en E, y un 
entorno de x [x— 3, x + 3)] de manera que o bien 


a) | es de variación acotada en [z — 8, x +3), 
o 
b) existen los dos limites f(x +) y f (x — ) y las dos integrales impropias 


J leth- tetu y E 01) y 
Jos , los T 


son absolutamente convergentes. 
Entonces tenemos la fórmula 


m SA A av 
Demostración. El primer paso de la demostración consiste en establecer 
la siguiente fórmula: 


e ta if profa EI, 


erie a), 
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A tal fin escribimos 


Cuando a > + co, la primera de las cuatro integrales del segundo miembro 
tiende hacia 0, en virtud del lema de Riemann-Lebesgue. En la tercera inte- 
gral podemos aplicar el Teorema 15—14 o bien el Teorema 15-15 (según se 
verifique a) o b)) y se obtiene 


E 


Análogamente, tenemos 


f Hen 


Asi pues, hemos establecido 47). Si hacemos un cambio de variable, logramos 
Aa -J 1 A a, 


pal 


al cuando a > + 00, 


sen at 
J 


y si vtilizamos la fórmula elemental 
a a unta o 
la 
la relación 47) se convierte en 


4s) im S OTE a a 
ia PL 


arta T, 


Pero la fórmula que queremos demostrar no es otra que 48) con el orden de 
integración invertido. A causa de las hipótesis más bien débiles que hemos 
impuesto a f, hay que tener la precaución de demostrar que tal inversión 
es legítima. El problema con el que nos enfrentamos consiste en justificar 
la igualdad 


FU. A f [[riocossta—0 4 e 


para todo a >0. La hipótesis fe R*(— «o, + œ) significa que, para cada 
a > 0, existe la integral /3 /(u) du bien como una integral propia de Riemann 
o bien como una suma finita de integrales impropias de Riemann absoluta- 
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mente convergentes. Si /$ f(u) du es una integral propia de Riemann, la fór- 
mula 49) es inmediata según el Teorema 14-26 (en la forma dada por la fórmula 
(14-19)]. Queda por demostrar que 49) es aún válida cuando /5 f(u) du es una 
suma finita de integrales impropias. Para simplificar, supongamos que 


s 
Í flu) du = lim k Hoi) du, 
lo ar do 


donde /$ f(u) du es una integral propia de Riemann para cada f < a. Enton- 
ces 49) es válida reemplazando a por £, y tan sólo tenemos que demostrar que 


Í. [[ cna 0 ae] ae 
-f [B eena ES 


Consideremos g(8) = /7..[/% f(u) cos v(u — x) dv] du si 0 < $ < a. Entonces, 
para cada $ < a, tenemos 


Isla) — el sf. | £ cos ofu — s) do| du 
Magi | 
<l- af. lu)! du. 


Como la integral /”..|/(u)| du es finita (por hipótesis), vemos que £(8) -» g(a) 
cuando $ > a —. Es decir, 50) es válida. Los casos restantes se estudian 
análogamente y el teorema queda demostrado, 


00) 


15-16 Forma exponencial del teorema de la integral de Fourier. 


15—25 Teorema. Si f satisface las hipótesis del teorema de la integral de 
Fourier y si, además, la integral Su lfíx +1) — f(x — 0) I/t dt es con- 
vergente, tenemos entonces 


A) enteo ¿LIE A 


Demostración. Consideremos F(v) = 
F(u) = F(— 1) y, por tanto, S2.. F(v) dv 
consiguiente la 46) se transforma en 


s) a Fija 


52. Hu) cos v(u — x) du. Entonces 
7 F (— 1) dv = $5 Flo) de. Por 
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Ef [/ A la 


Definamos ahora G en (— e», + 0») mediante la igualdad 
Gio) = f. 100 sen vlu — x) du. 
Se trata de probar que las dos integrales /3G(0) dv y /?... G(v) dv convergen 


y que su suma es cero. El mismo razonamiento utilizado para demostrar 49) 
nos prueba también que 


a» [of [[ romana 


para todo a >0. Con la fórmula elemental 


fran 
lo 


la igualdad 53) se convierte en 
[osf 1609 RA du = 

Según el Teorema 15-13, encontramos 

E f mentata -[ 16407 10=0a, 


at 


MA 


ya que la integral del segundo miembro es absolutamente convergente (por 
hipótesis). La existencia del límite en esta igualdad demuestra que la integral 
E Glo) does convergente. Puesto que /?..G(0) de = S3 G(—v) de = — S3 Go) dv, 
la integral /?...G(v) de también es convergente y su valor es — fọ G(v) do. 
Esto demuestra que J*.. G(s) dr = 0. Combinando este resultado con 52), 
encontramos 


entei. i J (Eto) + iGto)) de. 


Esta es la fórmula 51). 


Nora. La hipótesis de que /Z., LAA rele Ed cotas San llo 
se utilizó para probar la convergencia de /7G(») dv. Es importante poner 
de manifiesto que el valor principal de Cauchy de /2.. G(o) do existe sin esta 
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hipótesis. En efecto, tenemos /*,G(v) de =0 para todo a, ya que G es una 
función impar y por tanto lim,» /*..G(v) dv = 0. Por consiguiente, la 
igualdad 51) es aun válida en la hipótesis del teorema de la integral de Fourier 
con tal que interpretemos la integral externa de 51) como un valor princi- 
pal de Cauchy. En otras palabras, con las hipótesis del teorema de la integral 


de Fourier tenemos 

wo E a f [S ea a 

Se debe observar además que el valor de la integral 54) no cambia cuando v 
se reemplaza por — v en el integrando. 


15-17 Transtormadas integrales, Gran número de importantes funciones 
del análisis pueden expresarse como integrales impropias de la forma. 


s8) to) = JA Kla, y)/(a) dx. 


Una función g definida por una ecuación de este tipo (en la que y puede ser 
zeal o compleja) se llama una transformada integral de f. La función K que 
aparece en el integrando se denomina el múcleo de la transformada. 

Las transformadas integrales se utilizan ampliamente en matemáticas puras 
y aplicadas. Son especialmente útiles en la resolución de ciertos problemas 
de contorno y de ciertos tipos de ecuaciones integrales. Algunas de las trans- 
formadas más corrientemente usadas son las siguientes : 


Transformada exponencial de Pourier: /— «—w/(xjdx. 


Transformada coseno de Fourier; f cos ay /(a) de. 
h 


Transformada seno de Fourier : f sen xy f(x) de. 
í 
suia e 
i 
Transformada de Mellin : J 0-3 f(x) de. 
i 


Ya que e747 = cos xy — i sen xy, las transformadas seno y coseno son 
meros casos particulares de la transformada exponencial de Fourier en la cual 
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la función f se anula en el eje real negativo. Asimismo la transformada de La- 
place está relacionada con la transformada exponencial de Fourier. Si consi- 
deramos un valor complejo de y, por ejemplo y = w + iv, donde u y v son 
reales, podemos escribir 


Perras S ina) de -f mg de, 

A lo o 

donde g(x) = e-™f(x). Luego la transformada de Laplace puede considerarse 
como un caso particular de la transformada exponencial de Fourier. 


Nora. Una ecuación como la 55) se escribe algunas veces más brevemente 
en la forma g = K(f) o g = Kf, donde K representa el «operador » que con- 
vierte / en g. Ya que la integración está involucrada en esa ecuación, el ope- 
tador K se designa con el nombre de operador integral. Es evidente que K 
es también un operador lineal. Esto es, K(af + ayi) = 0,Kf + aKfy si 
a, y 4, son constantes. El operador definido por la transformada de Fourier 
frecuentemente se representa por F y el definido por la transformada de La- 
place por L. : 

La forma exponencial del teorema de la integral de Fourier puede expre- 
sarse en función de transformadas de Fourier como sigue. Designemos por 
g la transformada de Fourier de f, o sea 


50) w= f. Moe ae 
Entonces, en los puntos de continuidad de /, la fórmula 51) se convierte en 
5) 10) > af. gije du 


y esta se llama la fórmula de inversión para la transformada de Fourier. Ella 
nos dice que una función continua / que satisface las condiciones del Teorema 
15-25 está determinada en forma única por su transformada de Fourier g. 


Nora. Si F representa el operador definido por 56), es costumbre repre- 
sentar por F-1 el operador definido por 57). Las ecuaciones 56) y 57) pueden 
expresarse simbólicamente escribiendo g= Ff y /= F-!g. Hablando en 
forma poco rigurosa, la fórmula de inversión nos indica la manera de «resolver» 
la ecuación g= Ff respecto a f en función de g. 

Antes de seguir adelante en el estudio de las transformadas de Fourier, 
tenemos que introducir un nuevo concepto, la convolución de dos funciones. 
Esta puede interpretarse como una transformada integral de tipo especial 
en la que el núcleo K(x, y) depende únicamente de la diferencia x — y. 
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15-18 Convoluciones 


15—26 Derwwición. Dadas dos funciones f y g, ambas absolutamente inte- 
grables en (— co, + oo), designemos for S el conjunto de valores de x 
para los cuales la integral impropia 


w Maf” 1000-04 


converge. Esta integral define en S una función h llamada la convolución 
de | y g. Para designar esta función también escribimos h = f o g. 
Nora. Es fácil ver (por un cambio de variable) que feg = gef siempre 
que Ja integral converge. 
Se presenta un caso particular importante cuando ambas funciones / y g 
se anulan en el eje real negativo. En este caso, g(x — f) = 0 si t > x, y la 
58) se transforma en 


50) Ha J MORO de. 
lo 


En este caso, es evidente que la convolución estará definida en cada punto 
de un intervalo (a, b] si / y g son ambas propiamente integrables-Riemann 
en [a, b]. No obstante, no hay seguridad de que eso ocurra si suponemos tan 
sólo que / y g son absolutamente integrables en (a, b}. Por ejemplo, considere- 
mos 

1 
vi- 


y tomemos f(() = g(() = Osi £ <0 o si £ > 1. Entonces f tiene una disconti- 
nuidad en £ = 0. Sin embargo, la integral impropia /%« [() dt = f4 tP de con- 
verge. Análogamente, la integral impropia 0 d = A (1 ha dt 
converge, a pesar de que g tiene una discontinuidad infinita en £= 1. No 
obstante, cuando formamos la integral de convolución de 58) correspondiente 
a x= 1, encontramos 


[. mm-yaaf'ma 


Obsérvese que las dos discontinuidades de f y g se han «reunido» en una 
discontinuidad de tal naturaleza que la integral de convolución diverge. 
Este ejemplo demuestra que pueden existir ciertos puntos sobre el eje real 
en los que la integral 58) no exista, aun cuando las funciones / y g sean ambas 
absolutamente integrables en (— æ, -+ <). Consideremos tales puntos 
como «singularidades» de +. Es fácil demostrar que tales singularidades no 


.  s0<I<k, 


m-ġ 7 w- 
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pueden presentarse a menos que ambas funciones f y g tengan discontinuidades 
infinitas. Con mayor precisión, tenemos el teorema siguiente : 


15—27 Teorema. Si feR*(— 00, + o) y goRY— o, + o), y si una 
de las dos funciones f o g está acolada en (— co, + o), entonces la 
integral de convolución SX» ¡(O glx — 1) dt converge absolutamente para 
todo x en Ey. 

Demostración. Ya que feg = gef, basta considerar el caso en el que / está 
acotada. Supongamos [f(f)| < M para todo t en E,. Entonces, para todo in- 
tervalo finito (a, b) en el cual existe la integral £ g((dí como una integral 
propia de Riemann, también existe 2g(0/(x — f) dt, y tenemos 


> 
[amos fenasa f wma 


La conclusión es ahora una sencilla consecuencia de los criterios de conver- 
gencia dados en los Teoremas 14—2 y 14—12. 


Otra condición suficiente para la existencia de la convolución puede for- 
mularse como sigue : 

15—28 Teorema. Si fe Re— o, + o) y g e R*(— o, + oc) y si las dos 

integrales 5%. [HOP dt e f2. |g]? de convergen, la integral de convo- 

lución f°. f(g(x — 1) de converge absolutamente para todo x de Ey. 


Demostración. Si (H) glx— 1) dt existe, podemos aplicar la desigualdad 
de Cauchy-Sehwarz para obtener 


3 p > 
(f roe- na) s/ vara ig — apa 
sf" wora f lett de, 


La conclusión es una sencilla consecuencia de estas desigualdades. 


En el siguiente teorema se consideran otras propiedades de la convolución. 
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15—29 TEOREMA. Sean f y g dos funciones absolutamente integrables en (— 00, 
+ co) y supongamos que se satisface una de las dos condiciones si- 
guientes : 


1) una por lo menos de las dos funciones f o g está acotada en (— œ, 
+e), 


bie 
TI) Jas integrales [JU de e [Ea IglO de son ambas convergentes, 


Existe entonces la integral de convolución h (x) = [2 „(Oel — dt para 
todo x real y goza de las propiedades siguientes 


a) h está acotada en (— œ, + 00), 

b) [2 /(Og(x — fdt converge uniformemente en | — æ, + 00), 

c) K es continua y h e R* (— co, + <) si una de las funciones 
fo ges continua en (— ==, + 02). 


Demostración. Cada una de las condiciones 1) y 11) asegura la convergencia 
absoluta, para todo x real, de la integral que define A(x). Si se satisface 1), po- 
demos suponer que / está acotada, y escribamos |/(()] < M para todo t. Para 
establecer las propiedades a) y b) en este caso utilizaremos la desigualdad 


60) fonemas f ena 


que es válida para todo intervalo (a, b) en el que g e R. 

Es fácil ver que esta desigualdad también subsiste cuando las integrales 
son impropias (de primera o de segunda especie o de tipo mixto). Puesto que 
Beld < e 181, la desigualdad 60) implica que h está acotada en 
(— =, + 02). Lo cual demuestra que la parte a) es consecuencia de 1). 

Asimismo la desigualdad 60) nos permite deducir b). Por ejemplo, para todo 
e> 0 existe un B> 0 tal que > 4 > B implica (g(ó)ldt < e/M. Para el 
mismo B, 60) nos da fig(0/(x — Ndi < e para todo x, y esto establece la 
convergencia uniforme de las integrales impropias de la forma /7/(Qg(x — fdt. 
Mediante un razonamiento parecido conseguiremos justificar la convergencia 
uniforme de las integrales impropias de segunda especie con lo cual queda 
probado que 1) implica b). Cuando se satisface la hipótesis T1), el razonamiento 
para demostrar a) y b) es esencialmente el mismo salvo que en lugar de 60) 
utilizamos la desigualdad de Cauchy-Sehwarz, como hicimos en la demostración 
dël Teorema 15—28. 

Para demostrar la parte c) hacemos uso de la parte b) y aplicamos el Teo- 
tema 14—22 y su análogo para las integrales impropias de segunda especie. 
Supongamos que f es continua en (— œ, + æ). Puesto que la integral para 
h(x) converge uniformemente en todo intervalo finito (a, b), se deduce que h es 
continua en todo [a, 5] y por consiguiente en (— ee, + 02). 
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Queda por demostrar que h e R'(— <, -+ <=). Podemos suponer que / y g 
son ambas no negativas, ya que únicamente interesa aquí la convergencia ab- 
soluta, También es entonces h no negativa. Elegimos un intervalo finito (a, b). 
Según la discusión que sigue al Teorema 14—26 podemos escribir 


CON m| f'e- nau 
-[. nl jiä “naaf maf RLA 


El criterio de convergencia del Teorema 14—2 establece la existencia de 
(E. hajd. 


15—19 Teorema de convolución para transformadas de Fourier, En el Teo- 
rema que sigue se pone de manifiesto la importancia de las convoluciones en la 
teoría de las transformadas de Fourier. 


15—30 Tuorsma. Sean fy g dos funciones absolutamente inlegrables en (— co, 
+ co) y supongamos que se satisface una de las hipótesis 1) o 11) del 
Teorema 15—29. Designemos por h la convolución h = jeg, y supon- 
gamos que por lo menos una de las dos funciones f o g es continua en 
(E es, + c). Entonces para todo u real tenemos 


o) [roelf nma) (f owe ay). 


NOTA. En notación simbólica, (62) puede escribirse así: 
OS 


En otras palabras, la transformada de Fourier de la convolución fag es el 
producto de las transformadas F(/) y F(g). 


Demostración. En virtud del Teorema 15—29, h es acotada y absoluta- 
mente integrable en, (— es, + œ). Consideremos cualquier intervalo finito 
[a, b). Razonando como en la demostración de 61), tenemos 


0) ji Majeste dz = f. sol, f eienaar 


Considerando que h-» + co, encontramos 


A wf A 
Lal 


Admitamos, por el momento, que podemos invertir la operación del paso 
al límite con la integración en el segundo miembro de 64). Entonces obtenemos 


e) 


TRANSFORMADA DE LAPLACE m 


TO EA 


Si, ahora, consideramos que a > — os € invertimos otra vez el paso al 
límite con la integración, obtenemos 


60) f a Majeria de = f. nl E k aja 


El cambio de variable y.— x — t en la integral interior del segundo miembro 
de 60) da origen a la igualdad 62). 

Por consiguiente, para completar la demostración quedan por justificar las 
inversiones del paso al límite con la integración que hemos admitido para 
pasar de 64) a 65) y de 65) a 68). Los dos pasos son completamente análogos, 
con lo que sólo trataremos el primero. El problema aquí es justificar la relación 


AS KOIG oq es 
>. 


© = T. 10% [ E rgia) o Ju 


Escribiendo a(x) = /£/(u)do, F(x, y) = e= gly — x), y G(x, f) = fs F(x, y) dy, 
la relación anterior se convierte en 


6n) 3 wf G(x, 5) dale) -f s lim, Gle, 8) dafa). 


La forma de esta igualdad es la de la 26) del Teorema 14—28, y para de- 
ducir la 67) tan solo necesitamos verificar que se satisfacen las hipótesis a), b) 
y c) del Teorema 14—28. La hipótesis a) exige la convergencia uniforme de la 


integral 
f Gir dato) | 10 JE eo o—a |e 


en [a, + co). Esto resulta de la desigualdad 60) en el caso 1) yde la desigualdad 
de Cauchy-Schwarz en el caso 11). Análogamente se verifican las hipótesis b) 
y c) del Teorema 14—28 lo cual completa la demostración. 

15-20 Transformada de Laplace. Si / es una función real definida en 
(— c, + 00) tal que (f) = 0 para £ < 0, la función F definida por la ecuación 


o ra- [a 


se Iama la transformada de Laplace de f, también designada por L(f) o Lf. 
Aquí z es un número complejo, z = x + iy, y F(z) está definida para aquellos 
valores de z en el plano complejo para los cuales converge la integral. Veremos 
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inmediatamente que el conjunto de tales z es un semi-plano, esto es, un con- 
junto de la forma {x + iy|x > a). Como 


f oa Elo de, 
lo -e 


donde g(t) = e7" [((), vemos que para cada x fijo la transformada de Laplace 
es lo mismo que la transformada de Fourier de $,. Este hecho es útil al desa- 
trollar alguna de las propiedades de la transformada de Laplace, Por ejemplo, 
el lector puede fácilmente comprobar que el teorema de convolución para 
transformadas de Fourier, cuando se establece en función de transformadas 
de Laplace, da origen a la fórmula 

o) Lieg) = L (N - Lie) 

(ver Ejercicio 15-29), en la que ahora la convolución feg está dada por la 
integral 

10) Hoa) = f Noea- gat. 


Siempre que pensamos en la transformada de Laplace de 68) considerán- 
dola como una transformada de Fourier, en realidad estamos imponiendo 
una restricción al número complejo z, la de permanecer sobre una recta ver- 
tical fija. Es más natural estudiar la transformada de Laplace como una fun- 
ción de una variable compleja «no restringida », y éste es el punto de vista 
que adoptaremos en lo que queda de este capítulo, 

Nora. Para simplificar, limitaremos nuestro estudio de las transformadas 
de Laplace a funciones f que satisfagan las siguientes restricciones : 

a) f€ R en todo intervalo finito. 

b) Existen constantes positivas M, a, ty, tales que 
m MOIS Me, para todo £> te 

Bajo estas restricciones, la integral de 68) converge absolutamente para 
cada z = x + ¡y que tenga la parte real x > a, En efecto, cuando x > a, 
tenemos 

LEO] = NNI S Mei 
siempre que £ > fẹ. Como fge-™-* dt converge, se deduce que 


Penja 


converge absolutamente cuando x > a. 

15—31 Teorema. Supongamos que la integral f3 e- j(f) dt es convergente 
para z= 3 = to + iy. Para cada K >O definamos el sector S(K) 
con vértice 2, como el conjunto 
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sm =fr + iir > a222] <x}. 
Entonces la integral 53 e"*(0) de converge uniformemente en S(K). 


Demostración. Definamos $ mediante la ecuación. 


19) Ba = f ej dt — f ega, six 0. 
lo 
Según el Teorema 9-36, podemos escribir 


1) Í "a di [ a. 
lo 


La igualdad 73) es válida para todo complejo z y para todo x > 0. Observe- 
mos que fa) > O cuando x -» + co. Por consiguiente, dado e > 0, podemos 
elegir f de manera que 

14) IBN <<, para todo £ > fp 

siendo ¢' =Je/(1 + V1.+ K’). A la vista de 73), el teorema quedará pro- 
bado si podemos demostrar que f > f > f implica 


a 
15 | 


Para ello utilizamos el método de integración por partes y obtenemos 


£ 


Cuando ze S(K), tenemos x >x, y por tanto jet] = etmsk < 1, 
Utilizando esta desigualdad en unión de 74), obtenemos 


MMAM | <e para todo z en SR). 


ll Apir) EUA) — EUA) 


+ e- r ena 
a 


n | 
| [ ioa] ser ete si 


<e (14 551) = sea + seo, 


donde ð = arg (z — z). (Ver Fig. 15-2.) Ya quesec ô = y/1 F tg® < VIFK? 
tenemos 2e'(1 + sec 6) < 2'(1 + y/1 + K’) < e. Esto demuestra 75). 
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Como quiera que todo punto del semi- 

plano x > xp está situado dentro de 

algún sector S(K) con vértice en xy, po- 
demos enunciar el siguiente corolario de 

Teorema 15-31: 

15—32 Teorema. Si la integral e~ [le 
converge para z = 20 = ta + Y 
también converge para cada z= x + 
+ iy en el semiplano x > žy. 

Nora. La convergencia puede ser o 
no uniforme en el semiplano x > xe 

Asimismo, la integral puede o no ser 

convergente en los puntos de la recta x = x distintos del 2 


El inf. del conjunto de todos los xy tales que 3 e“ (1) dí converge para 
2 = t + iyo se llama la abscisa de convergencia de la integral y se representa 
por o(f). [La abscisa puede ser — co, pero no puede ser + œ debido a la res- 
tricción 71)]. El semiplano x > 0(/) se llama semiplano de convergencia de la 
integral. 


15—33 Trorema. Designemos por o(/) la abscisa de convergencia de la integral 


Fi) = Jg m*ho de. 


Para cada z= x + iy con x > olf), existe la derivada F'(z) y viene 
dada por la integral 


" ro=-[ ma 


La integral de 76) converge uniformemente en todo sector S(K) interior 
al semiplano x > olf). 


Nora. La aplicación reiterada de este teorema nos dice que F tiene de- 
rivadas de cualquier orden y que vienen dadas por la fórmula 


Pig. 152. El sector S(K) con vértice en 3y- 


m Pià = (— w/ ennas 
h 


si z pertenece al semiplano de convergencia. 
Demostración. Primero, establecemos la convergencia de la integral 76) en 
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el semiplano x > o(f). Para hacerlo, consideremos zp = xo + iyọ donde 
xo > olf), definamos 8 por medio de 72), y apliquemos el Teorema 9-36 para 


escribir 
l 


T 
= Te- t-17 B(T) — f BIO dtte- 
lo 


"i 
78) 


T 
wT AT) — f plo ar 
lo 


r 
te-a f AO di. 
h 


La función f está acotada, pongamos [B()| S M si £ >0. Si z= x + iy, 
siendo x > Xy podemos elegir 4 > 0 de manera que xy < xo +A < x. En- 
tonces, para £> 0, tenemos 


UIMP] < Miel < Mie, 


y el criterio M de Weierstrass nos dice que la integral /5 e"“="YB() de 
converge (en realidad, converge uniformemente en el semiplano x > xy + }). 
Cuando T + + co en 78), cada término del segundo miembro tiende hacia 
un límite y esto establece la convergencia de la integral de 76) siempre que 
x > xo. Pero, ya que xẹ Sólo está sujeto a la restricción xy > 0(/), se deduce 
que esa integral converge para cada z en el semiplano x > o((). Aplicando 
el Teorema 15-31 a esa integral, encontramos que converge uniformemente 
en todo sector S(K) interior a este semiplano. 

Para probar la existencia de la derivada F'(:) y la validez de 76), escri- 
bimos F(z) = u(x, y) + iv(x, y), donde 


wane f royna. n=- ett sen ty ff) de. 
do 


También podemos escribir — /§ e*t [() dt = U(x, y) + ¿V(x, y), donde 


U(r, y) = f tett costy f(f) dt, V(r, y) te=" sen ty ff) de. 
o 


Según lo que acabamos de demostrar, las integrales para U y V convergen 
uniformemente en todo sector S(K) interior al semiplano x > alf). Por otra 
parte, esas integrales son también el resultado de la diferenciación bajo el 
signo integral (con respecto a x) de las integrales para u y v. Luego, según el 
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teorema 14-24, debe ser U = D;u y V = Dv. Análogamente, V “y 
U = Dy». De esto se deduce que Du = D¿y y Diu = — Do. En otras pala- 
bras, w y v satisfacen las igualdades de Cauchy-Riemann en todo el semiplano 
x > o(f). Puesto que las derivadas parciales (siendo iguales a U y V) son 
continuas (según el Teorema 14-29), se deduce del Teorema 6-25 que existe 
la derivada F'(a) para cada z en este semiplano. Además, según el Teorema 
6-24, tenemos 


F(a) = Du(x,y) + i Dila, y) = Ula, Y) + il, y) 


~-f eroa 
o 


Y con esto queda demostrado el teorema. 
15-21 Fórmula de inversión para transformadas de Laplace. 
15—34 Teorema. Sea c un número positivo tal que la integral 


Fl) -f empo de 


converge absolutamente para cada z= x + iy siendo x > c. Sea t un 
punto en el cual f satisface una de las condiciones «locales » a) o b) 
del teorema de la integral de Fourier (Teorema 15-24). Entonces, para 
cada a > c, tenemos 


A [EETA] A duti Ea 


iv) de. 


Nora. La integral del segundo miembro puede expresarse como una in- 
tegral de contorno tomada a lo largo de un segmento rectilíneo que une a — iT 
con a + iT, en cuyo caso 79) se escribe así: 


MAN) A 
80) $ 


art 
lim Fla) de 


rta Jair 
Algunas veces se usa el símbolo (2*=/ como una abreviación de limpe (t7. 

Demostración, Consideremos g() = e ($) si t> 0, g) =0 si 1<0. 
Podemos entonces aplicar la fórmula 54) con lo que obtenemos 


a [o [/ ener ja 


Fura]. 
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Cuando esta fórmula se escribe en función de f, se convierte en 


UHN A im f so de ceso an an, 
2 E, 


que coincide con 79). 
En el Capítulo 16 se da aún otra discusión de esta fórmula. (Ver Teore- 
ma 16-21). 


Ejercicios 
Sistemas ortonormales. 


aih Pine hagati de iini Y + S Ali parti dela de- 
bss Comprobar que el sistema trigonométrico 6) es ortonormal en [0, 27]. 

15-3, Demostrar, qu el mitado de Gram Schmidt pare los estr (re ico 
a a S A 

15-4. Six CE, y n= 1, 2, +=: , consideremos fala) = (3t — 1)" y definamos 


E TOS 
Ey evidente que $, es un polinomio. Se llama el polinomio de Legendre de orden n. Los 
Cuatro primeros son 


COREA $e) = 94 
dela) = jm 2, dela) = Yn +2 


Deducir las siguientes propiedades de los polinomios de Legendre : 
a) g'ala) = + Mba (a). 
A +E eta 
c) (n + Ménsalo) = (2n + 1)xba(x) — néal). 
d) $n satisface la ecuación diferencial [(1 — My] + n(n + 1)y = 0. 
e) (1—1) Ala) [mim + 1) —m(x + Juls) hals) = 0, donde A = fa'm 
A) El conjunto (hu du dy ++.) es ortogonal en [— 1, 1). 


a AA 
8 L al, Hrs, 


siy 
yoon 
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) ortonormal en (a, b] y que este conjunto 


Amobals) (x) ¡-0nbn(x), perteneciendo 
A o indican: 


y- a 
Sir aijon Ti Florin 
2a Species mete E periodo 2x. Dem k 
sena de DORE gouertda por 7 adopta Ts Suite ori particulares Dojo las Gondi- 

na? 
a) Si f(— +) = f(x) cuando 0 < x < x, entonces 


de o 


Mayit Š ascosne, siendo an 2 [mesmas 
pl h 
D) SE H= a) = — fin) cuando 0 < x < =, entonces 


la~ Š basenar, siendo mif ELT. 
A 


Ejercicios del 15-7 al 15-13, demostrar la validez de cada desarrollo en el in- 
tervalo indicado. Sugerencia : Utilizar el Ejercicio 15-6 y el Teorema 12-22 c) cuando 


so<r<tn 
socsr<o 
15-8. socre 
sossen 


sioa<r<m 


s-aSr<m 


si0<x<2m 


si0<r<z 


si0<r<r 


EJERCICIOS am 


$ irsenar 


15-12, a) xcosx=—¿senx +2 Y C 


n<r<m 


b) rsen=1- josz- El 


15-13. a) dun | -102 - $ $ 


12(2n + 1)! § sen 2h 
a Y 


Bangla) = 


(B, se llama la función de Bernoulli de orden n). Demostrar que: 
a) Bla) = x — [x] — } si x no es entero. ([x] es el mayor entero < x.) 
b) 54 Bula) dx = O sin 21 y Bala) = nnii) si n > 2 


Bala) = Pals) si 0 1, siendo P, el n-ésimo polinomio de Bernoulli. (Ver el 
me LAS Hada la Geiición de P, Pa) en pis 


a 


a) Bale) 


15-15. a) Demostrar que la fórmula de Parseval para series de Fourier ofrece el as- 
petto alguna 


a J 1 de 


b) Utilizar una serie de Fourier adecuada en unión de la fórmula de Parseval para 
demostrar que 


q. 


E 
# 


15-16. Sea / una función de periodo 2x cuyos valores en [— x, =) son 


480 SERIES DE FOURIER E INTEGRALES DE FOURIER 


i =1 si0<x<x (M=-1 si-r<r<o 
M =0 dx=00x=x 
a) Demostrar que fi) = $ $ ERr 1E, para todo x. 


ate es un ejemplo de un tipo de series, de Fourier que tienen una curiosa 
llamada fes de Gibbs. Este ejercicio está pensado para ilustrar este 
En lo que sigue, su(s) representa la mésima suma parcial de la serie de la parte aj- 


1) Demostrar questo = E [2020 a 
E A Demos a in 16: n). Są tiene máximos locales en x, %5, - a y mínimos 
locales en Xy Xu i>, Mpap Siendo Xa = jmrjn (m= 1, $, o, 2n = 1). 
d) Demostrar que sa(} x/n) es el mayor de los números 
Salt) (m=1,2,..., 2n — 1.) 


e) Interpretar sa() 1/n) como una suma de Riemann y probar que 


El valor del limite de la 


el fenómeno de 


o. En: denle ue a m) OC f) 
dado, Ya ereienkes e To, SM Tatoos 


aami f ee atenn = fro aten n, 
h 


Aplicar ahora el Teorema 9-30. 
15-18. Suy R en (a, 3] para todo a en (0, tisface j- 

ce que e e R on a, para todo a en (0. d) que atte ua oo 
M EO I converge. 

15-19. Utilizar el Ejercicio 15-18 para demostrar que la diferenciabilidad de 
e 
15-20, ~ fa cos mx la 
A AD 

a ae, 


poems + bapen me y f en de variación anotada en 
dadicación ` Escribir f = gh, 


dahk 
AN 1 — $ | (en cos Ar + ba sen Ax). 
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> 
b) fw -otar f a) de 
lo lo 


m 
-ġa -a Y o+ oD 
i] 


s 
+ ERA Atah + bN). 
c) Si / es continua en [0, 2x] y tiene periodo 2x, entonces 
1m 5 D ek + 00) = 0. 


15-21. El teorema de Fejér puede emplearse para probar que una fuhción de varia- 
ción acotada en [0, ix) tiene ima senie de Fourier convert alzando el Ejercicio 
16-17, junto con el siguiente 


Teorema de Hardy y Landau. Sea F8- fala) una serie cuyos términos satisfacen 


vá, para todoxen (a, b). 


Consideremos sala) = 33. Aala) a , para algún x en 
E DETA E! q. Lp In) Pi ata) sala). Ba patr ma 
ca por ad HE más, la sucesión (o) comer r uniformemente 

DN a horia EIN lambión comerge uniformamenis an 15, 


nf 
Esbozo de la demostración: Si m > n, tenemos la identidad 
(m — mjsmlz) — (m — m)s(a) = mías) — (29) — nlanla) — sta) 
+ X, (1 nhia. 
Dado ha de modo (=) — sl e 
Dado 0.5 < 1; leg N de modo que m > N implique ol) — sl < £. Cuando 


tomb) 1 < HE 


mon" Pam») 


cnir, p Mim nt 


-petz 1). 
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Tomar m > 6/V, m > (1+2V/óN, elegir n que satisfaga m/(1 + 2V) < n < 
mí(1 + Vi). Entonces Ism(x) — s(a]| < e + (2 + 2M) Ve. (Obsérvese que N es indepen- 
diente de x si (0,) converge uniformemente en [a, 5]). 

Integrales de Fourier y transformadas de Laplace 


15-22, Si f satisface las hipótesis del teorema de la integral de Fourier, demostrar 
que: 


a) Si / es par, esto es, si J(— 1) = /(f) para todo £, entonces 


LEME R f VA fan. 


b) Si / es impar, esto es, si /( —1) = — f(£) para todo £, entonces 


T E EET 
A 


Utilizar el teorema de Ia integral de Pourier para calcular las integrales impropias de 


los Ejercicios 19-23 al 19-25. Sugerencia: Hater uso del Ejercicio 16-22 lo 
sea posible. 
à s-1<r<1, 
si> 
Sim L 
ma mago, uao 


15-26. Deducir las siguientes de la conyolución, suj ido que todas 
tas clone que entran e consideración son absolutamente integraties en (> d e, 


a) jeg = gol. 

D) folgoh) = (fog)oh = go(feñ). 

€) feg) = feðg + god/, — donde df(t) = tA), dgl) = telt), ete. 

15-27. Designemos por F — Lf y G = Lg las transformadas de Laplace de f 


respectivamente. Indiquemos con c una constante positiva. Demostrar que para cada 7 
eñ un semiplano conveniente tenemos : AS 


a) Gl) = 


3). si gl) = fen. 


D) Gla) = “Fo, si gf) = ft — e) cuando t = c, gif) =0 cuando £< c. 
0) G) = (DEMO, si e) =r n=l o 
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d) Gi) = 2 Fl) -i POD (0 +), si gih) O, nen 


jora, Eu Ia parte d) se supone que «="/M() > O cuanto > + oo para 4 = 0, 1y 


15-28. Comprobar la siguiente tabla de transformadas de Laplace. 


10 | Fl) = [eryd am dy 
| e > a) 
“| sh + a) > 0) 
| senat afit + at) > 
es | Tip + Dle ae >a p> 


15-29. Demostrar que la convolución 4 = feg adopta la forma 
uu) -f Hoel — s) dx 


cuando / y g son ambas mulas en el eje real negativo, Utilizar el teorema de a convolu- 


ción para transformadas de Fourier para demostrar que L(feg) = L(f)-L(£). 
15-30. Sea g continua en (0, 1] y supongamos que f} #g(f) dí = 0 para n =0,1,2, 
jemostrar que 


ya dt = Sist (elt) — Pit) dt para todo polinomio P. 
(1)! di = 0. [Indicación : Utilizar el Teorema 15-23]. 
e) El) =0 para todo t en [0, 1). 

1. Sea / continua en (0, + o) 
An e 
a) Fs) + a) = afẹ gli)e=* di, donde gía) = [5e="4/(0) de. 

b) Si F(s + na) = Ô para n = 0, 1, 2, ..., entonces [() =0 para £> 0. 
es contin (0, + 00) h tienen la misma transformada de Laplace, 
Mr rea ye PY 
15-32. Si F(s) = [fe"*/(f) dt converge absolutamente para s= s, siendo s, > 0. 
Demostrar que : 


a) F no puede ser una constante 40. 
alo 
3, Designemos por p una constante positiva. Definamos /(/) =9= si 1>0, 
MO OTEO. Demostrar que 


etd Tp six iy >O. 
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15-34, Designemos por p y q dos constantes positivas. Si £ > 0, definamos f(t) =1P=*, 
gli) = 11, y pongamos E =0sit<0. 
a) Considerar A = feg y utilizar el teorema de la convolución para demostrar que 
Per . al 
M= Te +0 pua, E 
b) Utilizar la parte a) para deducir la fórmula 
=i. 1 dr = LOTO 
[> i T 
15-35. a) Hacer uso del Ejercicio 15-34 b) para deducir la fórmula. 
an 
ERRO ma [Pa ad. 


b) Efectuar en a) un cambio de variable adecuado y deducir la fórmula de duplicación 
de lo función Camas z j 


THTU) = PAT + 4). 
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CAPÍTULO 16 
TEOREMA DE CAUCHY Y CÁLCULO DE RESIDUOS 


16-1 Funciones analíticas. El concepto de derivada para funciones de 
variable compleja fué introducido en la última parte del Capítulo 6 (Defini- 
ción 6-23). Las funciones que resultan ser más importantes en la teoría de 
variable compleja son aquellas que poseen derivada continua en cada punto 
de un conjunto abierto. Estas se llaman funciones analíticas. 


16—1 Deemución. Sea f= u + iv una función de variable compleja defi- 
nida en un conjunto abierto S de E,. Se dice que la función f es analítica 
en $ si existe la derivada f'y es continua * en todo punto de S. 


Nora. También se usa la expresión «/ es analítica en un punto z4», Esto 
indica que existe un entorno N(z,) en el que / es analítica. Puede ocurrir que 
una función posea derivada en un punto sin ser analítica en él. Por ejemplo, 
la función / definida por f(2) = |a|? tiene derivada en O pero no en otro punto 
de Ey. 

En el Capítulo 6 ya se han dado algunos ejemplos de funciones analíticas, 
La función f definida mediante la ecuación f(z) =2" (donde » es un entero 
positivo) es analítica en todo E, y su derivada es /'(z) = nz"-1, Cuando n 
es un entero negativo, la ecuación /(z) = 2* si z 2 0 define una función ana- 
lítica en todo el plano complejo salvo en 0. Los polinomios son analitícos 
en todo Ep, y las funciones racionales son analíticas en todo el plano salvo 
en los puntos en los que el denominador se anula. La función exponencial 
definida por la fórmula e* = e*(cos y + ï sen y), si z = x + iy, es analítica 
en todo E, y coincide con su derivada. Las funciones complejas seno y coseno 
(siendo combinaciones lineales de exponenciales) son también analíticas en 
todo Ej. 

La función / definida por la ecuación [(+) = Log z si z # 0, donde Log z 
representa el logaritmo principal de z (ver Definición 1-36), es analítica en 
todo E, excepto para aquellos puntos z = x + iy para los quex < 0 e y = 0. 
En esos puntos, el logaritmo principal deja de ser continuo, 


* Puede demostrarse que la existencia de / en S implica automáticamente la continui- 
dad de f’ en S (un hecho descubierto por Goursat en 1900). En consecuencia una función 
analítica puede definirse como aquella que tan sólo posee derivada en todo el conjunto S. 
No obstante, consideraremos la continuidad de f como formando parte de la definición 
de analiticidad, ya que esto permite desarrollar con mayor facilidad algunas de las de 
mostraciones. 
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Más adelante veremos que la analiticidad en un punto z introduce una res- 
tricción muy severa a una función. Ella implica la existencia de todas las 
derivadas superiores en un entorno de z, y también garantiza la existencia 
de una serie de potencias convergente que representa la función en un entorno 
de zp. Esto está en marcado contraste con el comportamiento de las funcio- 
nes reales, en las que es posible que la primera derivada exista y sea continua 
y en cambio no exista segunda derivada. 


16-2 Teorema de la integral de Cauchy. Un aspecto peculiar de la teoría 
de la derivada compleja es la forma con que la integración compleja inter- 
viene en ella, Ya en el siglo XIX, Cavcay desarrolló la teoría de la integración 
compleja y la utilizó para demostrar que la analiticidad de / en zo implica 
Ja existencia de todas las derivadas superiores en un entorno de zo. Hasta hoy 
nadie ha sido capaz de deducir este resultado sin el uso de la integración de 
contorno. El principal instrumento en esta clase de investigación es el teo- 
rema de la integral de Cauchy, que establece que la integral de contorno /y [(*) de 
vale 0 si T es una curva rectificable de Jordan, con tal de que / sea continua 
sobre I y sea derivable en toda la región interior de T’. Queremos demostrar 
una versión menos exigénte de este teorema en la que suponemos la analiti- 
cidad de f en una región un poco mayor. Esta hipótesis añadida, convierte 
el teorema de Cauchy en una consecuencia inmediata del teorema de Green. 


16—2 Teorema. (Teorema de la integral de Cauchy). Supongamos que f = 
= u + iv es analítica en una región S de Ey. Sea T una curva reclii- 
cable de Jordan tal que tanto I como sw región interior están contenidas 
integramente en S. En estas condiciones 


frio 
r 


Demostración. Si escribimos fr f(z) dz = Sy (u dx — v dy) + ifr (v dx + udy) 
y aplicamos el teorema de Green (Teorema 10-43) a cada integral real de i- 
nea, encontramos 


f ma- (Dp + Dud) +i] (Diu — Da) da). 
r z z 


donde R = I(T) u I, siendo I(T) la región interior de P. (Ver Fig. 16-1). 
La región R es un subconjunto de S (por hipótesis) y las ecuaciones de Cauchy- 
Riemann se satisfacen en R. (Ver Teorema 6-24). Por consiguiente, cada in- 
tegral doble es 0. Como queríamos demostrar. 
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Fig 161. Teorema de la integral de Cauchy. 


A modo de recíproco del teorema de Cauchy, tenemos: 


16—3 Teorema. Sea f =u + iv continua en una región abierta S de E, 
y supongamos que u y v admitan derivadas parciales Dyu, Diu, Div, Dv 
continuas en S. Si la integral de contorno fr f(z) dz es nula para todo 
camino poligonal cerrado en S, entonces f es analítica en S. 


Demostración. Sean zı y z, dos puntos cualesquiera de S y T(z, zp) una 
curva poligonal que une z, con z,. La hipótesis implica que las dos integrales 
de línea frun) (u dx — v dy) € frus) (0 dx +u dy) son ambas indepen- 
dientes del camino para todo par de puntos z,, za elegidos en S. Según el 
Teorema 10-38, existen una función $ tal que D$ = u, D,$=—0, y 
una función y tal que Dp = v, Dip = u, en toda la región S. Pero Du 
= Diab y Div = — D,a $. Puesto que D,u y Dyv se han supuesto continuas, 
debe ser Dj, $ = D,a $, lo que significa que Dyu = — D;v. Del mismo modo, 
Dyp = Du. Por consiguiente las igualdades de Cauchy-Riemann son válidas 
en S y (según el Teorema 6-25) existe la derivada /'(2) en cada punto z de S. 
La continuidad de la derivada se deduce de la continuidad de las parciales 
de u y v. 


16-3 Detormación del contorno. En lo que sigue tendremos frecuentemente 
ocasión de considerar integrales de contorno tomadas a lo largo de curvas 
rectificables de Jordan que encierran uno o más puntos aislados en los cuales 
el integrando no es analítico, (Tales puntos se llaman « singularidades » del 
integrando.) En el Capítulo 9 encontrábamos un ejemplo, a saber, la integral 
Fra (E — 20)7* de, que se utilizó para definir el número de giros del camino 
T(*] con respecto a zp. El integrando es, en este caso, analítico en todo E, 
excepto en zp, donde la derivada no existe. En el Teorema 9-68 demostrábamos 
que el número de giros es + 1 ó — 1 probando que la curva T podía reem- 
plazarse por un círculo C con centro en z, situado enteramente dentto de T, 
teniendo la integral a lo largo de C el mismo valor que la integral a lo largo 
de T. Usando exactamente el mismo tipo de razonamiento que el seguido en 
la demostración del Teorema 9-68, podemos demostrar el teorema siguiente : 
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16—4 Teorema. Sea S una región abierta en E. Supongamos que z€ S y 
que exista un entorno N(z,) C S tal que f sea analítica en cada punio 
de S— F(z). Sea T una curva rectificable de Jordan, que contenga 
(za) en su interior, y tal que T y su región interna estén contenidas en 
S. Sea C un círculo con centro en 2, situado enteramente dentro de I y 
también de S — N(2). Entonces 


Í mwa- f No) de, 
na co 


con tal que los caminos Tz] y C{w] estén orientados positivamente o 
ambos negativamente. 


Fig. 162. Deformación del contorno. 


Este teorema se expresa algunas veces diciendo que el valor de una integral 
de contorno a lo largo de una curva cerrada simple no varía deformando el 
contorno en un círculo, con la condición de que el contorno permanezca, du- 
rante la deformación, en el interior de la región de analiticidad del integrando. 
(Ver Fig. 16-2.) La utilidad del teorema radica en el hecho de que una inte- 
gral a lo largo de un círculo es mucho más manejable que a lo largo de una curva 
de Jordan más general. Esto se pone de manifiesto en el teorema que sigue. 


16-4 Fórmula de la integral de Cauchy. 


16—5 Teorema. (Fórmula de la integral de Cauchy). Supongamos que f es 
analítica en una región abierta S de Ey. Sea T una curva rectificable 
de Jordan tal que T y su región interior estén contenidas en S. Entonces 
para todo punto z, dentro de T, tenemos 


» ted = 
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con tal que el camino T'{z] esté orientado positivamente. 


Nora. La fórmula 1) nos revela un fenómeno notable. Nos dice que los 
valores de una función analítica en el interior de una curva de Jordan están 
completamente determinados por sus valores sobre la misma curva. 


Demostración. En virtud del Teorema 16-4, basta demostrar el teorema 
para el caso en el que P(z] es un círculo orientado positivamente con centro 
en zo. (El radio del círculo puede ser cualquiera, con tal que quede dentro de 
la curva de Jordan original.) Definamos una nueva función g en S como sigue : 


MOHO ay irt 
w= 


o, deme 
En tal caso g es continua en toda la región S y tenemos 
2 Mad = Ha) + (a — f'l) + (2 — adela). 


igualdad que es válida para todo z en S. Puesto que g(2) =0, existe un 
entorno N(2y; 8) c S tal ¡que |g(z)| < 1 para cada z en dicho entorno, Tome- 
mos el círculo I lo suficientemente pequeño para que su radio R sea menor 
que 3, Utilizando 2), podemos escribir 


i) 
Part] z 


= Brif) + f ge) de 
na 


dtfu) de f glo de 
na lr 


Luego tenemos 


J= 
(¿ra? 


(según el Teorema 9-60). El múmero del primer miembro es independiente de 
R y por tanto debe ser 0, ya que el segundo miembro tiende a 0 cuando 
R=0. 


T 
u- eos | || sa| snr 
Una 


16-5 Valor medio de una función analítica sobre un círculo. Apliquemos 
la fórmula de la integral de Cauchy al caso en que I es un círculo con centro 
en z descrito por una función z, siendo 


entr, siota 
siendo r el radio del círculo. La integral de 1) se convierte en 
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1 150) E fatre) 
ta 35 ohf Metr a 


Como 2'(1) = ire" = i(2(() — z), obtenemos 


1 i Hay + re) dt. 


Este resultado puede interpretarse como un Teorema del Valor Medio que 
expresa el valor de f en el centro de T como un « promedio » de los valores 
sobre 1. Es válido siempre que / es analítica en cada punto de I y de su re- 
gión interior, 


16-6 Fórmula integral de Cauchy para la derivada de un función analítica, 
La derivación bajo el signo integral en la fórmula de Cauchy 1) (con respecto 
a z) da origen a la integral 


Ai n 
ri Jem E- 


Vamos a demostrar que esta integral representa la derivada f'(zp). 


16—6 Teorexa. Supongamos que f es analítica en una región abierta S de 
E,. Sea T una curva rectificable de Jordan tal que I y su región interior 
estén contenidas en S. Entonces, para todo punto zọ dentro de Y, tenemos 


> 1 (a) 
3 AS Wa pt 


con tal que el camino T'{z] esté orientado positivamente. 


Demostración. Si z, es interior a I, z, 4 zo podemos aplicar 1) dos veces 
y escribir 


E NE E j 
G) = uà A a) Jra r(z 


e EE. O a 
Bri Jy EE T B Sg E 


¿M0 l a 
lira 303) 


Cuando z, => zọ, el primer miembro tiende hacia /'(z,). Por consiguiente, para 
demostrar el teorema, basta probar que 
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ES A 

ý Ea af, EN 

Para esto tan sólo necesitamos demostrar que la integral que multiplica a 
(z — z) permanece acotada cuando z > 2y- 

Supongamos que //(2)| < M para cada z en I, representemos por A(T) 
la longitud de T, y consideremos 3 = inf {lz — z| [ze T}. Entonces 3 > 0. 
Si lx — zl < 3 y z€ T, tenemos 

leal = e= 20) — (420) 28 n= 20h 
y en consecuencia 


a |. mam 
| ¡A He <a E] 


Como este segundo miembro permanece acotado cuando z, -> zp, obtenemos 
4) y por consiguiente 3). 


16-7 Existencia de las derivadas superiores de una función analítica, El 
método demostrativo seguido en el teorema anterior puede utilizarse para 
establecer la existencia de la derivada segunda f(z) y, en realidad, de todas 
las derivadas superiores. 


16—7 Teorema. Supongamos que f es analítica en una región abierla S de 
E,. Sea T una curva rectificable de Jordan tal que T y su región interior 
estén contenidas en S. Para todo punto z, dentro de T y para todo entero 
1 >1, existe la derivada 1% (z) y viene dada por la integral. 


Ha 


a ETT de, 


5 Ma A 


Demostración. Si z es interior a T, 2, + 2 podemos aplicar 3) dos veces 


y escribir 
tete 1 A 
CE] Le ml a 


Razonando como en la demostración de Teorema 16-6, podemos demostrar 
que el último término tiende a 0 cuando z, > zp. Esto demuestra que 


492 TEOREMA DE CAUCHY Y CÁLCULO DE RESIDUOS 


im tetu 2 -k 

nh an ijy E 
formando parte de la demostración la existencia del límite. Pero esto signi- 
fica que existe /”(z,) y viene dada por la fórmula 5) poniendo n = 2. Con el 
mismo razonamiento y empezando con la fórmula para n =2, podemos de- 
mostrar que existe /”'(z,) y viene dada por 5) cuando n = 3. El resultado 
para un » cualquiera se demuestra por inducción. 


16-8 Desarrollos en serie de potencias para funciones analíticas. En el 
Teorema 13-24 demostrábamos que una serie de potencias convergente en 
un entorno N(z,) define una función que posee derivadas de todo orden en 
dicho entorno. Una tal función es por consiguiente analítica en zp. Utilizando 
las fórmulas integrales del párrafo anterior, podemos demostrar el recíproco 
de este resultado. 


16—8 TrorEma. Supongamos que f es analítica en una región abierla S de 
E, y sea z un punto de S. Entonces, en todo entorno N (za) tal que N(25) € S, 
puede representarse | mediante una serie de potencias convergente 


ol 


Nora. Esto se conoce con el nombre de desarrollo de Taylor de f alrededor 
de zy 

Demostración. Sea Y un círculo con centro en zp y radio 7 > 0, habiendo 
elegido y de manera que I y su región interior estén contenidos en $. Si 2, 
es un punto cualquiera dentro de F, podemos emplear la fórmula de Cauchy 
y escribir 


1f 10 
t= ¡ts 
sb, 
donde el camino P'(z] está orientado positivamente. Puesto que |z — zo| < 
< lz— al si ze P, tenemos 
1 1 1 


14 1-2 1-6 Me el 


(2, — 2)" 
A 


siendo la serie uniformemente convergente en P. Por ser f acotada en I te- 
nemos 


A Em tonitomemente en 1). 
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Según el Teorema 13-12, podemos integrar término a término y obtener 


y". 


te) = È ato — 
donde 


ASi l) n 
Fri Joy ET $ 


an 


Lo que demuestra el teorema. 


Los Teoremas 16-8 y 13-24 reunidos nos dicen que una condición necesaria 
y suficiente para que una función compleja / sea analítica en un punto y 
es que f sea representable por una serie de potencias en algún entorno de zg. 
Cuando existe una tal serie de potencias, su radio de convergencia es, por 
1os menos, tan grande como el radio de cualquier entorno N(zp) que esté con- 
tenido en la región de analiticidad de /. Ya que el círculo de convergencia 
no puede contener en su interior ningún punto en el que / no sea analítica, 
se deduce que el radio de convergencia es exactamente igual a la distancia 
desde z hasta el punto más próximo en el que / deja de ser analítica. 

Esta observación explica algunas de las dificultades que se presentan 
cuando intentamos encontrar desarrollos en series de potencias para funciones 
reales de una variable real. Por ejemplo, consideremos f(x) = 1/(1 + 4%) si 
x es real. Esta función está definida en todo E, y posee derivada de cualquier 
orden en cada punto de Ey. Asimismo, posee un desarrollo en serie de poten- 
cias en torno al origen, a saber, 


1 
TA me 
No obstante, la representación de / mediante esta serie, tan sólo es válida 
en el intervalo abierto (— 1, 1). Desde el punto de vista de la teoría de va- 
riable real, no hay nada en el comportamiento de f que explique este hecho. 
Pero cuando examinamos el caso en el plano complejo, vemos al momento 
que la función f definida por f(z) = 1/(1 + 2) (si 2? + 1 # 0) es analítica en 
todo E, salvo en los puntos z= + i. Por consiguiente, el radio de conver- 
gencia del desarrollo en serie de potencias en torno al 0 debe ser 1. 


Epeurros. , 


Los siguientes desarrollos en serie de potencias son válidos para todo z 
en Ez: 
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E omen 
” a X mr 
Z oa ws EN 


16-9 Ceros de las funciones analíticas, Si f es analítica en z y si f(29) = 0, 
el desarrollo de Taylor de } en torno a 2, no tiene término constante y adopta 
por tanto la forma siguiente : 


NA = È ante. 
e 


Esto es válido para cada z de algún entorno N(z,). Si / es idénticamente nula 
en este entorno [esto es, si f(z) = 0 para todo z en N(zp)], cada a, = 0, ya 
que a, = /'W(zp)/n!. Si en cambio / no es idénticamente nula en ese entorno, 
existirá en el desarrollo un primer coeficiente a, no nulo, en cuyo caso el punto 
žo se Mama un cero de f de orden k. A continuación demostramos que existe 
un entorno de z, que*no contiene ningún otro cero de f. 


16—9 Trorrma. Supongamos que j es analítica en una región abierta S.de 
E, Supongamos asimismo que f(z) =0 para algún punto zp de S y 
que f no es idénticamente nula en ningún entorno de zy. Existe entonces 
un entorno reducido N'(zp) € S en el cual / no toma el valor O. 


Demostración. El desarrollo de Taylor en torno a z, se convierte en /(2) = 
(e— el), donde k > 1, gle) = ar + asile — zo) + ===, Y glo) = a 20. 
Ya qu: g es continua en 2, existe un entorno N(zp) € S en el que g no se 
anula, Por consiguiente, / nunca es cero en el correspondiente entorno redu- 
cido N '(zo). 

Este teorema tiene varias consecuencias importantes. Por ejemplo, pode- 
mos utilizarlo para demostrar que una función analítica en una región abierta 
S no puede ser nula en ningún subconjunto abierto no vacío de $ sin ser idén- 
ticamente nula en toda la región S. 


16—10 Teorema. Supongamos que f es analítica en una región abierta S 
de E: Designemos por A el conjunto de aquellos puntos z de S para 
los que existe un entorno N(2) en el cual f es idénticamente nula y con- 
sideremos B = S — A. Entonces uno de los dos conjuntos A 0 B es 
vacio y el otro es el mismo S. 


Demostración. Tenemos S = A u B, siendo A y B conjuntos disjuntos. 
El conjunto A es abierto por su misma definición. Si demostramos que B 
es también abierto, se deducirá de la conexión de S que por lo menos uno de 
Jos dos conjuntos A o B es vacío. (Ver Definiciones 8-29 y 8-39.) 
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Para probar que B es abierto, sea za un punto de B y consideremos las dos 
posibilidades: f(z) +0, f(z) = 0. Si f(zo) #0, existe un entorno N{z) € Sen 
el que f no sé anula. Cada punto de este entorno debe pertenecer por tanto 
a B. Luego, z, es un punto interior de B si f(z) 4 0. Pero, si f(z) = 0, el Teo- 
tema 16-9 nos proporciona un entorno reducido N'(zp) © S en el cual f no 
se anula, Esto signitica que N(z,) © B. Luego, er los dos casos z es un punto 
interior de B. Por consiguiente, B es abierto y uno de los dos conjuntos A o B 
debe ser vacío. 


16-10 Teorema de identidad para funciones analíticas. 


16—11 Teorema, Supongamos que f es analítica en una región abierta S 
de Ep Sea T un subconjunto de S que tenga un punto de acumulación. 
an en S. Si f(2) = 0 para todo z de T, entonces f(z) = 0 para todo z de S. 


Demostración. Existe una sucesión (2), cuyos términos son puntos de T, 
de manera que lim, Por la continuidad f(z) = limesa (2a) = 0. 
Vamos a demostrar a continuación que existe un entorno de z en el que / 
es idénticamente nula. Supongamos que no existe tal entorno, En tal caso 
el Teorema 16-9 nos dice que debe existir un entorno reducido N'(z,) en el 
que f no toma el valor 0. Pero esto es imposible, ya que todo entorno reducido 
contiene puntos de T. En consecuencia debe existir un entorno de zp en el 
que f se anula idénticamente. Luego el conjunto A del Teorema 16-10 no puede 
ser vacío. Por lo tanto, A = S, y esto significa que f(z) = 0 para todo z de S. 

Como corolario tenemos el siguiente resultado importante, citado algu- 
nas veces como el teorema de identidad para funciones analíticas: 


16—12 Teorema. Sean f y g analíticas en una región abierta S de Ey. Si 
T es un subconjunto de S que tiene un punto de acumulación zọ en S 
y si f(x) = g(2) para todo z en T, entonces f(z) = g(2) para todo z en S. 


Demostración. Aplicar el Teorema 16-11 a f — g. 
16-11 Desarrollo de Laurent para funciones analíticas en un anillo. 
16—13 Deemsición. Si pc E, y 0 <7, <fa el conjunto 
Ala 
se llama un anillo en torno a zp 


n= (ln <l—2l<re) 


Si una función es analítica en un anillo A(z 7, 74), pero no lo es en todo 
el entorno N(£g; 7), no puede ser representada por una serie de potencias 
de z — z Laurent descubrió (en 1843) que una tal función puede repre- 
sentarse siempre por medio de dos series, una de las cuales es una serie de 
potencias de z — zo y la otra una serie de potencias de (z — z). El teorema 
de Laurent es el siguiente : 
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16—14 TEOREMA. Supongamos que j es analítica en un anillo Alzy; y, 15). 
En tal caso, para todo punto z en este anillo, tenemos 

n Me) = hà + Ala) 
donde 


a= È mu- y 
ps a 
Los coeficientes vienen dados por las fórmulas 


a A an pii 


siendo el camino T(z) cualquier circulo orientado positivamente con 

centro en 2, y radio r, donde r, <r < T}. Eo funció Wlamada pa 

regular de | en zp) es analítica en el entorno N(zy; vo). La función fa 

(ue se llama la parte principal de f en z) es analítica en el conjunto 
= Niz n). 

Nora. La suma Sfo a(z — z)" + ins -a(z — 20)" se escribe también 
E a(z — zo)" y se denomina desarrollo de Laurent de f en torno a zo. 
ula 8) demuestra que una función puede tener a lo sumo un desarrollo 
e Laurent en un anillo dado. 


Demostración. Supongamos z, € Alea; 4, 7) y sea Mz; 7) un entorno con- 
tenido en A (zg 7, 14). Tracemos un círculo C con centro en z y radio R,, siendo 
r, < R, < la, — z| — 7. El camino a lo largo de C y orientado positivamente, 


Fig. 16-3. Demostración del teorema de Laurent. 


designémoslo por C+, y el orientado negativamente por C—. Análogamente, 
sea K un círculo con centro en z y radio R,, siendo |z, — z! +7 < Ry <a, 
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y designemos por K* el camino a lo largo de K y orientado positivamente, 
Entonces N(zy; 1) c A(z; Ry, Ry). Elijamos en C dos puntos a y b diametral- 
mente opuestos, y en K otros dos e y b (a, b, c, d alineados), de manera que 
Jos segmentos rectilíneos L{b, d] y Lic, a) no tengan puntos comunes con el 
entorno N(z; 1). (Ver Fig. 16-). 

Los caminos C- y K*, en unión de los segmentos de recta, determinan 
dos curvas de Jordan I, y Py orientadas positivamente, una de las cuales pre- 
cisamente, sea T}, contiene el entorno N(zy r) en su interior, Según la fórmula 
de la integral de Cauchy, tenemos 


ame) [| Las, 


r, 


Por otra parte, el entorno N(z; 7) es exterior a I, y por tanto 


Miano. 
Sir 
Podemos escribir, por consiguiente 
9 trifle) = Pa + i. Pas, 
lr, J 


Pero fr, + Sy, = /x+ + Se=, ya que las integrales a lo largo de los segmentos 
rectilíneos se destruyen unas con otras. En consecuencia, la 9) se convierte en 


10) tomaja Ozea, ¿Pati + 0 
donde para abreviar hemos puesto f,(2)) y /a(za). La integral correspondiente 
a fi(z) puede expresarse como una serie de potencias de z, — z razonando 
exactamente como en la demostración del Teorema 16-8. Así pues tenemos 


hi) = È ala = 2. 
2 
siendo 


de (n=0,2,1, 


mo al 
En virtud del Teorema 16-4, el círculo K* puede reemplazarse en 11) por 
cualquier otro círculo orientado positivamente (con centro en zp) que esté 
contenido en el anillo A (z 1, 1). (Es importante hacer notar que no podemos 
escribir a, = /"(z,)/n! en este caso, a menos que f sea también analítica en 
todo el interior de K). 
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La integral que corresponde a fa(z)) se trata en forma análoga, salvo que 
utilizamos el desarrollo en serie 


1 1 


ATT TE 


SER 


4a 


1 
adie 


que converge uniformemente en C ya que |z — z| < |z — zo| si z € C. Mul- 
tiplicando por (z) e integrando término a término, obtenemos 


sf Pan $ dales = 297, 


Briet F 


donde 


1 K 
1) b sul, ¡Qe Wml.) 


El circulo C* puede reemplazarse en 12) por cualquier otro círculo concén- 
trico orientado positivamente contenido en el anillo A(z; 74, 74). Si tomamos 
el mismo circulo en 11) y en 12) y ponemos a... en lugar de òn, ambas fórmulas 
pueden combinarse en una sola, como se indicó en 8). Como z, era un punto 
cualquiera del anillo, queda 8) demostrada. 

Como la serie X% a,(z — z)" es una serie de potencias de z — za que con- 
verge para cada z en el anillo A(zẹ 74, 1), debe tener un círculo de conver- 
gencia que incluye la totalidad del entorno Mg; r) y, por lo tanto, la función 
J definida por esta serie debe ser analítica en dicho entorno. Análogamente, 
podemos demostrar que la función /, es analítica en el conjunto Ez — M(2y; 1) 
considerando j, como una función compuesta j(2) = g(A(2)], donde glu) = 
= as to y hla) = (2 — 29) 


16-12 Singularidades aisladas. 
16—15 Dermvición. Se dice que un punto za es una singularidad aislada 
de f si ? 
a) f es analitica en un entorno reducido de z, 
b) f no es analítica en 2. 
-Nora. No es necesario que f esté definida en zo. 
En virtud de a), existe un anillo A(z 7;, 79) en el que f es analítica y tiene 
un desarrollo (único) de Laurent, sea éste 


13) t= Ea + De 
3 P 


-z 
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[Ya que el radio interior y, puede ser arbitrariamente pequeño, la 13) es vá- 
Jida en el entorno reducido N'(zy; 7,)]. La singularidad zọ se clasifica en uno 
de los tres tipos siguientes (dependiendo de la forma de la parte principal) : 

Si no aparecen potencias negativas en 13), esto es, si a. 0 para todo 
s=1,2, el punto z, se llama una singularidad evitable. En este caso, 
puede evitarse la singularidad definiendo f en z atribuyéndole el valor f(z) = 
= ap. (Ver el Ejemplo 1 que sigue). 

Si a-n 40 para algún n pero 4-m=0 para todo m >n, el punto za se 
llama un polo de orden n. En este caso, la parte principal se reduce a una suma 
finita, a saber, 


Un polo de orden 1 se llama ordinariamente polo simple. 
Finalmente, si a-a y 0 para una infinidad de valores de n, el punto z, se 

llama una singularidad esencial. 

EsuurLo 1. Consideremos f(z) = sen 2/2 si z # 0, /(0) = 0. Esta función es 


analítica en todo el plano excepto en 0. (Es discontinua en 0, ya que sen 2/z > 1 
cuando z -» 0.) El desarrollo de Laurent en torno a 0 tiene la forma 


Como no aparecen potencias negativas de z, el punto 0 es una singularidad 
evitable. Si definimos de nuevo / dándole el valor 1 en 0, la función así modi- 
ficada se hace analítica en 0. 


Ejemero 2. Consideremos f(z) = sen 2/25 si z 4 0. El desarrollo de Laurent 
en torno a 0 es 


e 
Ed 


tairg Lia 

m-ati art 

En este caso, el punto 0 es un polo de orden 4. Obsérvese que no se ha dicho 
nada respecto al valor de / en 0. 


Ejemrro 3. Consideremos f(z) = e" si z + 0. El punto 0 es una singularidad 
esencial, ya que 


esir 


18—18.Tuonmmta. Supongamos que Y es anallca en wia región abierta S 
de E, y definamos g mediante la ecuación glo) = 1/12) si M2) 40. 
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Entonces f tiene un cero de orden k en el punto 2, de S si g tiene un 
polo de orden k en zp, y reciprocamente. 


Demostración. Si f tiene un cero de orden k en zp existe un entorno redu- 
cido N'(z) en el cual f no se anula. En el entorno N(z,) tenemos [(2) = (z — 
— 29)'h(2), siendo A(z) #0 si ze N(z). Luego, 1/h es analitica en N(z) y 
tiene un desarrollo 


1 
HaT ethen, donde by = 


Por consiguiente, si z€ N'(z,), tenemos 


AS - PEC Ea 
E a 


y, por tanto, zes un polo de orden $ para g. El recíproco se demuestra de la 
misma manera. 


16-13 Residuo de una función en un punto singular aislado. Si z, es un 
punto singular aislado de f, existe un entorno reducido N'(x) en el cual / 
tiene un desarrollo de Laurent, sea éste 
14) f= Í alra) È aale- 47. 

P A 


El coeficiente a~, que multiplica a (z — z,)-* se llama el residuo de f en z4 y 
se representa con el símbolo 


e, = Res fia). 
La fórmula 8) nos dice que 
15) Í He) de = 25 Res fl) 
le pa 


si I es un círculo orientado positivamente con centro en zy tal que T © N'(zp). 

Resulta relativamente fácil en muchos casos calcular el residuo en un 
punto sin emplear la integración. Por ejemplo, si z es un polo simple, podemos 
usarla fórmula 14) para obtener 


Res f(z) = lim (z — 2o)/(2). 
aa a 


Análogamente, si z es un polo de orden 2, es fácil demostrar que 
Rosji) = g'iz, siendo gl) = (z 230). 
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En casos parecidos a éstos, en los que el residuo se puede calcular fácilmente, 
Ja igualdad 15) nos brinda un poderoso método para calcular integrales de 
contorno a lo largo de caminos cerrados. 

Caucay fue el primero en comprobar que la teoría de los residuos tiene 
gran número de aplicaciones. (Algunas de éstas serán discutidas en párrafos 
posteriores). Todas éstan basadas en el teorema del residuo (Cauchy), que es 
una generalización de 15) al caso en el cual el camino T incluye más de un 
punto singular aislado. 


16-14 Teorema del residuo. (Cauchy). 


16—17 Teorema. Sea f una función analítica en todos los punios de una 
región abierta S de Ey, excepto en un número finito de puntos singulares 
aislados. Sea T una curva rectificable de Jordan tal que Y y su región 
interior estén contenidas en S. Supongamos que T contiene un cierto 
número de singularidades de | en su interior, sean éstas 2y,.... Zu 
pero que no existen singularidades sobre I. Tenemos entonces 


m 


n 
con tal que el camino T[z] esté orientado positivamente. 


Demostración. Cuando solamente existe una singularidad z, dentro de T, 
el Teorema 16-4 nos permite reemplazar el contorno I por un círculo alrede- 
dor de z, y la fórmula 17) se reduce a la 15). 

El teorema general puede demostrarse por inducción respecto al número 
n de singularidades. Indicaremos el camino para deducir el caso n =2 a 
partir del caso n = 1. 

Supongamos que existen exactamente dos singularidades z; y z, dentro 
de T. En tal caso existe un entorno reducido N'(z) contenido dentro de T 
en el que podemos escribir f(z) = f.(2) + fa(z), siendo f, la parte regular y fs la 
parte principal de f en 4. Según el teorema de Laurent, f, es analítica en todo 
E, excepto en z, y por lo tanto, en particular, f, es analítica en S — (2). 
Sea ahora g la función definida en S — (zp) como sigue: 


Me) — hi) sizes, 24 it Ate 
leo. iron 
De este modo g es analítica en S— (2. 
Calcuemos 1a integral Sr) d de dos maneras. Ya que z no esté sobre r, 
escrit 


e) 
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[exfru [not= | nir- ariran 
lr T 7 r 
z Ji NA) de — ri Res fle). 
lr a. 


Por otra parte, podemos reemplazar T por un círculo C orientado positivamente 
con centro en z, y contenido dentro de T, pero de tal manera que z, no sea 
interior a C. Obtenemos entonces 


j st ae / glo) de = 2ni Res gls) = 2ni Res Jo. 
k A za == 
Comparando las dos expresiones de fp g(2) dz, obtenemos 
s 
[101 4e= 20 $ nes. 
Jr IS 
Esto demuestra 17) para n = 2. El caso general se demuestra en forma pare- 
cida. 
En los próximos párrafos se ofrecen algunas de las aplicaciones del Teore- 
ma de Cauchy referente al residuo. 
16-15 Diferencia entre el número de ceros y el número de polos en el interior 
de un contorno cerrado. 


16—18 Teorema. Supongamos que f es analítica en una región abierta S de 
E, excepto, acaso, en un número finito de polos. Sea T una curva rec- 
tificable de Jordan tal que I y su región interior estén contenidas en S. 
Supongamos además que ninguno de los ceros o polos de f estén sobre Y. 


Scam, . . , z los ceros de f que están dentro de T y designemos por m 
elorden dez, (k =1, 2, .. . „ q). Sean py, . . . , P, los polos de f que están 
dentro de Y y designemos por m, el orden de p (k = 1, 2, ..., Y) 
Se verifica 
L[('Wea-3n-Y 
i mh 10 29 En 


Nora. El segundo miembro de 18) es la diferencia entre el número de 
ceros y el número de polos situados en el interior de P, con tal que cada cero 
o cáda polo se cuente tantas veces como indique su orden. 


Demostración. Supongamos que en un entorno reducido de un punto 2y 
tenemos f(z) = (z — 2p)"g(+), siendo g analítica en 2, y £(zo) 40, y n un en- 
tero (positivo o negativo). Existe entonces un entorno reducido de 2, en el 
que podemos escribir 
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tan s pea 
Ta Aa” 
siendo el cociente g'/g analítico en zy. Esta igualdad nos dice que un cero de f 
de orden » es un polo simple de /'/f con residuo n. Análogamente, un polo de 
$ de orden n es un polo simple de /'// con residuo — n. Este hecho, unido al 
teorema del residuo, da lugar a 18). 


16-16 Cálculo de integrales reales mediante los residuos. El teorema del 
residuo puede emplearse algunas veces para calcular ciertos tipos de integrales 
de Riemann reales, Se dispone de varias técnicas, que dependen de la forma 
particular de la integral a calcular. Vamos a describir brevemente dos de 
esos métodos. 

El primer método se refiere a integrales de la forma /3" R(sen £, cos t) de, 
donde R es una función racional*, de dos variables. 


16—19 Teorema. Sea R una función racional de dos variables y consideremos 


E 


siempre que la expresión del segundo miembro sea finita. Designemos 
por T(z) el círculo unidad orientado positivamente com centro en 0. 
Entonces 
. 
19) Risent.cost)dt= f La, 
Jano, 
con tal que f no tenga polos sobre P. 


Demostración. Una función z que describa T(z] viene dada por z() = e 
si 0 <t <27. Para esta función tenemos 


ios ML oss 


rozin 


y 19) se deduce inmediatamente del Teorema 9-62. 


+ Una función P definida en E, x E, mediante una ecuación de la forma 


2 
Pana Y 


Era 


se llama polinomio de dos variables, Los coeficientes am, pueden ser reales o complejos. 
Fl cociente de dos de esos polinomios se llama función racional de dos variables. 
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Nora. Para calcular la integral del segundo miembro de 19), necesitamos 
tan sólo calcular los residuos del integrando en aquellos polos que son inte- 
riores a T. 

Ejewrro. Calcular 7 = $ del(a + cos f), donde a es real, |a) > 1. Apli- 
cando 19), encontramos 


e de 
a 
El integrando tiene polos simples en las raíces de la ecuación 2* + 2az + 1 = 0. 


Estos son los puntos z = — a + V/a — 1, z, = — a — /a7— 1. Los corres- 
pondientes residuos R, y R, vienen dados por 


a pi 
e kai 
Sia > 1, ņesinterior a Ü, x,es exteriora I, e I = 4z/(4 — aaya L 
Si a < — 1, 2, es interior a I, 2, es exterior a I, y obtenemos I = — 21/ 
vai, 


Muchas integrales impropias pueden tratarse por medio del teorema si- 
guiente: 


18—20 Tuonzua. Desipuemos por T = (e + iy |y 20) el semipiano sup 
Hot. Sos SUE región abra ón a que DARS T PNGA que | 
es analítica en S, excepto, acaso, en un número finito de polos. Supon- 
gamos además que ninguno de estos polos está sobre el eje real. Si 


20) Mm NRA) Re? d0 = 0, 
rote Ja 
entonces el valor principal de Cauchy de la integral 52. f(x) existe y 
es igual a 


25 È Res, 
a 
donde 2, .... za son los polos de f contenidos en T. 
Demostración. Sea C el camino orientado positivamente formado tomando 
una porción del eje real desde — R a R y un semicirculo en T que tenga 
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[— R, R] como diámetro, habiendo tomado R lo bastante grande para que 
incluya todos los polos + žų. Entonces 


. r 
2mi Y) Res fe) = f fla) dz -f Nadar + if Re) Rei do. 
ka -x lo 


Cuando R > + 0o, la última integral tiende hacia cero y obtenemos 


lim L Ha) dr = 2 Y 3 
Rote 


Nora. La igualdad 20) se satisface automáticamente si / es el cociente 
de dos polinomios, pongamos, por ejemplo, / = P/(, con tal que el grado de Q 
exceda al grado de P por lo menos en 2. (Ver Ejercicio 16-34.) 

Eyumpro. Para calcular la integral /Z., dx/(1 +34), consideremos /(2) = 
= 1/(# + 1). Entonces P(2) = 1, o= = 1+, y, por lo tanto, la 20) es 
válida. Los polos de / son las raíces de la ecuación 1 + 3f = 0. Estas son 
ly 3y ly Zu Siendo 

am da (km 1. 2,3,4), 


Ke). 


De éstos, tan sólo z, y z, están en el semiplano superior, El residuo en z es 


1 nili 
= ala, — ad — 10) 


fe) = (14i), Por consiguiente 
J-jvE 


Ha) = lim (e — sdl) 


De la misma manera, encontramos Res, 


"de 
a14 
16-17 Aplicación del teorema del residuo a la fórmula de inversión para 
transformadas de Laplace. El teorema siguiente es, en muchos casos, el mé- 


todo más fácil para calcular la integral de contorno que aparece en la fórmula 
de inversión para las transformadas de Laplace. (Ver Teorema 15-34.) 


E 
Rm p-r 4 emili) mo n 
Sa (emmi 4 emili) me ecos 


16—21 Teorema. Sea F una función analítica en todo Ep, excepto, en un 
número finito de polos. Supongamos que existen tres constantes posi- 
tivas M, b, c tales que 


M 


¡Ft < siempre que le] > b. 


Sea a un número positivo tal que la recta vertical x = a no contenga 


polos de F y designamos por z, ...., za los polos de F situados a la 
izquierda de esa recta. Entonces, para cada número real £ > 0, tenemos 
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2) im F(a) de = 223 È Res (F0). 
aie Janit Ana 


Demostración. Aplicamos el teorema del residuo al camino orientado po- 
sitivamente T representado en la Fig. 16-4, donde el radio R de la porción 
circular se toma lo bastante grande para que en ella queden incluidos todos 
los polos de F que están a la izquierda de la recta x = a y también R > b. 


El teorema del residuo nos da Y 


tes [et (e) 
y 


22 L F(a) de = 20 Y, 
lr Ñ 


Ti 


Escribamos ahora 


Í. -J +f -l 
o : 


donde A, B, C, D, E son los puntos indicados en la Fig. 16-4, y representemos 
estas integrales por ly. Ly. Ly. Ly. Ly. Vamos a demostrar que I, > 0 para 
R= + œ cuando A>1. 


Ante todo, tenemos 


PE: i A Meja 
<a 


Como R are sen (a/R) + a cuando R > + œ, se deduce que 7 -» 0 cuando 
R > + co, Por el mismo procedimiento demostramos Iş -» 0 cuando R => + 00, 


A continuación, consideremos 74. Tenemos 


M 


ihl < ma 
rd 


M f nman cor dG. 
smn 
Pero, seng >20/x si 0 < $ < z/2, y por lo tanto 


Inl < [T aiao cuando R> + co, 
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Análogamente, encontramos /,>0 cuando R -» + co, Pero, cuando R > + oo 
en 29), el segundo miembro es independiente de R. Luego, límp-,yw I, existe 
y tiene el valor indicado en 21). 


Fumero. Consideremos F(z) = z/(° + at), donde a es real. En este caso 
F tiene polos simples en + ía. Como 2/(2* + a) =4(1/(2 + ia) + 1/(—19)), 
encontramos 


Res [eE] = eM, Res [FU] = 1%, 


Por lo tanto el límite de 21) tiene el valor 2xicos al. Del Teorema 15-34. 
se deduce que la función /, continua en (0, + co), cuya transformada de La- 
place es F, viene dada por f(f) = cos at. 


16-18 Funciones analíticas uno a uno, En el Capítulo 7 se indicó que 
el Jacobiano J, de una función compleja / está relacionado con la derivada 
f' mediante la igualdad 

Jid ar 


en aquellos puntos en quef’ es continua. Los resultados concernientes a las 
funciones vectoriales con Jacobiano no nulo se aplican, por consiguiente, a 
las funciones analíticas con derivada no nula. En particular, el Teorema 7-4 
nos dice que si f es analítica en un conjunto abierto S de E, y si (2) # 0 
para algún z en S, existe un entorno N(z,) en el cual / es uno a. uno, La 
Nota que sigue al Teorema 7-4 demuestra que este es un teorema local y no 
global. Deducimos ahora una condición para que una función sea uno a 
uno. 


16—22 Tuorexa. Supongamos que f es analítica en una región abierta S de 
E,. Sea T una curva de Jordan regular a trozos tal que T y su región 
interior estén contenidas dentro de S. Si f es uno a uno sobre P, 
también lo es en el interior de T. 


Demostración. Supongamos que el camino a lo largo de T orientado po- 
sitivamente está descrito por una función z regular a trozos definida en (a, b]. 
Sea C = (P) la imagen de T originada por f. El hecho de ser f uno a uno 
sobre I demuestra que C es una curva de Jordan. Sea w la función compuesta 
dada por 

S wA =j] siast<b 
Entonces w'(() = /'[z(0)Jz'() en los puntos donde existe 7'(), y por lo tanto 
w es una función regular a trozos que describe C. Elijamos un punto wọ en 
el interior de C. Vamos a demostrar que existe un punto z,, y sólo uno, dentro 
de T en el cual f(z) = we 
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A tal fin sea g(e) = /(2) — wo y consideremos la integral 
1 f a t 
F Jng m Ina = 


donde P[z] está orientado positivamente. El valor de esta integral es un en- 
tero N no negativo que cuenta el número de ceros de g dentro de T (ya que 

g no tiene polos dentro de T). El teorema quedará demostrado si probamos 
E N = 1. La integral relativa a N puede expresarse como una integral 
de Riemann (según el Teorema 9-62) y obtenemos 


nf 


Pero la integral para el número de giros del camino Cw] con respecto al 
punto w, es 


? A wO uN. 
2% Je, 2% sf ma or 


Según el Teorema 9-68, el valor de esta integral es + 16 — 1. Ya que N >0, 
resulta que N = + 1 y el teorema está demostrado, 

Nora. En el curso de la demostración hemos demostrado que el número 
de giros del camino C [w] con respecto a w, es +1. Por consiguiente, Clw] 
está orientado positivamente, Dicho de otra manera, / aplica los caminos 
orientados positivamente sobre caminos orientados positivamente. Si bien he- 
mos demostrado esto únicamente para caminos regulares a trozos, el resultado 
es válido para caminos rectificables arbitrarios en virtud del Teorema 9-63. 
Algunas veces se expresa esta propiedad diciendo que f conserva el sentido. 


A continuación, deducimos una condición necesaria global para que una 
función sea uno a uno. 


16—23 Teorema. Supongamos que f es analítica en una región abierta S de 
E, Si f es uno a uno en S, la derivada f'(z) + O para cada z en S. 


Demostración. Supongamos f'(z) = 0 pa algún z en S. Vamos a demos- 
trar que esto conduce a una contradicción. Sea (za). Entonces, en algún 
entorno N(zp) € S, tenemos el desarrollo de Taylor de la forma 


10m =Ebla— + 


y, por tanto, f — w tienen e z, un cero de orden N > 2. Pero, si T'es un cir- 
culo alrededor de z situado dentro de N(z,), su imagen C = [(F) es una curva 
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de Jordan regular a trozos que contiene w, en su interior. El mismo razona- 
miento que se aplicó en el teorema anterior demuestra que N = 1. Esta con- 
tradicción implica /'(z) 4 0 para todo punto z en S. 


16-19 Aplicaciones conformes. Sean F, y l, dos arcos regulares de Jor- 

dan en E, que se cortan en un punto zọ. Sean z, y z las funciones regulares, 

definidas respectivamente en (a, b] y [c, d), que describen T, y P,. Suponga- 

mos que z = z(h), 29 = salta), z(h) # 0, 7'4(ta) + 0. Entonces la diferencia 

ag tata — arg [z',(h)] es el ángulo comprendido entre I, y T, en zọ. (Ver 
ig. 16-5.) 


Pig 16-5. Aplicación conforme 


16—24 Demmición. Sea f una función compleja definida en una región 
abierta S de Ey. Se dice que f es conforme en el punto za de S. si todo 
par de arcos regulares de Jordan Y, y T, que se cortan en zp, es aplicado 
por f sobre un par correspondiente de arcos regulares de Jordan C, = 
= A(T) y C, = HT») de tal manera que el ángulo formado por C, y 
Ca en fzo) difiera del ángulo formado por T, y T' en xy en 2nn, siendo 
n un entero. 


16—25 Teorema. Sea f analítica en una región abierta S de Ej. En cada 
punto zy de S en el cual f(z’) 40, es f conforme. 


Demostración. Sean z y za las funciones regulares definidas en [a, b) y 
[e, d), respectivamente, que describen los arcos de Jordan I, y I, que se 
cortan en zo, siendo 39 = 2. (4) = 2a(t), 7,(h) # 0, Talla) #0. Sean w, y we 
las funciones compuestas dadas por 

mf) fal] site dd m=) iteled) 
Entonces ocurre que 


walh) 


Pear y AA 
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Según el Teorema 1-31, existen dos enteros n y n, tales que 
arg (w4 (4)) = arg (Pa) + arg (E) + emy 
arg (ole) = arg (Y) + arg (e5(4)) + 2ang 
Restando estas igualdades obtenemos el resultado deseado. 


Los ángulos no son conservados en los puntos donde la derivada es cero. 
Por ejemplo, si (z) = +, una recta por el origen que forma un ángulo a con 
el eje real es aplicada por / sobre una recta que forma un ángulo 2a con dicho 
eje real, En general, cuando f'(z,) = 0, el desarrollo de Taylor de / adopta 
la forma 

Ha) = Hea) = le = ln + anle = a) + ee d 
donde k > 2. Utilizando esta igualdad, es fácil ver que los ángulos entre 
curvas que se cortan en z, quedan multiplicados por un factor A en la apli- 
cación determinada por f. 

Entre los ejemplos importantes de aplicaciones conformes figuran las 
transformaciones de Möbius. Se trata de funciones f definidas así: Si a, b, e, d, 
son cuatro números complejos tales que ad — bc + 0, definimos 
atb 


23) Md 


siempre que cz + d 2 0. Es conveniente definir / en todo el plano ampliado 
Ef poniendo f(— dle) = eo y fos) = aje. (Si c=0, estas dos últimas igual- 
dades se reemplazan por la igualdad única /( os) = œ.) Ahora puede resol- 
verse 23) respecto a z en función de /(2) obteniendo 


dll) 4 
de) 


Esto significa que existe la función inversa /-1 y viene dada por 
di+b 


teniendo en cuenta que /-X — dle. Así vemos pues que 

dl Csrsafocizaciones de Moblo son. Leicaan oo a: io de E solo 

mismo. Son también conformes en cada valor finito z + — dle, ya que 
AS 

Una de las propiedades más importantes de estas aplicaciones es que aplican 

cfreulos sobre círculos (inclnyendo las rectas como casos particulares de 
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círculos). La demostración de esto se esboza en el Ejercicio 16-40. En los ejer- 
cicios del final del capítulo se describen otras propiedades de las transfor- 
maciones de Möbius. 


EJERCICIOS 


Fórmulas integrales de Cauchy ; desarrollos de Taylor. 


16-1. Sup que / es analítica en un entorno N{z,; R). Si 0 <7 < R, e 
mra aperada hior ain tenio en A Y Por AG dl ide Je EIN. 
Deducir las desigualdades de Cauchy 


vous wmo a) 


16-2, Una función analitica en todo E, se llama función entera (ejemplos de estas son 
los polinomios, el seno, el coseno y la exponencial). 


a) Demostrar el teorema de Liouville : Si f es una función entera que está acotada en Ey, 
esuiena constante. 


b) Demostrar la siguiente versión más fuerte del teorema de Liouville: Si / es una 
función entera tal que Muma-+w|/(2)/2] = O, entonces f es una constante. 


jué fir respecto. función entera satisfa desigual- 
aad ARa Tortma DOTE Alat para todo e en Ep siendo CS OF 


16-3. Sea / = u + iv una función analítica en un entorno Nízy R). Si 0 < r < R, 
demostrar que 


an 
rasi f ulz, + renye d0 


Pealn)z", válido en 


16-4, Supongamos que / tiene el desarrollo de Taylor /(:) = 
NO: T. o l PN 


ta 
D Neen). 


m= E 


Demostrar que g tiene el desarrollo de Taylor 


e= È somo, 


válido en N(0; R). 


16-5, Supongamos que / tiene el desarrollo de Taylor :7_ ans”, válido en N(0; R). 
o e a E Tp AS 
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1f torta 
saaga h, a 


donde C es el circulo orientado positivamente con centro en 0 y radio y. 


16-6. Supongamos que f es analítica en el disco cerrado M(0; 1). Si |z] < 1, demostrar 
que 


to = ga fA = 


dende G es el circulo unidad de centro en 0 y orientado positivamente. Deducir a des- 
igual 


SS F les) as. 


Bye”, válidos 


16-7. Dados los desarrollos de Taylor /(:) = EZ. ant" y £l0) = Ena 
en M0; R) y N(0; Ry), respectivamente. Demostrar que 


Lar $ 
mf Peje Ena 
si jz)] < R, Ry siendo T el circulo orientado positivamente de radio R, y centro en 0. 


16-8. Supongamos que / es analítica en N(0; R). Designemos por C el círculo orientado 
MA SA L7 E E Di, os interior a C demos 


Far que 
=z f mf 


Si z = Ada, demostrar que este resultado se reduce a la fórmula 


1 f” L e- Aee 
wif AT aA wa yF 


Igualando las partes reales de esta igualdad se obtiene una expresión llamada la fór- 
mula de la integral de Poisson. o een 


1 tiene el desarrollo de Tay = Eñaoanle — 2)”, válido 
sa Ni AS or f(a) als — sa) 


a) Si 0 <7 < R, deducir la identidad de Parseval : 


z 4 
F Mes + reo = È oo 


b) Utilizar deducir la o lanitr" < M (r)*, donde M( el 
A Ter aaa 


16-10. Probar el teorema del módulo máximo: Supongamos que f es analitica en una 


región abierta S de En y que no ss constante. Se T wna rs yectificable de Jordan 
que argón isc ei e S. EV sabe T, os 
en A 
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Urdicain: Soponet que pl = M ex algin punto interier, Utlzando a notación 
jel Ejercicio 16-9, deducir la y airte < jay. Esto implica que a, =0 
para todo » > 1, y por lo tanto f es constante en un entorno de zo). 


16-11. Sean T una curva rectificable narat a ja, definida 
y continua sobre I’. Para cada z, interior a T, Hz) mediant igualdad 
Lol EA 
1) Í a 


Demostrar que f tiene derivada en cada punto za interior a T dada por 


Demostrar también que existe la derivada segunda dentro de T y que 
ga slo) 
Fl) =2 f rt 


si z es interior a I. [Indicación : Razonar como en la demostración del Teorema 10-0,] 


Esbozo dela demostración: La convergencia uniforme de (fi) en 1(1 se deduce aplican 
do la condición de Cauchy (Teorema 13-4) en unión del teorema del módulo máximo. 
Para demostrar que f es analítica en /(1), elegir z en I(l) y poner 
la) go, 
y 22% 
Debido a la convergencia uniforme, lazar en esta fórmula fa por f. 
el Teorema 13-19). Ahora aplicar el Ejercicio 1611 oo iai 
16-13. Demostrar el lema de Schwarz : Sea f analitica en el entorno N(0; 1). Suponga- 
mos que HO) = O y IH]l < 1 si lel < L. Entonces 
Vosi y Ase sci 
Si IPO = 1 o së IAlza)| = leal Por lo menos para un z, en N(0; 1), entonces 
R Ho) ene, siendo a roal. 
Undicación : Aplicar el teorema del módulo máximo a g, siendo ¢(0) = /'(0) y gl) = 
= flalla si z #0). 
Desarrollos de Laurent, singularidades, residuos. 


16-14. Sean f y g analíticas en una región abierta S de Ej. Sea Tuna curva rectifi- 
cae de Jordan Ll que T y qu región tenir estén contenidas en S. Supongamos que 
lel)! < 1/()] para todo z sobre T 


hadeg 
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1 rar, L fro 
al Med 3i Ta” 


Considerar m = inf (1/(2)] — lg(z)! |z € T}. Entonces m lo tantc 
Po O a para cata A T Se cdas abora 


a) Demostrar que 


1 frote 
MEF- p atagia Sosisi 
Entonces $ es continua, y por tanto constante, en [0, 1). Asi pues, $(0) = 4(1)). 


b) Utilizar a) para demostrar que / y / + g tienen el mismo número de ceros dentro 
aah (aora o o T 


16-15, Sea polinomio i qe 
quo 0 rl ise de Roi, > ZAS liza 
as eractamente n ceros en En Ù 


16-16, Sea / analitica en el disco cerrado Ñ(0; 1) y sug clade 
es punto a y sla uma aa Wi D e d que N n 
aiae ae e 


fed Ja, ta sama pascal dei desarrollo de Taylor ot => 
Sini a tabrema de Roché (o manera). demostrar que 
El cito uN [que solo depende de ») tal que a =N Implica pal YO Paro 
todo z en M0; 7). 
16-18, Demostrar que cada uno de los siguientes desarrollos de Laurent es válido 
en la región que se indica : 


aa gi 
a cia nt ha di<l<2 


1 
» aa, 


s<? 


F 
16-19. Para cada t fijo en Ep, definamos J/() como el coeficiente de z" en el desarrollo 
de Laurent 


A m 


Je- 


Demostrar que para n > 0 tenemos 
Jami f eauso ngao 
"Jo 


(). Deducir el desarrollo en serie de potencias 


e (pa 
no- ep "2o 


y que Jualf) = (— 1) 
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La función J, se llama la función de Besse! de orden n. 


16-20. Demostrar el vorema singularidad aislada de 
Ml sao on ems rd Nod ok a nilo 


(Indicación : las integrales que dan los coeficientes a, del desarrollo de 

aan de y que se o O pala cada n < O. 
16-21. Demostrar el teorema de Casorati-Weierstrass : Supongamos que t, es una sin- 
esencial de f y sea c un número com; e>0y 


e e e Ju en MO qu UE 
indicación. Suponer el teorema falso y llegar tradicción aplicando el Bjer- 
o e A à a 
10:22, (EI punto dal infinito). Se diee que una función es analitica en el oo sia función 
gina por la cuac fl) = JAJA analicen el origen, Annan decima 
co si g tiene , un polo, etc., en 0. El teorema de Liouville (ver Ejercicio 1 
Satie que a fan que all en Sen is Hons tre Bepe I 
polinomio, si y únicamente si, la única singularidad de / en E 
CL 8 ggio, 47d s, Ta daka das de su polo 
b) / es una función racional si no tiene otras singularidades que polos en Ef, y rec- 

procamente. 


16-23, Probar las siguientes reglas prácticas para el cálculo de residuos: 
a) Si z, es un polo de primer orden de /, 
Res f(z) = lim (z — 24)f(2). 
Sa 
b} SI z, es un polo de orden 2 de /. 
Refa) = eled. siendo gle) = (e — sA 


ce) Supongamos que/ ye son ambas analítica en ze que fl) yt O y ques, es un ceo 
de) tod AA Ledet feae") 
Roa re RO CE 


d) Si / y g cumplen las condiciones de c), salvo que z, es un cero de segundo orden de 
Es entonces es 


Res L0) Yede td — Yade” 


amn 60) Ka 
16-24. Calcular los residuos y los polos de / si 


A 
a 


(donde n es un entero positivo) 
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Si Clsa;) representa la circunferencia orientada positivamente con centro en 
r, demostrar que ES 


3 aooi n f tee 
Jona 
, “ . 
o) 2i, a ade = Hric. 
leva F exo E 


Calcular las integrales en los Ejercicios del 16-26 al 16-33 mediante los residuos. 


16-26, Pts “a; si0<b<a 
saci 

. si0<a<L 

si0<b<a 


16-34, Demostrar que la fórmula 20) es válida si / es el cociente de dos polinomios, 
pongamos por ejemplo / = P/Q, donde el grado de Q excede al de P 


jas P 0) 
£, “o 


por el método descrito en el Teorema 16-20. 


EJERCICIOS 517 


16-36. Utilizar el método sugerido en el Ejercicio 16-35 para calcular las siguientes 
integrales. 


af 
af; 


Funciones analíticas uno a uno. 


16-37. Sup jue / tiene el desarrollo de Taylor f(z) = 
NOO; n); Si jal = ', demostrar que / es uno a uno 
una constante. 


¡Fe gant”, válido en 
NO; r) si f no es 


(indicación. Supone que Js) = Ha), siendo z y 3, dos puntos distintos de N(O; r). 
ces 


Demostrar que esto contradice la desigualdad relativa a ja] si / no es una constante]. 


16-38, Si / y g son dos transformaciones de Möbius, demostrar que la función com- 
puesta jg es también una transformación de Móbios. 


16-39. Describir geométricamente lo que le ocurre al punto en E, cuando se le somete 


a las siguientes transformaciones de Me 
aero (Traslación). 
b) /(s) = az, siendo a >0 (Homotecia). 
e) He) = els, siendo a real (Rotación). 
a) Ha) 1/2 (Inversión). 


16- 


Si e # 0, tenemos 


atb a, bad 
ariba 


Por lo tanto, toda transformación de Móbios como una composición 
de los casos particulares descritos en el Ejercicio 16-39. Utilizar este hecho para demos- 
trar que las trasnformaciones de Móbius transforman circulos en círculos (considerando 
las rectas como casos particulares de círculos). 

MAL 3) Demonteer que todas las transformaciones de, Menina que aplican el 
semiplano superior T = (x + iyiy > 0) sobre el disco cerrado (0; 1) pueden expre- 
A eo del 

b) Demostrar que a y a pueden siempre elegirse para aplicar tres puntos dados 
cundesguiera del je reai sobre tres puntos cualequieta del circulo unidad 

16-42. Encontrar todas las transformaciones de Móbias que aplican el semiplano 
de la derecha S = {x + iy) = 0} sobre el disco cerrado N(0; 1). 


16-43, Encontrar todas las transformaciones de Móbias que aplican el disco ce- 
trado N(0; 1) sobre sí mismo. 


ArosroL = 19° 
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<, pertenece a, es un elemento de, 
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{x |x satisface P}, el conjunto de valores + que satisfacen la propiedad P, 
inf, infimum, la mayor cota inferior, 

sup, supremum, la menor cota superior, 

©, es un subconjunto de, 

A X B, producto cartesiano de A y B, 
F(S), imagen de S originada por F, 

{Fa}, sucesión cuyo mésimo término es Fu, 
U. vu, reunión, . 

fÀ- n. intersección, 
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drg delta de Kronecker, 
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Nx), entorno reducido de x, 

[a, b), (a, b), intervalos n-dimensionales, 

Et, sistema de números reales ampliado, 

Ej, sistema de números complejos ampliado, 
3, clausura de S, (Ej. 3-12) 

1= (fu «+» fa, fanción vectorial 

lim, lm, limite a la derecha (a la izquierda), 


Koit a 
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n), número de giros del camino P(s] con respecto a so, 
f Ha) dx, integral múltiple, 


ji t- da, integral de línea de 1 con respecto a a, 
Ta) 
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lim inf, limite inferior, 
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IL FIL. norma de /, 
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AUN, abisa de convergencia de | e= 4 
lo 
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pas 
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Obra indispensable para analistas, físicos matemáticos, ingenieros 
de todos los matices y economistas matemáticos 


Un volumen de 380 páginas, de 15 X 22 cm, con numerosos problemas 


El propósito de este libro es introducir al lector en el estudio de la teoría de 
matrices, campo que con toda justicia puede ser llamado la aritmética de las mate- 
máticas superiores. 

Si examinamos cualquiera de los dominios clásicos de la matemática, observamos 
que las partes más interesantes y significativas están caracterizadas por un «inter- 
juego» de factores, que se manifiesta bajo la apariencia de funciones de varias 
variables y en la formación de variables que dependen de varias funciones. El análisis 
de estas funciones conduce a transformaciones de tipo multidimensional. 

Pronto resulta claro, que el verdadero problema de describir las cuestiones 
que surgen es, por sí mismo, de naturaleza formidable. Por ello, se sigue que, en 
los primeros comienzos de un determinado esfuerzo, debe idearse una notación útil, 
sensitiva y perceptiva, que exprese la esencia de la matemática, sin obscurecer ni 
distraer, 

En esta obra se exponen los resultados y métodos de la moderna teoría de 
matrices, poniendo particular atención en el campo del análisis, desde los puntos 
de vista de la motivación y de la aplicación. 

La teoría analítica de matrices, en la forma aquí tratada, se distribuye neta- 
mente en tres categorías principales: la teoría de matrices simétricas, que invade 
todos los campos; la de matrices y ecuaciones diferenciales, que concierne particular: 
mente a ingenieros y físicos, y la de matrices positivas, crucial en las áreas de la 
teoría de probabilidades y economía matemática. 
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1. Máximos y mínimos. Motivación. — 2 Vectores y matrices. — 3. Diagonalización y 
tormas canónicas para matrices simétricas. — 4. Reducción de matrices simétricas generales a 
6 Funciones de matrices. — 7. Descripción 
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Un volumen de 368 páginas, de 22 X 16 cm, con numerosos problemas 


Este volumen es el desarrollo de un curso proyectado para estudiantes 
graduados del primer año, o para pregraduados aventajados de los años 
junior y senior. El propósito del curso fue doble: (a) proporcionar los fun- 
damentos necesarios en todas las ramas de la Matemática moderna relacio- 
nadas con el Análisis; (b) adiestrar al estudiante en el uso del instrumento 
matemático más fundamental de nuestro tiempo: el método axiomático. 


El lector se dará cuenta inmediatamente, de que en todas partes se ha 
puesto de relieve el aspecto conceptual de cada noción, en vez de presentar 
su aspecto algorítmico, es decir, como un ente de cálculo que era el principal 
objetivo del Análisis ico. Esta preocupación se manifiesta no sólo en lo 
que se refiere al texto, sino también en la mayor parte de los problemas. 
Se observará que se han incluido gran número de problemas como suple- 
mento del texto y muchos de ellos orientan hacia otros desarrollos interesan- 
tes. Los problemas a su vez, proporcionan al estudiante una oportunidad 
para comprobar si ha comprendido la materia expuesta. 


Aunque en este volumen se desarrollan muchas cuestiones tratadas 
ordinariamente en cursos más elementales (incluidos los de Cálculo) el 
punto de vista desde el que se las considera es completamente distinto. 


Los conceptos fundamentales de la Teoría de funciones y del Cálculo 
se han presentado dentro del armazón de una teoría que es lo suficiente- 
mente general para mostrar la finalidad, la potencia y la naturaloza verda- 
dera de estos conceptos, mucho mejor que bajo las restricciones usuales del 
«Análisis clásico». 
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Creemos hacer un trabajo útil para todos los estudiantes de habla hispana al ofrecerles 
la versión de un texto cuyo valor didáctico se.ha acreditado con una rapidez inusitada, 
“aunque no sorprendente para quienes conocian el valor de los autores. El traductor ha tenido 
algunas veces la tentación de modificar la nomenclatura, para ponerla más de acuerdo con 
la clásica en castellano, o algunos detalles de exposición, para buscar la más perfecta adap- 
tación a nuestros programas. Pero ha resistido esas tentaciones (bien disculpables para todo. 
profesor de Algebra) y ha decidido ofrecer una traducción disciplinada y fiel. 
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Este texto trata de manera unificada, sin necesidad de conocimientos pre- 
vios, los principios básicos de la Topología. Se presentan con algún detalle, 
tanto los métodos conjuntistas como los algebraicos. Aumenta su valor como 
texto una gran cantidad de ejercicios, ejemplos y contraejemplos, figuras y refe- 
rencias para ulterior estudio. 


El fin perseguido por los autores ha sido el de presentar los conocimientos 
básicos de la Topología, indispensables a todo matemático profesional, y al mismo 
tiempo establecer una amplia base, sobre la cual pueda edificar el lector intere- 
sado. Esta doble finalidad ha obligado a mencionar casi todas las cuestiones de 
interés en Topología. Aunque muchas de ellas sólo pueden tratarse brevemente, 
un índice y una bibliografía extensos harán que esto constituya una valiosa refe- 
rencia para el investigador matemático, en campos distintos de la Topología. 


La primera mitad del libro es primordialmente conjuntista, y contiene mucho 
material, que no se halla en otros textos. La segunda mitad es algebraica, y se 
distingue, en particular, por su tratamiento detallado de la teoría elemental de 
la homotopía y homología de los complejos simpliciales. Entre las cuestiones 
tratadas figuran la teoría de continuos, continuos de Peano, sucesión limite inver. 
sa, homología y cohomología relativas, los axiomas de EilenbergSteenrod de la 
teoría simplicial, grado, grupos de homotopía y elementos de la topología de la 
restera. 
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Esta obra ha sido escrita con el fin de proporcionar a los dibujantes técnicos 
en particular y a los estudiantes en un tratado moderno y completo de 
las cuestiones más importantes de la Geometría Descriptiva y sus aplicaciones 
a temas prácticos en las distintas ramas de la Ingeniería, 

Hasta ahora, el estudiante de Geometría Descriptiva tropezaba con ciertas 
¿cultos paa el estudio de la misma, por necesa tenes cierta inn 

ver O con ir las en el J jve jue no la tuviera 
Fiicientemente desarrollada, estaba condenado al fracaso. 


El autor, valiéndose de"su y Uliza para el estudio de la 
ima u curo de razonamiento ig, Bss en lt lio de las jones 
do un objeto desde distintos puntos de vista, seguido de un exacto juicio analítico. 
El alumno aprende así a resolver cada problema, observa detenidamente los 
sa m proporcionan, recuerda los principios aprendidos, que A 

aplicar y sigue, tanto, un razonamiento lógico que ce ar a 
Verdadera concusdn: + 3 
Los principios fundamentales se han resumido en forma de reglas fáciles de 


recordar y encontrar, y los dibujos complicados se han realizado utilizando uno 
ito cs cada le dela contracción. 

La presente obra consta de un capítulo dedicado a las aplicaciones vectoria- 
les y ole a las de la Geología y la Minería, haciendo en los mismos de 
la teoría y principios básicos establecidos en el texto, por medio de grabados 


y ejemplos prácticos específicos. 
Esta publicación es de gran utilidad, no solamente para los alumnos, sino 
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